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W Inleiding - Historische motivatie

& Reéle getallen alleen...

"Godmade the natural numbers. The oth&rsre man-made" (Weierstrass)...

... en denatuurlijke getallerdienden om voorwerpen tellen: 1 halssnoer,2 halssnoeren3
halssnoeren... - heel "natuurlijke" toepassing.

Maar zoeenvoudig is het leven togtiet: "Ik had 17 halssnoeren. Een aantal daarvan heb ik aan
mijn dochtergegeven. Nu heb ik nograartweehalssnoeren oveoeveel heb ik er weggegeven?" -
dergelijke vragen hebben de mensen aangezet om de negatieve getallen uit te vigeendof
"ontdekken™). Daarna konden de mensen niet meer zeggen: vergelijkiiy = 2 heeft geen oplossing. Zij
heeft er één - in de zogenaangiEhele getallen

Handel drijven - kopen en verkopen. "Ik geef]ehalssnoevoor 3 vissen. Als je nu del0 vissen
die je vandaag gevangen hebt, aan me kwijt wil, krijg je van3nkalssnoeren eneesblij dat je alnaar huis
kan!" Hoeveelissenkrijgt nu dekoper voor 1 halssnoer? Wel, dat kan je ween&t beschrijven met behulp
van de getallen die we reeds kennen... Toelbben de mensen d&ionale getallebedacht: breuken. De
vergelijking 3x =10 heeft één oplossing in de nieuwe getallenwereld. @adht men ezelfsniet aan om
de getallen, die als "gehele" eenheden weltksthouwd, te "breken". Men kan zeggen: "De nood is de
moeder deuitvindingen"”.

Verder hebben de mensen vastgesteld dat de verhouding van de omtrek van een cijkedtraial
niet alsbreuk kan uitgedrukt worden. Dat soort getallen, die klaarblijkelijk ook al inateurbestonden,
werden'irrationaal’genoemd - getallen, di@et als ratio - verhouding - vawee gehelgetallen kunnen
uitgedrukt worden.
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& ... zijn niet voldoende.

Het levenging zijn gewonegang, en de gekrde mensen hieldeich bezig met het vinden van
formules om de vergelijking typ@ X2 +bx+c =0 op te lossen. Die formulesjn algemeen gekend.

Hun grote nut heeft mensen als Cardahaxtaglia, Ferrari en hun tijdgenoten (zestieedaw)aangezet tot
de poging om gelijkaardige formules voor derdegraads vergelijkitygena X3 +b x2 + ¢ x+d =0 te vinden.

Vele mensen denken dat de motivatie om complgetallen te definiéren het verlangen was om de
vergelijking X2 +1 =0 opte lossen, anders gezegd - het bestaan van vierkantswortels van negatieve getallen.
Dit is wel het resultaat van het definiéren v@amplexegetallen, maar niet de reden daarvan. De "uitvinding"
van de complexgetallen was namelijk heteveneffect van het zoekeaar dformule voor de oplossingen
van de derdegraadsvergelijking, waarvan mensen reeds WISTEN, dat ze mingpdrssing had (omdat de
polynomen f(x) =ax® + ¢ +cx+d negatieve waarden bereiken voor negatievenet grote absolute
waarden, en positieve waarden voor grote positievelien a >0 en omgekeerd in het geval vem< 0. Het
is dus - minstens intuitief - evident, dat ergens onderweg de waarde nul moet bereikt worden). Daarom was
het zoekemaar ddormule voor die oplossing wel verantwoordtggenstelling tot het zoekeraar de
oplossing vanx? +1 =0, die voor die mensegewoonwedNIET BESTOND (evenmin als de oplossing van
X +17 = 2 voor de mensen die geen negatigetallen kenden. In geval vax? +1 = 0 ontbrak er zelfs het
"praktische" nut van het bestaan van zulke oplossingen...).

De formuleziet er wel indrukwekkend uit - na substitutie=y — % in de vergelijking
ax +bx2 +cx+d =0 en het delen doos, krijgen we de oplossing van de vergelijking met de nieuwe
coefficienten (die we voor grotere overzichtelijkheiden q gaan noemen)® + py+q =0:

y=\/—%+\/(%)z+(%)3 +§/—%—\/(%)2+(%)3 :

Men wist dus, dat elke derdegraadsvergelijking minimum 1 reéle wortel heeft en dat keendien vinden
door de vorige formule. Problemen ontstonden alsittFukking onder de vierkantswortel negatief was. Dan
moest men de derdegraadswortel van'eemeéel” getal trekken. De som vantieee derdegraadswortels
was al wel een reéel getal, maameoest iets bedacht worden om die "tussenstap” te verantwoorden. Er werd
dusv-1 gedefinieerd, die echter uitsluitend als een soort "formele fictie" behandeld werd.
Later, in 1777, heefEuler notatiei en 4 ingevoerd voor de twee verschillende wortels vAnDat
werd - integenstelling tot déreéle getallenwiensrecht van bestaan men kearantwoorden op basis van
de boveraangehaaldeoorbeelden van het reéle leven - éeraginair getagenoemd - pure fictie dus.
Kunnen we dat echt als pufictieve verschijnselen behandelen? Zou er geen beeldnikepretatie
van de nieuw gedefinieerde getallen zi[p&ar gaan wij het in hatolgende hoofdstuk over hebben.
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m Constructie van de complexe getallen

¢ Punten in hetvlak

Dezeconstructie is aan Gauss (1799) en Hamilton (1838pnteken.

We gaareventjes de gedachtenstroom van die grote wiskundigen proberen te "reconstrueren”. Onze bedoeling
nu is het getallenstelsel te omschrijven, dat een uitbreiding van de reéle getallen is (dat wil zeggen - dat de
reéle getalleevat erwaarin degewone bewerking van optellen en vermenigvuldigen van geilglen
uitgebreid worden op nieuwe getalleraar onveranderilijven voor de reélgetallen), en waarin

hetgetali bestaat, dat een oplossing is van de vergelijkixtg+ 1 = 0.

We weten, dat we die oplossimiet onder de reéle getallemoeten zoeken. Als we dat nieuwe stelsel grafisch
willen voorstellen, moeten we onze buiten de getallenas zoeken! Laat onsdetoneCartesische
coordinatenstelsel nemen en ges als de reéle as beschouwen. piett (0,1) noemen wei. Nu gaan we

het vermenigvuldigen en optellen van de punten in het viak definiéren rekening houdendopgésteamde
voorwaarden. Ellpunt van het viakeeft poolcodrdinaten. Degging wordt bepaald doazijn afstandr van

het punt (0,0) (straallengte) en het hogktussen de straal en habsitieve deel van de-as.

De tekening hieronder toont het duidelijk. Als je in het programmeren geinteresserd bent, kan je de cel
openklikken.

Clear [lijnen 171;

Clear [punt ];

Clear [teksten 1;
Clear [complexGetal 1;

linen  [{X_, y_ }]1:={Line [{{0,01}, {XVy }}1,
{Dashing [{0.05,0.05 }],
Line [{{0,y }, {X,y }}1,Line [{{X 0}, {XVy3}}}}
punt [{X_,Yy_ 3}1:={Hue[.l], PointSize [0.02 ], Point [{X,y }1};
teksten [{x_,y_ }]:= {Text [FontForm [" (x,y )", {"Courier -Bold", 16 3}1, {x+05y }1,
Text [FontForm ["r", {"Courier -Bold", 16 13}1, {0.5x,05y +0.3}1,
Text [FontForm ["¢", {"Courier -Bold", 16 13}1, {0.3,0.2 131,
Text [FontForm ["r cos ¢", {"Courier -Bold", 16 3}1, {05x,y +0.2}],
Text [
FontForm ['r sin ¢", {"Courier -Bold",16 13}1, {Xx+06,05y 131};
imagin = {Hue[O1, PointSize  [0.02 1, Point [{0, 1 }1};

complexGetal [{X_,Yy_ }1:=Show[Graphics [({lijnen [{X, ¥y }1,
punt [{X, Yy }I,
teksten [{X,Vy }1,
imagin },
Axes -»> True, AxesLabel  -»> {"real", "imaginary" },
AspectRatio  -» Automatic ]]
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complexGetal [{2, 3 }]

i magi nary

real

|
|
|
|

® |

05 1 1.5 2 2.5

-Graphics-

De Cartesische coodrdinaten van punt op afstangan (0,0) gezien onder een hoefp (duspunt met

poolcot')rdinatedl’,go) ) zijn (I’ COoSsp, I Sil”t,o). Dit volgt uit de simpele toepassing van de goniometrie.
Omgekeerd: voor elgunt (x, y) van het vlak kunnen we de straal enhdeek vinden op basis van de
formules:

Clear [straal ]
Clear [hoek ]

straal [Xx_,Yy_1:=N[Sgrt [X*2 +y"2]]
hoek [Xx ,y_ 1:=1If [x<0,1,0 1 N[Pi]1+Ilf [x<O0, -1,11ArcSin [y/straal [X VY 1]

{straal [-1,4 1,hoek [-1,4 1}
{4.12311, 1.81577}

De formule voor de hoekiet er eerbeetje ingewikkeldit, met de clausule "If". Haihoest zo gedaan worden,
omdat de functie ArcSin alleemaar waarden van het intervpl72,42] aanneemt. Er is dus een lichte
aanpassing nodig, om alle punten van de cirkel te kutesohrijven.

Probeer eens zelf voor eaantal punten hun straal @oek uit te rekenen. Doe dat door de "rode"
coordinaten in {straal[-1,4], hoek[-1,4]}" door de door jezelf gekozen codrdinaten te vervangen en de cel te
evalueren.

De straawordt ookMODULUS of afstand van een complex getal genoemd en voorgesteld|doof
Abs|z] (absolute waarde vam- zijn afstand van de oorsprong). Beek wordtARGUMENT van het
complexegetal genoemd. Wij schrijvenArg[z].
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& Vermenigvuldiging

We willen dat het punt(0,1) - onze i - vermenigvuldigd met zichzelf, als resultaafdus het punt(-1,0),
geeft. Laat ons even op de volgende tekening kijken:
(door de cel open te klikken kan je de programmatie bekijken).

Show[Graphics [{{Hue[.5 1, PointSize [0.02 1, Point [{1,0 }1},
{Hue[01], PointSize  [0.02 1, Point [{O, 1 }71},
{Hue[O0], Text [FontForm ["4", {"Courier -Bold",20 1371, {0.1,095 131},
{Huel.1 1, PointSize  [0.02 ], Point [{-1,0 }1},
{Hue[O], Line [{{0,0}, {0,113}1},
{Hue[.1 ], Line [{{0,0}, {-1,01}31},
{Hue[0], Circle [{0,013},.1, {O,Pi /2}1},
{Huel.11,Circle [{0,013,.2, {O,Pi }1}},

Axes -»> True, PlotRange  -> {{-1,1 3}, {0, 1 }3}, AspectRatio -»> Automatic 1]

le 1
0.8
0.6
0.4

0.2

-1 -0.75 -0.5 -0.25 0.25 05 0.75 1
We merken op dat de hoek tussersti@aldoor hetpunt (0,1) en de positieveichting van de as xdoor de

vermenigvuldiging werd verdubbeld. Zou dagt suggereren om het vermenigvuldigen te definiéren als
rotatie rond het pun{0,0) over de hoeky ? We mogematuurlijk niet vergeten, dat we het

vermenigvuldigen van reéle getallen willetitbreidendus de resultatevoor de reéleetallen moeten
onveranderd blijven! Wat de hoek betreft, is dat in orde, want die is in geval van reéle getallen aktgdnul
positievegetallen en altijdz voor negatievgetallen. Maar we zien al dat de rotatie alleen niet volstaat - bij
reéle getallen worden de lengten varstialen vermenigvuldigd! Dat suggereert aMiddégende definitie van
de vermenigvuldiging van punten van het vlak:

om twee punten van het vlak te vermenigvuldigen, moeten we de lengten van
hun stralen met mekasermenigvuldigen alseéle getallen en de hoeken tussen
de stralen en het positieve deel vanxias moeten we optellen.

Abd4z; 2] =Abgz] Abgz,],
Arg(z1 2] = Arg[z1] +Arg| 2]

Vermenigvuldiging zou dus samenstelling van esatie en een homothetie:(
definitie van homothetie kan je vinden door op dit studguwe tekst tdxlikken) zijn.

Dit illustreert iets wat je al lang kende: bij het vermenigvuldigen van de reéle getallen geldende
regels:
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positief x positief = positief ~ 0+0=0)

positief X negatief = negatief {+7=x)

negatief x positief = negatief A+0=r)

negatief x negatief = positief A+2=27 - een gedriénteerde hoek vé&x op een cirkel is equivalent aan
0).

Als herinneringdefinitie vanhomothetie
Homothetieten opzichte van punM en met de verhoudinds (een reéel getal verschillend van nul) is de

transformatie van het viak die ellpeint X van het vlak op een punX' afbeeldt zodat MX' = k MX.

[ terugnaar deekst van het notebook |

Hieronder vind je de meetkundige interpretatie van het vermenigvuldigen vareaygetallen. Het
argument van het geta (rood aangeduid) wordt opgeteld bij het argument van het gatékwart
aangeduid) - de straal van het getal wordt dus geroteerd over de hodékg[z,] rond de oorsprong van het
Cartesische stelsel. Daarbij wordt de lengte vantdeal Abs[z] vermenigvuldigd met het positieve getal
Abs[z]. Na de rotatie wordt dus een homothetie toegepast.

Dat betekent, dat de twektiehoeken op de tekening hieronder - de gele [met de hoekpytéjh (1,0) en

z] en de blauwe [met de hoekpuntéd,0), z en z z] gelijkvormig zijn, omdat:

«  hoek[(1,0), (0,0),4 =hoek][z, (0,0), 2 ]

«  1/Abgz]= %21222]2].

(door de cel open te klikken kan je de programmatie bekijken).
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Clear [plaats ]
Clear [product ]
Clear [tekening ]

plaats [afstand_, hoek 71 : = {afstand Cos [hoek], afstand Sin [hoek 13}
plaats [{afstand , hoek  }1:=plaats [afstand, hoek ]
product [{{getall , hoekl 1}, {getal2 , hoek2  3}3}1:=
plaats [getall getal2, hoekl + hoek2 ]
tekening [rl , ¢l ,1r2, ¢21:=
Show[Graphics [
{{Hue[0.15 1, Polygon [{plaats [rl, ¢l11, {0,0 },plaats 1[1,013}1},
{Hue[05 1, Polygon [{plaats [r1r2, ¢l +¢2], {0,0 }, plaats [r2, ¢2]}1},

Point [product

[{{rl, ol}, {12, 23311,

Axes -»> True, AspectRatio -> Automatic, PlotRange -> {{-5,10 }, {-5,51}}]

tekening [3,Pi /3,15 2Pi /7]
Z1Z>
Z1
2
4 2 2 4 6 8 10
20 Z1=(rq1, 1)
Zo= (2, ¥2)
4+ Z1Z2=(r1l2, Q1-

We zien dus de analogie met het vermenigvuldigen van reéle getallen. De stelling van Thales vertelt ons dat
we ook in de "reéle" situatie met gelijkvormige driehoeken te maken hebben. Toon op de tekening hieronder,
welkedriehoeken dat zijn ewaarom ze gelijkvormigijn.



ComplexNumbers10 12 00.nb 9

Je kan ook een beetje spelen - nemmdere getallen (vervang de getallen imaal[3,2]" door de zelf
gekozen reéle getallen) en kijk of je nog gelijkvormige driehodkéggt!
(door de cel open te klikken kan je de programmatie bekijken).

Clear [maal ]

maal [a_, b_ ] : = Show[Graphics [{{Hue[.5 1, PointSize [0.04 1, Point [{a, 0 }1},
{Huel.1 1, PointSize  [0.04 1, Point [{b,0 }1},
{Hue[O01], PointSize  [0.04 ], Point [{ab, 0 }1},
{Huel[.7 1, PointSize  [0.04 ], Point [{O,13}]},
{Huel.1 1, PointSize  [0.04 1, Point [{0, b }]},
{Hue[.3 1, Line [{{a, 01}, {0,11}1},
{Hue[.3 1, Line [{{ab,0}, {O,b}}1},

{Huel.1],
Circle [{0,0 3, Abs [b], {Arg [b], Arg [b] +Pi 72}1},
{Text [
FontForm ["a", {"Courier -Bold",16 13}], {a, -0.2 }1},
{Text [
FontForm ["b", {"Courier -Bold",16 13}], {b, -0.2 }1},
{Text [
FontForm ["ab", ({"Courier -Bold", 16 1}1, {ab, -0.2 }1},
{Text [
FontForm ["b", {"Courier -Bold",16 13}], {-0.3,b 1}1},
{Text [
FontForm ["1", {"Courier -Bold",16 13}], {-0.3,1 }]}
}]!
Axes -»> True, AspectRatio -> Automatic, Ticks -> None]
maal [3, 2 ]
9}
le
h A &
-Graphics-

Alle punten in het vlakebben, behalve poolcodrdinaten, ook gewBagesische codrdinaten. Klik hierop
om de formule voor het omrekenggrug te vinden.

Nu gaan we trachten dermule voor het vermenigvuldigen van complegetallen in Cartesische codrdinaten
uit te drukken.

Tweegetallen met poolcodrdinaterz; = (r1, ¢1), 2 =(r2, ¢») hebben dus volgende Cartesische
cotrdinaten:

7z =(ay, by, waar a; =ricoge], by =risinel],
Z = (ap, bp), waar a =r,codw], b =rysine)].

We weten, datz; z, =(r1 r2, ¢1 + ). De goniometrische formules:
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Trigexpand [r1r2Cos [¢l + ¢2]]
rl r2 Cos[ ¢l1] Cos[ ¢2] - rl r2 Sin[ @l] Sin[ 2]

Trigexpand [rlr2Sin  [el + ¢2]]
rl r2 Cos[ 2] Sin[ 1] + rl r2 Cos[ ¢l1] Sin[ 2]

laten ons toe om hefezochte verband tussen de Cartesische codrdinaterrvanmet de Cartesische
cobdrdinaten varg;  en 2 in te zien. Wehebben namelijk:

212 =(a, b, waar:

a=r1r2cogde +¢2] =r1r2Co8¢1] coden] —rirzsinfer] singz] =aia —bi by
b =ryrysinfey +¢] =r1r2c08e] SiNgy] — Iy coge] SiNey] =a, by +a1 by

Anderszijds is het heel gemakkelijk om op te merken dat als we nu het viak als tweedimensionale ruimte
behandelen met de basf$,74, we allecomplexegetallen kunneroorstellen aldineaire conbinatie van1
en i met reéle coéfficiénten - het wordt dus:

7z = (ay, by=ay +bis
2 = (ap, p)=ay + 7

Nu, rekening houdende met het feit dét = —1 (ZO hebben we tenslotte onze vermenigvuldiging
gedefinieerd!), kunnen we ook het produktz, uitrekenen:

Expand [ (al + bl 1) (a2 + b2 1) ]
al a2 + 1 a2 bl + 1 al b2 - bl b2

dus:
zn=(1+m) (@ +b)=ara+arb 7+ a7+ b1 by 2= (anax —b1lp) + Z(ap by +ag by).

Als oefening, reken jeoor elke van delrie voorstellingen van deomplexegetallen uit, of 22 werkelijk aan
-1gelilkis (7=(1,%) in de poolcodrdinatens=(0,1) in de Cartesische coodrdinaten).

CONCLUSIE

Een complex getal kan op volgende equivalensmierenvoorgesteld worden:

1 2 = (r, (,0) - poolcodrdinaten. Beschrijving door afstand véh0) en de hoek tussen déraal en
het positieve deel van deas,

2.2 = (a, b) - Cartesische codrdinateia = r cosp, b = r sing,

3 .Z = ad+ b I - complexegetallen als elementen van de ruinR?.

Voor elke van diesoorstellingen kunnen we eéormule voor het VERMENIGVULDIGENuitdrukken:

1.Verm.(ry, ¢n) (ra, ¢») = (r1r2, @1 + ¢»)-stralerworden

vermenigvuldigd, hoeken opgeteld,

2Verm.(ag, by) (@, by) = (aja; —by by, apby +a; by)-
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formule voor de Cartesisclumdrdinaten,
3vVerm.(yt+ b1 (ap+ bys) = (ayay —b; bz) + 7
(az bl-/- A1 b2) - formule voor de derdgedaante.

Een belangrijke opmerking: om de notatie van de goniometrische gedaante van een complex getal
Z = r(cose + ZSing) een beetje "in t&orten", wordt er een speciaafmboolgebruikt voor coss+ 7sing.
Aangezien de hoek, waarvan we de sinus en cosinus neleeglfde iskunnen wecoses+ #sing tot één

symboolsamentrekken. Men gebruikt daarvoor sgnbool & ‘ 50. Voorlopiggaan we daiewoon als
symboolbehandelen - als iets wat ons leven gemakketiiakt. We vervangen immet§ karakters doo8
karakters - serieuze besparing bij het typen! Lgtan we zien hoe praktiscleze notatie is in sommige
toepassingen. Jullie gaan ook zien - indien jullie vexgdiekunde willen studeren - dat het geen toeval is, dat
men juist dasymbool(dat ons toch zo sterttoet denken aan de exponentiéle functie! Klik hierop om iets
meer over de exponentiele functieviaden.) gebruikt. Voorlopigiaan we ons tevreden stellen mewdrde
mogelijkenotatie van deomplexegetallen:

4.7 =1 &'¥

En de formule voor het vermenigvuldiggnnnen we (ofpasis van de formule voor de goniometrische
voorstelling) als volgt opschrijven:

ANerm.ri e Ary, e’ ?2 = 11 o ¢’ A%

Belangrijke opmerking voor dagenieurs:
Dezenotatie wordt/eel gebruikt in de elektronika - bij de beschrijving van de wisselstroom.

Opgave voor dstudenten:

Kijk zelf na dat de definitie van het vermenigvuldigen van complgetllen (die de reéle getallen omvatten,
nl. alle getallertype (a,0)) opnieuw het product van reéle getallen oplevert. Dus - de nieuwe
vermenigvuldiging is een uitbreiding van de vermenigvuldiging van reéle getallen.

Nu kan je zelf een beetje oefenen: vermenigvuldigen met een gegeven caef@kbi, 0.9) het gelepunt.

Het punt dat jij kies{door de getallen in haalCartesisch[-3,4] door de zelfgekozen getallen-codrdinaten
te vervangen) is blauw, het resultaat van het vermenigvuldigen is groen.

Merk op dat de hoek tussen de blauwe en de gre@aal altijddezelfde is (gelijk aamArg[(2,0.9)] - zie de
tweerode bogen op de tekening) - ongeacht de keuze van coérdinaten! Ook de verhouding tussen de lengte
van de straal van het product (de "groene" straal dus) en de lengte van de straaldaor ftet gekozen

getal (de "blauwestraal) is constant, gelijk aaAbs|[(2,0.9)]=2.19317- zie berekening in de gesloten cel
hieronder. Dat wil zeggen, dat de "groene" straal altijdlesgtjemeer dariweemaal langer is dan de
"blauwe"straal - ook ongeacht de coérdinatenkeuze!

Je ziet dus duidelijk dat het vermenigvuldigen met eens@siplex getal de samenstelling is van een rotatie
overzijn argument (tegen ddokwijzers) en homothetie met de verhouding gelijk @gn modulus.

(door de cel open te klikken kan je de programmatie bekijken).
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Sqrt [27°2 + (0.9 )~2]
2.19317

Clear [g2, maalCartesisch 1;

021X ,Y_ 1:={{Hue[.31, PointSize [0.03 ], Point [{2X -.9Yy,2y +.9X }]},
{Hue[.3 1,Line [{{0,01}, {2x-9Yy,2y +.9X }}1},
{Huel.1l 1, PointSize  [0.03 1, Point [{2,.9 }1},
{Hue[.1 ],Line [{{0,01}, {2,.9 }}1},
{Hue[O0],
Circle [{0,013},15 {0, ArcSin [.9 /Sqrt [2"2 + (9)"2]11}1},
{Hue[.5 1, PointSize  [0.03 ], Point [{X,Vy }1},
{Hue[.5],Line [{{0,01}, {XVY }}1},
{Hue[0], Circle [{0,0 }, 15,
{(f [x<0,1,0 I N[Pi]1+If [x<O0, -1,11ArcSin [y/Sqgrt [Xx*"2 +y"21]1,
If [2x-.9y <0,1,0 1 N[Pi]1+If [2Xx-9Yy <0, -1,1]
ArcSin [(2y + 9x ) 7Sart [(2X -9y )2 + (2y +.9xX )"211}1}
}
maalCartesisch  [X_,y_ 1:= Show[Graphics [g2[X,Vy 11,
Axes -»> True, AspectRatio -> Automatic,
PlotRange -» {{-10,10 3}, {-10, 10 }}]

maalCartesisch [-3,4]

10

7.5

10 -75 5 25 25 5 75 10

-7.5

-10
-Graphics-

& Het optellen

Nu we het vermenigvuldigen van de compl@eatallen gedefinieerd hebbeggan wedoornaar hebptellen.
De som van de complexgetallen gaan wgewoondefinieren als de som van vectoren (de
parallellogram-regel). Zie tekening.

(@, by) + (@, ) = (a1 + &, by + by) - optellen van codrdinaten - reéle getallen dus - bij mekaar.
(door de cel open te klikken kan je de programmatie bekijken).
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Clear [tekeningPlus 1]

tekeningPlus [al ,bl ,a2 ,b2 1:=
Show[Graphics [{{Hue[.5 1, PointSize  [0.04 1, Point [{al, bl }]},
{Huel.1l ], PointSize  [0.04 1, Point [{a2, b2 }1},
{Hue[0], PointSize  [0.04 1, Point [{0, 0 }71},
{Hue[.3 1, PointSize  [0.04 ], Point [{al +a2, bl +b2}]},

Axes -»> True, AspectRatio -> Automatic ]

tekeningPlus  [-1,2, -8,2]

L2 4
3
12
1
-8 -6 -4 -2
-Graphics-

Het optellen van de reéle getallen verandert op die manier natuurlijk niet.

Opgave voor dstudenten:

Kijk zelf na dat de definitie van het optellen van complgetallen (die de reéle getallen omvatten - alle
getallentype (a,0)) opnieuw de som van reéle getallen oplevert. Dus - de nieuwe optelling is een uitbreiding
van de optelling van reéle getallen.
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m Vergelijking van de structuur van de complexe getallen en reéle
getallen - het lichaam.

In het vorige hoofdstuk hebben we kennis gemaakt met het bégripplex getal' en hebben we verschillende
gedaanten van complegetallen leren kenne@omplexe getalleRunnenvoorgesteld worden afgunten van

het vlak - met het optellen als vectoren (wat op het optellen van cotrdinaten neerkomt) en het vermenigvuldigen
als samenstelling van een rotatie en homothetie. Jullie hebl®nda gevallegezien, dat de bewerkingen die

we gedefinieerd hebben voor complaetallen, uitbreidingen zijn van de analoge operataes de reéle

getallen. Maar... het zou leuk zijn omweten of ze ook dezelfde eigenschappen hebben als de bewerkingen op
reéle getallen, die opich een lichaam vormen.

Zoals iedereen weetijjn datvolgende eigenschappen:

1. Eigenschappen van het optellen:
* commutativiteit Ya,beR a+b=b+a
* associativiteit va,b,ceR a+(b+c)=(a+b)+c

2. Eigenschappen van de vermenigvuldiging:
* commutativiteit Va,beR ab=ba
* associativiteit va,b,ceR a(bc)=(ab)c

3. Eigenschappen die d®ee bewerkingen vbinden:
* distributiviteit van het vermenigvuldigen ten opzichte van het optellera,b,ccR a(b+c)=ab+ac

We zullen nagaan dfetzelfde geldt voor complexgetallen - arithmetisch en grafisch. Dat is evident op basis
van de definitie zelf en van de eigenschappen van de reéle getallen. We checken dat even met behulp van de
"Mathematicé-functie "ComplexExpand". In hdtuidig tijdperkworden we dikwijls aan genade of ongenade
van ons software overgeleverd. \§aan uiteraard van uit dat "Mathematidailloos wiskundekent. Als je ze
tochnietbetrouwt, kan je alles zelf uitreken - in dit geval heb je nog ten minste de keuze...

ComplexExpand [al + bl 4 + a2 + b2 4]

al + a2 + 1 bl + 1 b2

ComplexExpand [a2 + b2 4 +al + bl 4]
al + a2 + 1 bl + 1 b2

We krijgentweekeer hetzelfde resultaat. Het optellen vamplexegetallen is commutatief.

ComplexExpand [al +bl i+ (a2 +b2 i +a3 +b3 i) ]
al + a2 +a3 + 1 bl +1b2+1 b3

ComplexExpand [(al +bl i +a2 +b2 i) +a3 + b3 i]
al + a2 +a3 + 1 bl +1b2+1 b3

We krijgentweekeer hetzelfde resultaat. Het optellen vamplexegetallen is associatief.

ComplexExpand [(al + bl i) (a2 + b2 1) ]
al a2 + 1 a2 bl +1 al b2 - bl b2
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ComplexExpand [ (a2 + b2 1) (al + bl i) ]
al a2 + 1 a2 bl + 1 al b2 - bl b2

We krijgen.. weeral tweekeer hetzelfde resultaat. Het vermenigvuldigen samplexegetallen is commutatief.

ComplexExpand [(al + bl i) ((a2 +b2 i) (@3 +hb31))]
al a2 a3 + 1 a2 a3 bl +1 al a3 b2 - a3 bl b2 + 1 al a2 b3 - a2 bl b3 - al b2 b3 -1 bl

ComplexExpand [((al +bl i) (a2 +b2i)) (@3 +hb3 1)]
al a2 a3 + 1 a2 a3 bl +1 al a3 b2 - a3 bl b2 + 1 al a2 b3 - a2 bl b3 - al b2 b3 -1 bl

Hoe zou dat anders... - we krijgereeral tweekeer hetzelfde resultaat! Het begint al echt beetje monotoon
te worden. En de verwachte conclusie: Het vermenigvuldigen van congpd¢aien is assotiatief.

ComplexExpand [(al + bl i) (a2 +b2 4 +a3 +b31)]
al a2 +al a3 +1a2bl+1a3bl+1alb2->blb2+1alb3->bl b3

ComplexExpand [(al +bl i) (a2 +b2 1) + (al + bl i) (a3 +b3 i) ]
al a2 +al a3 +1a2bl+1a3bl+1alb2->blb2+1alb3->bl b3

En? Kan je zelfaden wat het resultaat is? Natuurlijk kan je datlor het zekerste - het antwoord voor de meest
onzekere onder ons: De distributiviteit geldt amor complexeyetallen :-) ]

Probeer dat ook grafisch aanttamen. Door hierop te klikken vind je de oplossing van de opgave.

LICHAAM

(M; +, x,0,1) [eenverzameling/ met twee bewerkingen: M xM - M (plus) en x M xM - M
(maal) en metweeneutrale elementen tov die bewerkingehdet lichaam als:

1. Plus iscommutatief dwz vabeM a+b=b+a

2. Plus isassociatigfdwz va,b,c=M a+(b+c)=(a+b)+c
3. 0is hetneutrale element tov de bewerking", dwz YacM a+0=a

4. Elk element varM heeftzijn inverse tov plusn M, dwz vaeM Fa'eM a+a' =0

5. Maal iscommutatief dwz Ya,beM axb=Dbxa

6. Maal isassociatigfdwz va,b,csM ax(bxc)=(axb)xc
7. 1is hetneutrale element tov de bewerking ,'xiivz YacM axl=a

8. Elk verschillend van nul element vav heeftzijn inverse tovmaalin M, dwz
VacM [a #0 > (A"eM axa'=1)]
9. Maal isdistributieften opzichte van plus, dwz vab,csM ax(b+c)=axb+axc

[ terugnaar deekst van het notebook |

We hebben dudaarnet bijna aangetoond dd€ vVerzamelingrancomplexegetallenmetde
bewerkingemplusenmaalaande algemenelefinitie vanhetLICHAAM voldoet.
Datlichaamwordt"hetlichaam vande complexegetallen"genoemd (het neutraal
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element is(0,0) en het eenheidselement {&,0) - waarom?). Om het bewijs te voltooien, moet men nog voor
elk getal z=(a,b) zijn multiplicatief invers en déegengestelde vindefmracht zezelf uit te rekenen. Als het

niet lukt, kan je d@plossing van die opgave consulteren.

Je vind ze door op dat stukptauwe tekst tdlikken.

Meer daarover - en ook over de algebra's vaguernionen en de octaven - ga je in een van de volgende
notebookkunnen lezen.

m Complexe functies

< Inleiding

We kunnen al optellen en vermenigvuldigen de verzameling vaomplexegetallen. Dan kunnen we

automatisch ook aftrekken (optellen van een tegengestelde van een vector) en delen (vermenigvuldigen met het
invers element voor de vermenigvuldiging). Bij het delen wordestd®llengtes gedeeld en de argumenten
afgetrokken. Machtsvercheffing is een meervoudige vermenigvuldiging kedaen we dus ook al. Toatordt

dat nog evempartbesproken. Worteltrekken wordt ook besproken in dit hoofdstuk.

& Machtsverheffing

Bij het vermenigvuldigen van complexgetallen, worden hun moduli met mekaar vermenigvuldigd, en de
argumenten opgeteld. Daeet je al. Hogyaat de machtsverheffing er dan uitzien?

Om het kwadraat van het getal=r (cosy + 7sing) uit te rekenen, moeten we dit getal met zichzelf
vermenigvuldigen. De twegetallen die we dan met elkaar vermenigvuldigeshben dus dezelfde modulus
en hetzelfdargument.

Z=(rr) (cos(gt+ ) + Zsin(g+¢)) = r2(cos+ 7sin2y)
Z2=z22=(rr?)(cos+2¢) + 7sin(g+2¢)) = r3(cosy + 7sin3y)

Een simpele inductie (schrijf als oefening exact het inductiebeitijg\ls het niet lukt, consulteer de
oplossing. Klik op dat stukje blauwe tekst om zeviteden.) toont, davoor elknatuurlijk getaln geldt:

[r (cosy + ZSinp)|" =r"(cosnp+ 7sinny)

Dezebelangrijke formule is gekend als tfermule van de Moivre'en helpt ons om hegemakkelijk
machten van complexgetallen te vinden.

Deze formuldaat ons ook toe orhijvoorbeeld de formules voorcosiy en sinng te vinden (uitgedrukt in
termen vancosy en sing). Hoe?

COS\w + ZSinngy = (cosy + 7 Sing)"

Als we nu het rechterlid kunnen uitrekenen en zijn reéel en imagilegkaanduiden, is onopgave
opgelost:

het reéle deel van het rechterlid van de gelijkheid moet immers gégfijlkaan het reéldeel van helinkerlid
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- en dat iscosg
analoog - heimaginairedeel van het rechterlid van de gelijkheid moet getijin aan het imaginairdeel van

het linkerlid - en dat issinmng!

Gebruik het programma hieronder om de formwesr cosy en sinng voor verschillenden te vinden.
Het programma helpt ons namelijk het reéle en imagirdaed van het rechterlid van de gelijkheid te vinden.
Vervang de rod&in het programma door een zelfgekozen waarde man

Clear [f, formuleCos, formuleSin 1;
fIn_1:=Expand [ (Cos[X] +aSin [X])”"n]
formuleCos [n_1] : = ComplexExpand [Re[f [n]]]
formuleSin  [n_] : = ComplexExpand [Im [f [n]]1]
f [3]
formuleCos [3]
formuleSin  [3]
3 2. . 2 .
Cos[X] + 3 | Cos[x] Sin[x ] - 3 Cos[x] Sin[x] - I Sin[x]
Cos[X] 3— 3 Cos[x] Sin[x]
3 Cos[x] 2Sin[x] - Sin[x]
Het resultaat van de berekening hierboven is:
cos3y = (Cop)® - 3 cogy (Siny)?
Sin3y = 3 (Cogp)? sing - (siny)°

Die formuleskunnensoms heehuttig zijn en je kan ze altijgemakkelijk afleiden uit de formule van de
Moivre.

Op die manier kan je nogeelandere goniometrische formules vindemaar dat is eennderwerp voor een
andemotebook.
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¢ Wortels

Voor elknatuurlijk getal n>1 geldt: ELK complex getal (behalvaul) heeft PRECIESN
VERSCHILLENDE n-de machtswortels. Die liggen op de cirkel m@0) als het middelpunt en straal
gelijk aan V|z|: die punten zijn de hoekpunten van een regelmatigeek.
Waarom? - kan je vragen.
Het kan niet anders - worteltrekken is immersodegekeerde bewerking van de machtsverheffing. Als we
naar den-de machtswortels varz = r (cosy + /sing) zoeken, moeten we een soort "omgekeerde de Moivre
- principe" toepassen:
We zoeken het getalv dat aan de vergelijkingw' =z voldoet.
We zien onmiddellijk dat W = V/|z| .
En het argument?
Een goedé&andidaat is zekers, want £ n=¢.
Maar "”‘ni n=¢+27 heeft dezelfdecos en sin als ¢ (wegens de2 7 - periodiciteit van die
functies), dus het getal met de argumefﬁ% voldoet ook aan de voorwaarde.
L2 n=ptdz  ook...
Op die manier krijgen we exaat verschillende wortels vara

Vz =V|z| (cos[ &2 1+ /sin[£22X])  voor k=0,1,...,n-1

Op de tekening hieronder zie je een illustratie van de ligging vazedendemachtswortels van

Het argument van de eerste wortel is nul en ze liggen allemaal op de eenheidscirkel.

In geval van zevendemachtswortels van aedercomplex getalz verschillend van nul zou de tekening heel
gelijkaardig zijn. De regelmatigeeelhoek zowlleen maar geroteerd zigver de hoekArg[z]/7 tegen de
klokwijzers in enzijn hoekpunten zouden liggen op een cirkel met strélé | .

De n-de machtswortel vah met argumentZT” wordt dikwijls wy (of &) genoemd, de wortel met
argument 47 is w, ..., de wortel met argument =27 is wy, ;.

Merk op, datw =w;' voor i=0,1,2 ,...,.n-1 De modulus is overdl, en de argumenten nemen in
tegenwijzerszin telkens toe meﬁl - we herkennen onmiddellijk de definitie van het vermenigvuldigen met
wy! Dit is ook heel duidelijk te zien op de tekening hieronder.

Experimenteer daar gerustlf mee! Door de roder" te vervangen door eeamder natuurlijk getah en de
tweecellen hieronder te evalueren, krijg je de tekening van ale machtswortels vahvan de door jou
gekozergraad n.

Als je wil, kan je ook het programma in de gesloten cel hieronder bekijken.



ComplexNumbers10 12 00.nb 19

<< Graphics Arrow
Clear [eenheidswortels 1

eenheidswortels [n_1 : = Show[{{Graphics [
Table [{Hue[O], Arrow [{0,0 }, {Cos[x],Sin [Xx]}1}, {X O, 2Pi, 2Pi /N}11},
{Graphics [Table [
{Hue[0], PointSize  [0.03 ], Point [{Cos[x],Sin [Xx]}1}, {X O,2Pi, 2Pi /N}11},
{Graphics [{Hue[0.3 1,Circle [{0,013},11}1},
{Graphics [{Hue[0.7 1,Circle [{0,013},.3, {0,2Pi /n}1}1},
{Graphics [{Hue[0.7 1, Text [

2n . .
FontForm [ T {"Courier -Bold", 18 }], {0.5Cos [x/n],05Sin [x/n]}]}]},

{Graphics [{Hue[O0],
Text [FontForm ["w:", {"Courier -Bold", 18 13}], {Cos[2=x/nNn],Sin [2x/Nn]-.23}]}1},
{Graphics [{Hue[O], Text [
FontForm ["w,=w2", {"Courier -Bold",18 31, {Cos[4=x/Nn],Sin [4x/Nn]-.21}1}1},
{Graphics [{Hue[O], Text [
FontForm ["wz=w3", {"Courier -Bold",18 3], {Cos[6=x/Nn],Sin [6x/Nn]-.23}1}1},
{Graphics [{Hue[O], Text [FontForm ["..en z0 voort" {"Courier -Bold", 12 }],
{Cos[6x/n],Sin [6x/n]-.351}1}1}},
PlotRange -»> All, AspectRatio -> Automatic,
Axes -> True |

eenheidswortels [71

e 1
2
Wo =\W, P
W
p 0.
JT
\/\/3:W1 _
...en zo voort Nn
1 05 05 =4
¢ -0.
L]
-Graphics-

Je kan er ook zelf mee spelen - erde machtswortels van willekeurige complagegallen vinden. Je kan
daarvoor het programma hieronder gebruiken. Vervardyidgode argumenterj r, ¢, n] van functie
"wortels" door de zelf gekozegetallen. Wat is de betekenis van die argumenten?:

* het eerste getal is modulus van het complex getal (waarvan je de wortels wil vinden)

* het tweedggetal is het argument van dibmplex getal (irradialen. Niet vergeten#/2 is ongeveerl.5709
* het derde getal is de macht vanwertels.

Het programma toont het complex getat(r,») dat je gekozen hebt (in het roos) @life n-de machtswortels
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van dit getal (in het rood) : de wortels vormen de hoekpunten van een regelmeétigek met middelpunt

(0,0) en liggen op de cirkel met straal'r . De groene cirkel (eenheidscirkel) werd getekend orirdemet
het vorige voorbeeld techetsen. Je mag ook gerustl kiezen en kijken wat er dan gebeurt!
De hoek tussen de eerste rode pijl in het eerste kwadrant en de posiieireg van dex-as is gelijk aan-£.
Dat is die rotatiehoek waarover er sprake was bij het vorige voorbeeld.
(door de cel open te klikken kan je de programmatie bekijken).

<< Graphics Arrow

Clear [wortels

wortels  [r_,
Arrow
{Graphics
Point
{Graphics
{Graphics
{Graphics
{Graphics

I

o_,n_1:= {{Graphics [Table [{Hue[O],

[{0,0 3}, {r* (1/n) Cos[x],r* (1/n) Sin [X1}1}, {X e/n, 2Pi,2Pi
[Table [{Hue[O0], PointSize [0.03 1,

[{r* (1/n) Cos[x],r* (1/n)Sin [X]}1}, {X /N 2Pi,2Pi /n}11},
[{Hue[0.3 ], Circle [{0,03},171}1},

[{Hue[0.9 ], Circle [{0,03},r 1}1},

[{Hue[0.9 ], {PointSize [0.03 1, Point [{rCos [¢],rSin [¢]}]1}}1},
[{Hue[09 1,

Text [FontForm ["zZ", {"Courier -Bold", 18 3}], {rCos [¢],rSin [e¢] -.33}1}1},

{Graphics
{Graphics
{Graphics

{Graphics

[{Hue[O], Circle [{0,0},r* (1/n)1}1},
[{Hue[0.9 ], Arow [{0, 0}, {rCos [¢],rSin [e]}1}1},
[{Hue[0.7 ], Circle [{0,013},.3, {e/n, (¢+2Pi)/n}1}1},

[{Hue[0.7 ], Text [FontForm [2n—7r {"Courier -Bold", 14 }],

{05Cos [(p+7) /Nn],05Sin [ (¢+7n) /n]}]}]},

{Graphics

[{Hue[.6 1, Arow [{2,1}, {0.7Cos [¢/n],0.7Sin [¢/N]}],

Text [FontForm [ % {"Courier -Bold", 18 3], {2,1}]}]},

{Graphics [

Show[wortels

{Hue[.6 ], Circle  [{0,0},.7, {0, ¢/n}1}1}}
[2, 0.8, 5], PlotRange -»> All, AspectRatio -> Automatic, Axes  -> True ]
1 Z\ ¢
n
2
n

-Graphics-
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Als we de som van alleortels vanl van een bepaaldaacht willen uitrekenen, constateren we raplfapis
van de informatie over het verband tussenvde en de rest van deortels vanl en gebruikmakende van de
formule voor de som van de geometrische reeks), dat die NUL is xodr

T+wi2 +w® #.. + Wt === &=L =0 - w" isimmers gelijk aari.

Zou dat geen meetkundige interpretdtaboben?

Hieronder zie je het grafisdiewijs van hetzelfdéeit (voor n=5, wantvoor groteren is de tekening minder
overzichtelijk).

Een opmerking: de hele redenering steunt op de eigenschappen van regelmatige veelhoeken.

We moeten bewijzen dat de som van de wortelsVéde "dikke" vectoren op de tekening) nul is.

We weten, dat de som van de vectoren die een regelmatige veelhoek vormen nul is (de som van de vectoren
die "toekomen" in de plaats van hun "vertrek" - de totale verplaatsingl)sWeverschuiven die vectoren tot
(0,0) en merken op, dat ze tesamen een sterreachtig "skelet" vormen dat na eepvetaten hoek (de
"zwarte") met het "skelet” van de-de machtswortels vahsamenvalt. De vectorlengtes in beide "skeletten"
zijn verschillend (gelijk enkel in hegeval vann = 6), maar allevectoren van elke groegpart zijn onder
mekaar evetang. De som van alleectoren van een van die groepemis, dushetzelfde geldt ook voor de
tweedegroep. Einde bewijs.

Alle hoeken op de tekening (behalve de "zwarte" hoekgn)onderling gelijk. Zehebben verschillende
kleuren om je de aparte parallelle verplaatsingen te halplgen.

Een raad: kijk apamaar dezlementen van de tekening die onderldegelfde kleur hebben.

Eenopmerking: een andere meetkundige interpretatie van hetzelfde feit steunt op dat het zwaartepunt van de
veelhoek op déekening zich in(0,0) bevindt (allen symmetrieassen van de veelhoek snijaerkaar in

(0,0). De formule voor codrdinaten van hewaartepunt van een puntenverzameling (alle puwtnden
verondersteld hetzelfde "gewicht" te hebben) is "de som van de coérdinataiiezpnnten van die

verzameling gedeeld door haantal punten”. In digeval betekent dat precies dat de som ke n-de
machtswortels vat nul is!
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<< Graphics Arrow
Clear [n, veelhoek, stralen, straalties, bogenl, bogen2, bogen3 1;
n=>5;

veelhoek : = Table [{Hue[ (x +6) /107,
Arrow [{Cos[X], Sin [Xx]1}, {Cos[x +2Pi /n],Sin [x+2Pi /n1}1}, {X O, 2Pi, 2Pi / N}l

stralen: = Table [{Thickness [0.013 ],
Huel (x + 6) 7107, Arrow [{0, 0 }, {Cos[x], Sin [Xx]}1}, {X 0, 2Pi, 2Pi /Nn}]
straaltjes : = Table [{Hue[ (x +6) 7107, Arrow [{O, O 3},

{Cos[x +2Pi /n] -Cos[x]1,Sin [x+2Pi /n] -Sin [X1}1}, {X, 0, 2Pi, 2Pi / N}l

bogenl: = Table [{Thickness [0.01 ], Hue [(X-2Pi /n+6) 710],

Circle 1{0,013},03, {X,x +Pi /2-Pi/n}1}, {X,2Pi /n,2Pi +2Pi /n,2Pi /n}]
bogen2: = Table [{Thickness [0.01 ], Hue [(X-2Pi /n+6) 710],

Circle [{Cos[X],Sin [x]1},03, {x+Pi,x +3Pi /2-Pi /n}]1},

{(X,2Pi /n,2Pi +2Pi /n,2Pi /n}]
bogen3: = Table [{Thickness [0.01 1,

Circle [{0,013},04, {x+Pi/2-Pi/nx +2Pi /n}1}, {x 0, 2Pi 2Pi /n}]

Show[Graphics [

{veelhoek, stralen, straaltjes, bogenl, bogen2, bogen3, Circle [{0,03},171}1,
PlotRange -»> All, AspectRatio -> Automatic, Axes  -»> True ]

/

05 |

-0.5

-Graphics-

Kijk tenslotte eens wat de functid[z]=2z2 doet met de zevendemachtswortels ¢h¢7 kleuren op de
eenheidscirkel. De beelden hebben identieke kleur en liggen op cirkstraal?). Zie je dat ze geen van de
wortels (behalvéd. zelf) op een getal met hetzelfde argumatfiteeldt? (zie kleuren - ddrie pijlenwerden
getekend voor de overzichtelijkheid). Dat betekent veel meer dan mémunmen denkenheeft verband met
de getallentheorie (begrippen zoals relatief prigroptste gemene deler), groepentheorie (generatoren van
groepen, cyclischgroepen)... - dat gaat zeker ook esmlerwerijn van andereotebooks!



ComplexNumbers10 12 00.nb 23

<< Graphics'ArgColors’
<< Graphics Arrow

Clear [kleuren, punten, coords, complex 1;

coords [z_]:={Re[z],Im [z]}

complex [{a_,b_3}]1:=a+bi

kleuren [set List 1 :=Table [ArgColor [set [[j 111, {j, Length [set ]}];

punten [set List 1:=
Table [{PointSize [0.02 1, Point [coords [set [[j 1111}, {j, Length [set ]}1;

Clear [n];

i Range[n] 2= .

n=7;setl =e m
Clear [f1;
flz 1:=22z"2

Show[ {Graphics [Transpose [ {kleuren [setl 1, punten [setl ]1}11,
Graphics [Transpose [{kleuren [setl 1, punten [f [setl ]1]1}11,
Graphics [{Thickness [0.01 1, Arrow [{1,0 3}, {2,031}1,
Graphics [Arrow [{Cos[2Pi /n1,Sin [2Pi /n]}, {2Cos[4Pi /n],2Sin [4Pi /n1}11,
Graphics [Arrow [{Cos[4Pi /n],Sin [4Pi /n1}, {2Cos[8Pi /n],2Sin [8Pi /n1}11},
PlotRange - {{-2.2,22 }, {-22,2.2 1}}, AspectRatio - Automatic, Axes - True ]

2t

-Graphics-

Er is nog veel te vertellen over de wortels van complgetllen - als je dat onderwerp leuk vond, kangar
uitbreidingen in de nieuweotebooks zoeken!
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*

Kennismaking met de werking van enkele complexe functies. Voorbeeld- en
Oefengedeelte.

Inleiding

Nu stellen wevoor dat jijzelf probeert texperimenteren met de complexe functies. Met functies die complexe
getallen op complexgetallen afbeelden. Je karen, hoe ze hatomplexe vlakreranderen.

Een raadvoordat je iets aan deotebookverandert, sla je de oorspronkelijke versie onder een amdena

op, zodat dat je altijd de originele versie kan consulteren.

1. Teken een willekeurige puntenverzameling in het lege codrdinatenstelsel hieronder.

Hoe?- klik op het codrdinatenstelsel. Nadat het geactiveerd is, teken je jouw puntenverzameling met de muis
(tegelijkertijd Ctrl ingedrukt houden). Copieer de verzameling door onmiddellijk Ctrl+c ("Copy") in te
drukken en plak ze na de komma in " setStudent = Map [ complgx’', met Ctrl+v ("Paste”).

2. Nu kan je checken hoe verschillende functies op je puntenverzameling werken. Om dat te bekijken, kan je
de functies van de voorbeeldeieronder gebruiken (vervang de rode plaatsen in de programmatie door
setStudenén evalueer cellen). Als je de verzameling van de argumeratast de verzameling van deelden

wil zien, kiesvoor "GraphicsArray".

Opgave:
Welke meetkundige transformaties corresponderen met:

Z—»aZz

z—-z+Db

z—»az+b

z2-272

Za%

Z - Conjugate[z]
1

Z- Conjugatéz]

waar a en b vaste complexgetallen zijn. Gebruik de grafiscimethode die hierboven beschreven is om dit

vraagstuk op te lossen. Antwoorden kan je verder in de notetiodkn - er worden verschillende

voorbeelden besproken.
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<< Graphics'ArgColors’

Clear [kleuren, punten, coords, complex 1

coords [z_]:= {Re[z],Im [z]}

complex [{a_,b_3}]1:=a+bi

kleuren [set List 1 :=Table [ArgColor [set [[j 111, {j, Length [set ]}];

punten [set List 1:=
Table [{PointSize [0.02 1, Point [coords [set [[j 1111}, {j, Length [set ]}1;

puntenKlein  [set List ] :=
Table [{PointSize [0.01 1, Point [coords [set [[j 1111}, {j, Length [set ]1}1;

Plot [0, {x, -4,4},
AspectRatio - Automatic, Axes - True, PlotRange - {{-5,5}, {-5,5}}]

setStudent = Map[complex, 1;
4 L
2 L
-4 -2 2 4
2t
4 |
-Graphics-

Hieronder, in de gesloten cel (dienét hoeft open te klikken - het is geen interessamering...), kan je de
codrdinaten van alle punten van de verzametiejvinden. Setl is eebloem (OK, dat was teminste de
bedoeling...) met vier blaadjes - elk in emmder kwadrant. Alle punten van de verzameling zijn gekleurd -
dat vergemakkelijkt het onderzoeken van het gedrag van de functies die wegsiaakanalyseren - de
functiewaardemaan namelijlprecies dezelfde kleuren krijgen als hamgumenten. Als je later je eigen
puntenverzameling tekent, om nog beter de werking van de funckemtesn begrijpen, gaan al de punten
van die verzameling ook gekleurd zijriMathematicarekent hun codrdinaten uit.

% De eerste reeks vawoorbeelden illustreren de werking van de functies van het type - a z + b.



ComplexNumbers10 12 00.nb

26

In het eerste voorbeeldf[z]=z(0.3+1.4 /)-2.3-2.7/, wordenalle punten van onze setl eerst geroteerd om
(0,0) over de hoekArg[(0.3,1.4)] - je kan die hoek zelf uitrekenen volgens de formule die je kan vinden door
het klikken op die tekst - en de moduli worden vergroot door het vermenigvuldigerbsf(0.3,1.4)] die je

ook kan uitrekenen volgens de formule (te vinden dodsldaweletters aan te klikken). Nadien wordt het
resultaat van dezgveetransformaties (rotatie en homothetie) verschavaar hetlerde kwadrant: een

translatieover de vector]-2.3,-2.7].
Analyseer volgende twee voorbeeldenggtijkaardige manier.
(door de cel open te klikken kan je de programmatie bekijken).
Clear [f]
flz1:=2(03 +14 1) -23 -27 i
[setl 1, punten [setl 1311,

Show[ {Graphics [Transpose [ {kleuren

Graphics [Transpose [{kleuren [setl 1, punten [f [setl 11311},
PlotRange - {{-5,5 3}, {-5,5 }}, AspectRatio - Automatic, Axes
4 L
2 L
N L Q: L L
-4 ..-2 ’ ¢ o 02 4
°® ° ° °
[ ] ’. ® :
‘0_02 :. % o
[
[ )
..
[
-f.f
e °

Het tweede voorbeeld van de eerste reek§i=z (0.3+1.4 /)+1.9+2.1 /
Clear [f]

fl1z1:=2(03 +14 1) +19 +21 i

[setl 1, punten [setl 1311,

[f [setl 11311},
- Automatic, Axes

Show[ {Graphics [Transpose [ {kleuren
Graphics [Transpose [{kleuren [setl 1, punten
PlotRange - {{-5,5}, {-5,5 }}, AspectRatio

- True ]

- True ]
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En het laatste voorbeeld. f[z]= 7z+2+2 /
Clear [f]
flz1:=4z2+2+2i
Show[ {Graphics [Transpose [ {kleuren [setl 1, punten [setl ]1}11,

Graphics [Transpose [{kleuren [setl 1, punten [f [setl 11311},
PlotRange - {{-5,5 1}, {-5,5 }}, AspectRatio - Automatic, Axes - True ]

4r CXTN
..... %
[ J
[ ]
[ J
2 '...
@
[}
[ G 00
4 2. Yo i
[ J
[ J
[}
® [ J
0g e ®
0_02 I % o
4 |

% De tweede reekvoorbeelden illustreert de werking van de functies van het type — Z".

Het eerste voorbeeld]z]=z2.
Je weet reeds wat er gebeurt bij het verheffen tot de tweeat - Arg[f[z]]=2 Arg[z] en

Abs][f[z]]= (Abg2z))? - het argument van earomplex getal wordt dus verdubbeld en de straallengte

vermenigvuldigd met zichzelf.
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Bekijk eens aandachtig het gedrag van de argumenten (setblobgtetje duspnder invioed van deze
functie - denkerraan datlke waarde van de functie dezelfde kl&ufgt als het argument waarin die
functiewaarde berekend werd. Welkenterworden waar afgebeeld?
- de punten vanet eerst&wadrant belanden ihet eerste en het tweekiwadrant
(kwadrantgrenzen2x0= 0, 2x42= 7)
- de punten vahet tweed&wadrant belanden inet derde en het vierdavadrant
(kwadrantgrenzen2 X #2= 7, 2X 7= 27)
- de punten vanet derdekwadrant belanden ihet eerste en het tweekiwadrant
(kwadrantgrenzen2 x 7= 2z - op de cirkel equivalent mé&, 2 x347/2= 3~ - op de cirkel
equivalent metr)
- de punten vahet vierdekwadrant belanden ihet derde en het vierdavadrant
(kwadrantgrenzen2 x 3412 = 3z - op de cirkel equivalent met, 2Xx27= 4r - equivalent met 2).
Dat wil zeggen dat de functie het hele visbeekeer doorloopt. Ellpunt van het vlak is eefunctiewaarde
voor 2 verschillende argumenten, zijn vierkantswortels.
Zois het puntz=r(cosg+ 7sing) functiewaarde (kwadraat dus) van getallen:

2 =VT(coS(5) + /sin(5)) en 2 =T (coS(5+7)+ /sin(5+2).

Elk getal verschillend van nul hedftee verschillende vierkantwortels! - zelfs de negatigetllen. Let op
de "groene" en "donkerblauwe" argumenten die oprdaginaire as liggen. De functiewaardewor die
argumenten zijmegatieve reéle getallen!

In dit geval was het wdtandiger (overzichtelijker) om de argumenten en de waarden van de funtiie®p
aparte codrdinatenstelseigor testellen (argumenten links, waarden rechts - ook hefsben de argumenten
en de waarden voor dergumentemlezelfde kleur).

Clear [f]

fiz 1:=2"2

Show[GraphicsArray [ {Graphics [Transpose [{kleuren [setl ], punten [setl 1}1,
AspectRatio  -» Automatic, PlotRange ->{{-5,51}, {-551}}, Axes -> True ],

Graphics [Transpose [{kleuren [setl 1, punten [f [setl ]1]1}1, AspectRatio -> Automatic,
PlotRange -> {{-5,53}, {-5,51}}, Axes ->True 1}11

4 4
[ ]
® [ ]
[ ]
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L ]
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g [ ]
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[ ]
® [ ]
4 -4
[ ]
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Verzamelingset2- een krulletje. In de cel hieronder bevindznoh de codrdinaten vadmaar punten. Ook dat
is niet erg interessant - f@eft die cehietopen te klikken.

Het tweede voorbeeld van deeks: f[z]=z3+2+2 7 - verheffing tot de derdenacht.Volgens onze
verwachtingen, werd het krulletiekeer rond de oorsprong van het assenkruis gedraaid@nheterste
kwadrant verschoven over de vecti®;2].

Clear [f]
flz1:=22"3 +2+2i

Show[GraphicsArray [ {Graphics [Transpose [{kleuren [set2 ], punten [set2 1}1,
AspectRatio  -» Automatic, PlotRange ->{{-5,51}, {-551}}, Axes -»> True ],
Graphics [Transpose [{kleuren [set2 1, punten [f [set2 ]1]1}1, AspectRatio -> Automatic,
PlotRange -> {{-5,513}, {-551}}, Axes -> True 1}11

4 4 “a

L )

2 21 ¥

| T

l og:"'o

42\ J? 4 B ) 2 4
-2 2
-4 -4

*  Derde reeksvoorbeelden - betreffende een symmetrie(z — Conjugate[z)).

Conjugate[atb/]=a-b 7 - dat is de definitie van de functi€€bnjugaté of "toegevoegde". Jeiet dus ook
onmiddellijk, dat het argument en de functiewaarde symmetrisch liggen tegenoxeasiBeeld en

argument hebben dezelfdecotrdinaat - dat wil zeggen dat beigenten oplezelfde verticale rechtgygen.

Ze liggen wel langs verschillende kanten vanxdas (b en -b!) en op dezelfde afstandb() van de x-as.

Ze voldoen dus aan de definitie vamee symmetrischpunten ten opzichte van de a@gkt behulp van de
complexegetallen kunnen we dus niet alleen rotaties en translagisshrijvenmaar ooksymmetrieén!

Kijk naar deekening of je dat ook kan zien. Je kan ook het gedrag van je eigen puntenverzameling onder de

werking van de functig onderzoeken door "set2" door "setStudent” te vervangen in het programma in de cel
hieronder.

Clear [f]

f[z_1:=Conjugate [z]

Show[GraphicsArray [ {Graphics [{Transpose [{kleuren [set2 ], punten [set2 1}1},
AspectRatio  -» Automatic, PlotRange ->{{-5,51}, {-551}}, Axes -»> True ],

Graphics [{Transpose [{kleuren [set2 1, punten [f [set2 ]]1}1},
AspectRatio  -» Automatic, PlotRange ->{{-5,51}, {-5 51}, Axes ->True 1}11
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Tweede voorbeeld - het beeld van de blagstl onderz—-Conjugate[z] de bloem wordt afgebeeld dyaar
spiegelbeeld ten opzichte van deas. Zie argumenten op de figuur links en de functiewaarden rechts

Clear [f]
f[z_1:=Conjugate [z]

Show[GraphicsArray [ {Graphics [{Transpose [{kleuren [setl 1, punten [setl 1}1},

AspectRatio  -» Automatic, PlotRange ->{{-5,51}, {-551}}, Axes -»> True ],
Graphics [{Transpose [{kleuren [setl 1, punten [f [setl ]1]1}1},
AspectRatio  -» Automatic, PlotRange ->{{-5,51}, {-551}},Axes ->True 1}11
4 4
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*x  Vierde reeksvoorbeelden metz — %

Die operatie laat je toe om het multiplicatief invers van eemplex getal te vinden - een getal dat door het te
vermenigvuldigen met het gegeven geth(1,0) geeft. Voor elke z=r (cosgt+ 7sing) zoeken we dus een
getal, dat na het vermeniguldigen methet resultaat 1=1(cos0+/sin0) geeft. Het is onmiddellijk
duidelijk datzijn modulus gelijk moezijn aan % (daarmee moet men immersvermenigvuldigen oml te
krijgen!) en zijn argumenmoet -¢ zijn (opgeteld bij ¢ geeftnul!).

Z=r (cosg+ 7sing) wordt dus door de afbeelding gestuurd ép(cos(;;) + /sin(-¢)) .

Op de tekening zie je de eenheidscirkel. Merk op dat alle punten vhloemverzameling (diBUITEN die
cirkel liggen - hun modulus is dus groter dinaar binnerovergebrachzijn. Dat was ook te verwachten,
want alsr groter is darll, is 1/r kleiner danl. Hoe zijn de argumenten van de punten vabldem
veranderd? naar minus-argumenten. Dat wiégggen dat alle punten di@ven dex-as lagen, onder d&-as
belanden en omgekeerale punten onder de-as worden door de functigarbovengestuurd. Bekijk dat
op de tekening! - volg de kleuren van genten en van hubeelden door de functie.
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Clear [f]
flz1:=17z

Show[GraphicsArray [
{Graphics [{Transpose [{kleuren [setl ], punten [setl 1}1,Circle [{0,03},11},

AspectRatio  -» Automatic, PlotRange ->{{-5,51}, {-551}}, Axes -»> True ],
Graphics [{Transpose [{kleuren [setl 1, punten [f [setl ]1]1}1,Circle [{0,01},11},
AspectRatio  -» Automatic, PlotRange ->{{-5,51}, {-551}},Axes ->True 1}11
4 4
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*  Vijfde reeks voorbeelden - inversiez - S

Dezefunctie is de samenstelling van tieee functies die hierboven beschrewgn. Om hetbeeld van het
punt z te vindenmoeten we namelijkwee operaties nanekaar uitvoeren :

z - Conjugate[z]- m. Als je de tekeningen van de veranderingen van de verzameling setl (bloem)
onder de driduncties Conjugate[z] 1/z 1/Conjugate[z] aandachtig bekijkt, kan je dat zegwedzien.

De operatie die we nu uitgevoerd hebben, heet in de meetkunde "inversie" - dat is een van de leukste
meetkundige operaties. Soms wordt zij ook "symmetrie ten opzichte van de eenheidscirkel" genoemd.
Waarom? alle punten die buiten de cirkel liggenwprden onder invioed van die operatiaar binnen
gestuurd, en alles wat binnen is, gaatrbuiten. Dat heefhatuurlijk ook zijnformele beschrijving, met
exacte formules. Het beeld van een complex geté een complex getal met hetzelfdegument ( dat wil
zeggen:(0,0) z en het beeld varz liggen op dezelfde halfrechte met het beginpun{@0)) en met de
modulus gelijk aanl/Abs[z] "En wat is dan het beeld van nul?" - karvjggen. Dat is "het punt in de
oneindigheid”, het punt, dat tot alle rechtazhoort - de horizon dus. Leuk, he? En het beeld van de
oneindigheid is nul - nog leuker eigenlijk :-)

Clear [f]
flz_1:=17Conjugate [z]

Show[GraphicsArray [
{Graphics [{Transpose [{kleuren [setl ], punten [setl 1}1,Circle [{0,03},171},
AspectRatio  -» Automatic, PlotRange ->{{-5,51}, {-551}}, Axes -»> True ],
Graphics [{Transpose [{kleuren [setl 1, punten [f [setl ]1]1}1,Circle [{0,01},11},
AspectRatio  -» Automatic, PlotRange ->{{-5,51}, {-5 51}, Axes ->True 1}11
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Met behulp van eenvoudige vlakke meetkunde kan je bewijzen, dat het beeld van elke cinked diber

(0,0) gaat, een andere cirkel is. Merk ook op, dat de eenheidsaiekieten verzameling van fixpunten van
de afbeelding is. Allpunten van de eenheidscirkel gaan onder de invgesimon ovenaarzichzelf! Hoe leg
je dat uit?

In ieder geval zie je, dat de cirkel die we door de inversie afbeeldeijrebeeldmekaar snijden op de
eenheidscirkel - en dat is geen toeval - dat is consequentie van de vaststelling hierboven.

Clear [f]

flz_1:=17Conjugate [z]

Show[ {Graphics [Transpose [{kleuren [set4 [1, 1,2 1], puntenKlein [set4 [1,1,2 11311,
Graphics [Transpose [{kleuren [set4 [1, 1,2 11, puntenKlein [frset4 11,1,2 111311,

Graphics [Circle [{0,0},111}, PlotRange - {{-5,5}, {-5 51}},
AspectRatio - Automatic, Axes - True ]

-4 2 Cw 4
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Het beeld van een cirkel die WEL dod®,0) gaat, is een rechte. Ook hier behoren de snijpunten van de
cirkel en de rechte tot de eenheidscirkel.

Clear [f]
flz_1:=17Conjugate [z]

setd [xO_,y0_,r_ 1:=
Map[complex, Table [{X0 +rCos [¢],Y0 +rSin [e]l}, {e, 0, 2Pi, .01 311

Show[ {Graphics [Transpose [{kleuren [set4 [0, 2,2 11, puntenKlein [set4 [0,2,2 11}11,
Graphics [Transpose [{kleuren [set4 [0, 2,2 11, puntenKlein [f [set4 [0,2,2 111}11,
Graphics [Circle [{0,01},17113},

PlotRange - {{-5,5 1}, {-5,5 }}, AspectRatio - Automatic, Axes - True ]

...We verschuiven de cirkel ebeetjenaarbeneden. Punf0,0) is nu door de cirkel omringd - de rechte van
de vorige tekeninfgaat in een grote cirkelver"

Clear [f]
flz_1:=17Conjugate [z]

set4 [xO ,y0 ,r_ ]1:=
Map[complex, Table [{X0 +rCos [¢],Y0 +rSin [e]l}, {e, 0, 2Pi, .01 311

Show[ {Graphics [
Transpose [ {kleuren [set4 [0, 2,2.1 ]], puntenKlein [set4 [0,2,21 11}11, Graphics [
Transpose [ {kleuren [set4 [0, 2,2.1 ]], puntenKlein [f [set4 [0,2,21 111}11,
Graphics [Circle [{0,0},111}, PlotRange - {{-5,5}, {-5 51}},

AspectRatio - Automatic, Axes - True ]
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...En nuverschuiven we dezelfde cirkel ebaetjenaarbovenzodanig dat(0,0) erbuiten ligt. Ook nwvordt

onze cirkel op een grote cirkel afgebeeld. Deze kgede grote cirkel anders dan de cirkel opwteige
tekening. Je kan de indruk krijgen dat het te makeaft met déigging van deoorspronkelijke cirkel
tegenover hegpunt (0,0)- en hetis zo. De rechte op de eerste varddie tekeningen schijnt eesoort
"grensgeval” teijn, een overgang van "de onderste helft" van het wiair "debovenstenelft”.

Clear [f]
flz_1:=17Conjugate [z]

setd [xO_,y0_,r_ ]:=
Map[complex, Table [{X0 +rCos [¢],Y0 +rSin [e]l}, {e, 0, 2Pi, .01 311

Show[ {Graphics [

Transpose [ {kleuren [set4 [0, 2,19 1], puntenKlein [set4 [0,2,1.9 11}11, Graphics
Transpose [ {kleuren [set4 [0, 2,19 1], puntenKlein [f [set4 [0,2,19 111}11,
Graphics [Circle [{0,0},111}, PlotRange - {{-5,5}, {-5 51}},

AspectRatio - Automatic, Axes - True ]

[
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Het beeld van een rechte die NIET dof),0) gaat, is een cirkel die WEHoor (0,0) gaat. In ditgevalzijn
er geen snijpunten met de eenheidscirkel - noch van de rechte, noblaadieeld.

Clear [f]

flz_1:=17Conjugate [z]

setRechte [a ,b ] := {Graphics [Table [Point [{X,ax +Db}], {x, -5,5 .01 311}

setb [a , b 1:=Map[complex, Table [{Xx,aXx +b}, {x, -5,5 .01 13}11

Show[ {Graphics [Transpose [{kleuren [set5 [-2, 3 1], puntenKlein [set5 [-2,311}11,
Graphics [Transpose [{kleuren [set5 [-2, 3 11, puntenKlein [f [set5 [-2,3 111311,

Graphics [Circle [{0,0},111}, PlotRange - {{-5,5}, {-5 51}},
AspectRatio - Automatic, Axes - True ]
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Een rechte die WEL doo(0,0) gaat,wordt op zichzelf afgebeeld onder de inversigar is, in tegenstelling
tot de eenheidscirkel zelf, GEEN verzameling van fixpuntenpeten van de rechte die binnen de
eenheidscirkel zitten, vliegen immearaarbuiten en de punten buiten de eenheidscirkel - vlieggar binnen.
De rechte blijft dus zichzelinaar de punten veranderen van plaBekijk dat op de twee tekeningen
hieronder - de rechte zelf op de eerste tekertiagrbeeld op de tweede. Ddeuren helpen ons nagaan,
welkepunten van de rechteaar waar zijn gegaan.

Als je de cel hieronder openklikt omaar heprogramma te kijken, kan je je afvragen, waarorier een
andere formuleoor de functief gebruikt werd. De formule is equivalent mdfz]=1/Conjugate[z] - in dit
geval was het echtérandiger (om de juiste kleurenverspreidindgpé&komen) om met de Cartesische
codrdinaten te werken. Probeer zelf te verantwoorden waarom de formule voor de cotrdinatifr] vamor
z=(x,y) alsvolgtis: (337, i)

setRechteNul [a ]1: =
{Graphics [Table [{Hue[x /1071, Point [{x,ax }]}, {X -55.015 1311,
Graphics [Circle [{0,013},111}
Clear [f]
FIX, Y 1:={X/7 (X2 +y"2),y / (X 2 +y"2)}

setRechteBeeld [a_]: =
{Graphics [Table [{Hue[x /107, Point [f [x,ax 11}, {X -5,5,.0015 311,
Graphics [Circle [{0,03},111}

Show[setRechteNul [1], Axes -»> True,

AspectRatio  -» Automatic, PlotRange -> {{-5,513}, {-55 }}1]
Show[setRechteBeeld [1], Axes -»> True, AspectRatio -> Automatic,
PlotRange -» {{-5,5 1}, {-5,5 }}]

~
DY
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Een leuk beeldje - hoe wordt eeflips vervormd door de inversie:
Clear [f]
flz_1:=17Conjugate [z]

set4 [xO_,y0 ,rl ,r2_ 1:=
Map[complex, Table [{X0 +r1Cos [¢], Y0 +r2Sin [el}, {e, 0, 2Pi, .01 311

Show[ {Graphics [Transpose [{kleuren [set4 [0,0,2,.5 1], punten [set4 [0,0, 2, .5
Graphics [Transpose [{kleuren [set4 [0,0,2,.5 11, punten [f [set4 [0, O, 2, .5
Graphics [Circle [{0,0},111}, PlotRange - {{-5,5}, {-5 51}},

AspectRatio - Automatic, Axes - True ]

... en een ellips die geen snijpunten met de eenheidscirkel heeft:

11311,
111311,
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Clear [f]
flz_1:=17Conjugate [z]

set4 [xO_,y0 ,rl_,r2_ 1:=
Map[complex, Table [{X0 +r1Cos [¢], Y0 +r2Sin [el}, {e, 0, 2Pi, .01 311

Show[ {Graphics [Transpose [
{kleuren [set4 [0, 2,2,.5 11, puntenKlein [set4 [0,2,2,.5 11}11,Graphics [
Transpose [{kleuren [set4 [0,2,2,.5 11, puntenKlein [f [set4 [0,2,2,.5 111}11,
Graphics [Circle [{0,0},111}, PlotRange - {{-5,5}, {-5 51}},
AspectRatio - Automatic, Axes - True ]

... en nog een ellips, die dodp,0) passeert:
Clear [f]
flz_1:=17Conjugate [z]

set4 [xO_,y0 ,rl ,r2_ 1:=
Map[complex, Table [{X0 +r1Cos [¢], Y0 +r2Sin [el}, {e, 0, 2Pi, .01 311

Show[GraphicsArray [ {Graphics [{Transpose [ {kleuren [set4 [O, .5, 2, .5 11,
puntenKlein  [set4 [0, .5, 2, .5 1131, Circle  [{0,01},11},
AspectRatio  -» Automatic, PlotRange ->{{-5,51}, {-551}}, Axes -»> True ],
Graphics [{Transpose [{kleuren [set4 [O, .5,2, .5 11,
puntenKlein  [f [set4 [0, .5, 2, .5 11131, Circle  [{0,0 3,1 713,
AspectRatio  -» Automatic, PlotRange -> {{-5,513}, {-5 511},
Axes -> True 1}11



ComplexNumbers10 12 00.nb 39

... en een stukje sinusoide...

Clear [f]
flz_1:=17Conjugate [z]
setSinus [a_] : = Map[complex, Table [{X, Sih [ax1}, {X, -5 -.01,.01 }1]

Show|
GraphicsArray [ {Graphics [{Transpose [{kleuren [setSinus [3]1], punten [setSinus [311}1,
Circle [{0,0 3}, 1 13}, AspectRatio -> Automatic,
PlotRange -> {{-5,53}, {-5 5 1}}, Axes -»> True ], Graphics [{Transpose [
{kleuren [setSinus [3]11, punten [f [setSinus [3]1113}1, Circle [{0,013},11},
AspectRatio  -» Automatic, PlotRange -> {{-5,513}, {-5 511},
Axes -> True 1}11

4 4
2 2
IN N A
AR\ 2 4 4 22 4
_2 ¢
-4 i

+ Inleiding tot de complexe exponentiéle functie.

Als kleine voorbereidingoor dezeparagraaf, herhalen wajventjes de grafiek van de reéle exponentiéle
functie.

Plot [e*, {X, -4, 3}, AspectRatio -> Automatic ]
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20

15

10

-4-3-2-117123
-Graphics-

Limit [e”X, X -> -Infinity 1

0

Limit [e”X, X -»> Infinity 1

[ee]

Waarde van die functie voax=0 is gelijk aanl. De functie is stijgend over de hele aalle waardervoor
argumenten kleiner dan nul zijn dus kleiner dagmaarpositief) enalle waardewoorargumenten groter
dan nul zijn groter dad.

Die korteherinnering gaat ons helpen etrvolg beter te begrijpen.

Het is niet debedoeling ons met de complexe exponentiéle functie bezig te houden. Toch is het de moeite om
het gedrag van de functié met de formule(x, y) - £X(cody], siny]) even te analyseren. Zelfs als we die
functie als een RZ -R? functie zien, stellen we vast, dat elemplex getalz = x + 4/ op het complexe

getal met poolcodrdinater(#*,y) wordt afgebeeld. f[x+ 7y]= &* (cogy] + 7 sin[y]).

Klik hierop omte zien zien, wat' Y symboliseert.

e?Y=cos[y]+zsin[y]. Alswe dat nu in delefinitie van f substitueren, krijgen wef [x+ 7y]= &* £°V.

Als we nu van de "hypothetische" complexe exponentiéle funetielezelfde eigenschap zouden verwachten
als van de reéle exponentiéle, namelijfa+b]=f[a]f[b] , kunnen we dat herschrijven al§x+ 7

yl=£**7Y, dus f[z]=#%.. Datis natuurlijk geetideftige" definitie van de complexe exponentiéle functie.
Dat neemt niet weg dat de functfewaarover we spreken, de "echte" complexe exponentiéle voorstelt... De
correcte definitie van die functie kan je in een van de volgermdebookvinden.

Op de tekeningen hieronder zietyjgeeexemplaren van heR2-vlak. Op het bovenste zie je degumenten
van f, op het onderste - de functiewaarden. Als je de formule frarf [(X, Y] = (#Xcody], £*sinly]) goed
analyseert, zie je (zie tekening!):

* als je x fixeert op een bepaalde waarde(op de tekening zijndad=-1, 1, 2 en y laat variéren varD
tot 2 », worden de rechterx=a op cirkels met stralere® afgebeeld. Het beeld van de rechte "Lijn1" is de
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cirkel "Circlel" enz. Functid is 27 - periodisch ten opzichte van tlgeede variabele (omdat cosinus en
sinus 27 - periodisch zijn), de rechtem=a worden dus oneindig veleren "gewikkeld'tond de cirkels met
de stralene¢?.

* voor verschillende waarden vax krijgen we verschillende cirkels - zeer kleine cirketsor negatievex
(kijk terug naar degrafiek van de reéle exponentiéle functie!) en steeds grotere cirkels voor grotere

De kleuren van de functiewaarden (optdeedetekening) stemmen overeen met de kleuren van de
argumenten (op de eerste tekening), waarvoor ze uitgerekend werden. Er werd ook aamgkduethten
naarwelke cirkels overgaan.

Door de cel open tklikken, kan je de programmatie bekijken.

setStukjes  [x1_,x2_,x3_ ]:=
{Graphics [Table [{Hue[ (x1 +x) 7101, Point [{x1, X }1}, {X O, 2Pi, .01 11,

Graphics [

Table [{Hue[ (X1 + (y-2Pi)) 710],Point [{x1,y }1}, {Y, 2Pi 4Pi .01 11,
Graphics [

Table [{Hue[ (X1 + (z +2Pi)) 7101, Point [{x1,z }1}, {z, -2Pi,0,.01 }11,
Graphics [

{Text [FontForm ["Lijn1", {"Courier -Bold", 14 31, {x1,3 }1}1,
Graphics [

Table [{Hue[ (x2 +a) 7101, Point [{x2,a }1}, {a 0, 2Pi, .01 11,
Graphics [

Table [{Hue[ (X2 + (b-2Pi)) 710], Point [{x2,b }1}, {b, 2Pi, 4Pi, .01 11,
Graphics [

Table [{Hue[ (X2 + (c +2Pi)) 7101, Point [{x2,c }1}, {c, -2Pi,0,.01 }11,
Graphics [

{Text [FontForm ["Lijn2", {"Courier -Bold", 14 31, {X2,.5 }1}1,
Graphics [

Table [{Hue[ (x3 +d) 71071, Point [{x3,d }1}, {d,0, 2Pi .01 11,
Graphics [

Table [{Hue[ (x3 + (e -2Pi)) 7101, Point [{x3,e }1}, {e, 2Pi, 4Pi, .01 11,
Graphics [

Table [{Hue[ (x3 + (f +2Pi)) 7101, Point [{x3,f 31}, {f, -2Pi,0,.01 }11,
Graphics [

{Text [FontForm ["Lijn3", {"Courier -Bold", 14 31, {X3, -3}1}1,
Graphics [Line [{{-6,2Pi }, {6,2Pi }}11,
Graphics [

{Text [FontForm ["2 n", ({"Courier -Bold", 16 3}1, {5,6 }1}1,
Graphics [Line [{{-6, -2Pi}, {6, -2Pi}}11,
Graphics [

{Text [FontForm ["-2x", {"Courier -Bold",16 3}1, {5, -63}13}1}

Clear [f]
fIxX,y_ 1:={e™xCos[y], e*XxSin [y]}

setCircels  [x1 ,x2 ,x3_ 1:=
{Graphics [Table [{Hue[ (x1 +x) 7101, Point [f [x1, X 11}, {X O, 2Pi, .01 311,
Graphics [
Table [{Hue[ (x1 + (y-2Pi)) 7107, Point [f[xl, Yy 11}, {Y,2Pi 4Pi .01 11,
Graphics [
Table [{Hue[ (X1 + (z +2Pi)) 7101, Point [f[x1,z 11}, {z, -2Pi,0,.01 }11,
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{Text [FontForm ["Circlel",
Table
Table
Table
{Text [FontForm ["Circle2",
Table
Table

Table

{Text [FontForm ["Circle3",

Show[ setStukjes
AspectRatio

[{Hue[ (x2 +a) 7101, Point

[{Hue[ (x3 +d) 7107, Point

Graphics
{"Courier
Graphics
Graphics
Graphics
Graphics
{"Courier
Graphics
Graphics
Graphics

Graphics
{"Courier

[

[

[

[{Hue[ (X2 + (b-2Pi)) 7107, Point

[

[{Hue[ (X2 + (c +2Pi)) /107, Point

[

[

[

[{Hue[ (X3 + (e -2Pi)) /107, Point

[

[{Hue[ (x3 + (f +2Pi)) 7107, Point

[

[-1,1,2 ], Axes -»> True,
-> Automatic, PlotRange

-Bold", 14

[f[x2,a 11}, {a 0, 2Pi, .01
(fx2,b 113, {b, 2Pi, 4Pj, .01

[f [x2,¢c 11}, {c, -2Pi, 0, .01

-Bold", 14

(f x3,d 113, {d,0,2Pi, .01
[f [x3,e 11}, {e 2Pi 4Pi .01

if x3,f 113, (f,

-Bold", 14

ShowisetCircels [-1,1,2 1,Axes -» True,
AspectRatio  -»> Automatic, PlotRange
61 | 277
4 L
Lijnl
2 L
e
-6 -4 -2 4 6
-2+
Lijn3
4 |
Iﬁ 27T

1, {e"(x1),.8 }11}1,
1
1
1
1, {e™(X2), -81}1}1,
1

1
-2Pj, 0, .01

1

1, {e” (X3) -2, -24 1111}

-> {{_7!7 }v {_7!7 }}]

-> {{_818 }v {_818 }}]
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Hieronder kan je nog het beeld van egnter stuk complex viak onder de werking van die functie vinden.
Uitgebreide besprekingaarvan komt in deolgende notebook.
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<< Graphics'Graphics3D"

GraphicsArray [
{ParametricPlot3D [{e”xCos [Yy], exSinh [y]1,013}, {X, -2,2}, {y, -25,25 131,
ParametricPlot3D [{e”"xCos [Yy], e xSih [y1,0}, {X,2,4 3}, {y, -3.15,315 1}1}]

-GraphicsArray-

W Toepassingen in de meetkunde

Je hebt al in de vorige secties verschillende meetkundige toepassingen van cayatafi®a gezien. Hier zie je
nog een korte samenvatting en uitbreiding van dit onderwerp.

& Isometrie

Met behulp van complexgetallen kunnen wij onder andesgmmetrieén Conjugate[z), translaties

(optellen van een gefixeerd complex getal) en rotaties (vermenigvuldigen met een vast complex getal)
beschrijven. Je hebt al verschillende voorbeeldiggarvan gezien ideze notebook. In de volgende notebooks
kan je daawveel meer ovelezen.
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& Spirograph

De spirograpf is een kleine reclameor complexagetallen en tegelijkertijd ookoor de volgende notebook! -
dat soort prachtige tekeningen kan men heel gemakkelijk maken met behupraptexegetallen. Er wordt
hiertrouwens enkemaar van het optellen vamomplexegetallen gebruik gemaakt. Zoalszeet, bestaat het

programma enkel maar uit een paageltjes en dat is tanken aan deompacte notatifl ¢ ende
programmeermogelijkheden dibathematicabiedt (werken met lijsten).

Exacte bespreking van dat voorbeeidd je in een apartaotebook, die bijna volledig aan deirograph en
zijn "afgeleiden” toegewijd zaijn!

spirograph  [f, ¢ ,opts  1:=
ParametricPlot [{Re[f]1,Im [f1}, {0, - =& =},
opts,
PlotRange - All, AspectRatio - Automatic,
Frame - True, Axes - False, FrameTicks - None, PlotPoints - 2501;

Clear [f, n,cons 1;

flo_1:=Plus eeTable [E” (cons™kl ¢) 727k, {k,n }1]

n=>5;
cons = 3;
s = spirograph  [f [¢], ¢, PlotPoints ->2cons2”n 1;

+ Oplossen van meetkundige oefeningen

De volgende notebook over complayetallenbevat leukellustraties van het toepassen vamplexegetallen
in het oplossen van meetkundige vraagstukken. Men kan met behulp van coggtiglien op een heel
eenvoudige en mooimanier puntenverzameling®eschrijven.|z <r bij voorbeeld is een schijf matraal

r en middelpunt(0,0)

De notatie is ongetwijfeld simpeler dan met behulp van de Cartesische codrdinaten...
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m Fractalen

Nog een stukje reclame - weeral een programmaatje van antipegrben - wat een resultaat!
Ook dit gaan we in deolgende notebook exact bespreken.

nieuw [z 1 := {Sqrt [z - c], -Sgrt [z - C]}
alle [begin_ 1 :=NestList [nieuw, begin, 10 ] // Flatten

coords [z_]:= {Re[z],Im [z]}

Clear [c]; c =.3 +.4]

ListPlot  [Map[coords, alle [.3 + .51 11, AspectRatio -> Automatic ]

0 * gt}
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-Graphics-

m De Hoofdstelling van de Algebra

ledere veelterm (polynoom) if[X] (verzameling van allpolynomen met complexe coéfficiénten) ngeaad
n>0 heeft minstens één wortel il

Zo kort en bondig - en zanders dan inR[X] ... ledereen weet dat déelling niet geldivoor de polynomen met
reéle coéfficiénten - polynoonmP(x) = x2+1 heeft immers geen wortels in de verzameling van reéle getallen. In
¢ wel - wat zijn dewortels van die polynoom inC?

Aangezien onzeotebook een "meetkundigkarakter heeft, gaan we danderwerghier niet verder uitdiepen.
Wat nietbetekent dat het oninteressant is. Misschien wordt het het onderwerp van één van de volgende
notebooks?
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m Slot

In deze notebook heb jennis gemaakt met de basisbegrippenc@nplexegetallen. Het is eigenlijk maar een
begin van een groot en omvangrijk onderwerp. Misschien ga je ooit nog kennis maken met de theorie van de
complexe functies - die zo verbazewvetschillend is van de theorie van de reéle functies...

In ieder geval ga je zeker de complegetallen moeten gebruiken en hopelijk is danéebookenigszins nuttig

VOOr jou geweest.

m Antwoorden op vraagstukken

Hier vind jede grafische illustratie van de wetten die gelden voor het optellen en

vermenigvuldigen van complexe getallercommutativiteit is zodanig evident, dat we dat niet
aantonen. We raden echter aan om dat te proberen (neem de progranoetulgr associativiteit als
voorbeeld! - gewoon getal minder irbeide gevallen).

Door op dit stukje blauweekst te klikken kan je latemaar detekt van denotebookerugkeren.

Als je in het programmeren geinteresseerd bent, kan je de cellen met de programma's openklikken. ff-uncties
g en gl zijn enkel maar hulpmiddelen om odeel te bereiken. Voor elk van de wetten wordt er apart
programmavoor hetlinker- en de rechterlid van de gelijkheid geschreven. Onvaggelijken van de grafieken
voor beidekanten te vergemakkelijkewerden er speciale "GraphicsArrays" aangemaakt.

voorbereidende functie voor het optellen. Als je wil, kan jegregramma bekijken door het openklikken van
de cel.

Clear [f]

fral ,bl ,a2 ,b2  1:={{Hue[.5], PointSize [0.04 ], Point [{al, bl }1},
{Huel.1l ], PointSize  [0.03 ], Point [{a2, b2 }1},
{Hue[0], PointSize  [0.03 1, Point [{0, 0 }71},
{Hue[.3 ], PointSize  [0.03 ], Point [{al +a2, bl +b2}]},
{Huel[.7 1, Line [{{0,0 1}, {al, bl 331},
{Hue[.2 1,Line [{{0,0}, {a2 b2 33113,
{Huel[.2 ], Line [{{al,bl }, {al+a2 bl +b2}}1},
{Huel[.7 1, Line [{{a2, b2 }, {al+a2, bl +b2}}1},
{Hue[O0], Line [{{0,01}, {(al+a2, bl +b2}}1}

}

plusTempor [al ,bl ,a2 ,b2  1:= Show[Graphics [{f [al, bl, a2, b2 ],
{Text [FontForm ["z ,", {"Courier -Bold",16 1}], {al+0.2,bl +0.2}]},
{Text [FontForm ["z ,", {"Courier -Bold",16 1}], {a2+0.2,b2 +0.2}]},
{Text [

FontForm ["z 1+z,", {"Courier -Bold",16 1}], {al+a2-.5bl +b2-.213}]}

} ] ’
Axes -»> True, AspectRatio -> Automatic ]
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plusTempor [1,2, 3,4 ]

6
Z1+2p

1 2 3 4
-Graphics-

ASSOCIATIVITEIT VAN HET OPTELLEN

Linkerlid van de vergelijking in de associativiteitswetor het optellen. Als je wil, kan je hgrogramma
bekijken door het openklikken van de cel.

plusAssocLinksBinnen [al ,bl ,a2 ,b2 ,a3 , b3 _ ]1:=
{(fral, bl,a2 +a3 b2 +b3],f [a2 b2 a3,b3 1,
{Text [

FontForm ["Z 1+(Z2+23)", {"Courier -Bold",18 1}], {al +a2 +a3 -2, bl +b2+b3}]},
{Text [FontForm ["z 1", {"Courier -Bold", 16 1}], {al +0.2,bl +0.2 }]},
{Text [FontForm ["z ,", {"Courier -Bold", 16 1}], {a2 +0.2,b2 +0.2 }]},
{Text [FontForm ["z 3", {"Courier -Bold", 16 1}], {a3+0.2,b3 +0.2 }]}
}
plusAssocLinks [al , bl ,a2 , b2 ,a3 , b3 ]1:=
Show[Graphics [plusAssocLinksBinnen [al, bl, a2, b2, a3, b3 11,
Axes -»> True, AspectRatio -> Automatic ]
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plusAssocLinks  [2,4,1,6,4,1 ]

Z1+ (Z2+Z
10

3

1 2 3 4 5 6 7

-Graphics-

Rechterlid van de vergelijking in de associativiteitswet voor het optellen. Als je wil, kan @rbgtamma

bekijken door het openklikken van de cel.

plusAssocRechtsBinnen [al ,bl ,a2 ,b2 ,a3 , b3 _ ]1:=
{f a1, bl,a2,b2 1,f [al+a2, bl +b2 a3,b3 ],
{Text [

FontForm [" (z1+Z2) +z3", {"Courier -Bold",18 1}], {al +a2 +a3 -2, bl +b2+b3}]},

{Text [FontForm ["z ,", {"Courier -Bold", 16 1}], {al +0.2,bl +0.2 }]},
{Text [FontForm ["z ,", {"Courier -Bold", 16 1}], {a2 +0.2,b2 +0.2 }]},
{Text [FontForm ["z 3", {"Courier -Bold", 16 1}], {a3+0.2,b3 +0.2 }]}

}

plusAssocRechts [al , bl ,a2 ,b2 ,a3 , b3 ]1:=
Show[Graphics [plusAssocRechtsBinnen [al, bl, a2, b2, a3, b3 11,
Axes -»> True, AspectRatio -> Automatic ]
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plusAssocRechts [2,4,1,6,4,1 1

(Z1+Z2) +
10

3

1 2 3 4 5 6 7

-Graphics-

lllustratie van de associativiteitswabor het optellen - ongeacht géaatsing van de haakjes krijgen we
hetzelfde resultaat, afgevolg van eigenschappen van patallellogram.
Als je wil, kan je het programma bekijken door het openklikken van de cel.

plusAssocVergelijking [al ,bl ,a2 ,b2 ,a3 , b3 _ ]1:=
Show[GraphicsArray [ {Graphics [plusAssocLinksBinnen [al, bl, a2, b2, a3, b3 1,
AspectRatio  -»> Automatic ], Graphics [
plusAssocRechtsBinnen [al, bl, a2, b2, a3, b3 1, AspectRatio -> Automatic 13}1,
Axes -> {True, True 1}]

plusAssocVergelijking [2,4,1,6,4,1 1
Z1+ (Z2+ (Z1+Z2)
2
3 3
-GraphicsArray-

voorbereidende functie voor het vermenigvuldigen - poolcodrdinaten. Als je wil, kan pedgramma bekijken
door het openklikken van de cel.
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Clear [g]
glrl, ol ,12, 2 1:=
{{Hue[.7 1, Dashing [{0.05,0.05 13}1,Line [{{0, 0}, plaats 1[1,01}1},
{Hue[.7 1,
Dashing [{0.05,0.05 1}1,Line [{plaats [1,0 1, plaats [rl, ¢l1l1}1},
{Hue[.7 1,Line [{{0,0},plaats 1[rl, ¢l1l13}1},
{Hue[.3 1,
Dashing [{0.05,0.05 1}1,Line [{plaats [r2, ¢2],plaats [r1r2, 1 +®2]1}1},
{Hue[.3 1,Line [{{0,0},plaats [r2, ¢21}1},
{Hue[O], Line [{{0, 0}, product [{{rl, o1}, {12, ¢2}}1}1},
{Hue[O],
PointSize [0.03 1, Point [product [{{rl, 1}, {r2, 23311},
{Hue[.7 1, PointSize  [0.03 ], Point [plaats [rl, 111},
{Hue[.3 1, PointSize  [0.03 ], Point [plaats [r2, 211}
}
maalTempor [rl , ¢l ,r2 , @2 1:= Show[Graphics [{g[rl, eol,12, 2],
{Text [
FontForm ["z 1", {"Courier -Bold", 16 1}], {r1Cos [¢1l] +0.2,r1Sin [¢l] +0.2 }1},
{Text [
FontForm ["z ,", {"Courier -Bold", 16 1}], {r2Cos [¢2] +0.2,12Sin  [¢2] +0.2 }1},
{Text [FontForm ["z 1z,", {"Courier -Bold", 16 }],
{r1 Cos [¢l] r2Cos [¢2] -r1Sin [el] r2Sin [¢2] + .2,
r1 Cos [¢l] r2Sin [¢2] +r2Cos [¢2] r1Sin [¢l] -.2 }1},
{Hue[O], Circle [{0,013},.5, {0, 01}1},
{Circle [{0,01%,.7, {0, 92}1},
{Hue[O], Circle [{0,0},.9, {02, ol +¢2}]}

} ] ’
Axes -»> True, AspectRatio -> Automatic ]

maalTempor [3,Pi /3,15 2Pi /7]

A V) 4

-15 -1 -05
-Graphics-

ASSOCIATIVITEIT VAN HET VERMENIGVULDIGEN
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Linkerlid van de vergelijking in de associativiteitswetor het vermenigvuldigen. Als je wil, kan je het

programma bekijken door het openklikken van de cel.
maalAssocLinksBinnen 1, ol ,r2, 2,13, @3 ]:=
{91Irl, ¢1,1213, 2+¢3],9 [12, 2,13, 3],
{Hue[01, Circle [{0,0},.2, {0, ¢2}1},
{(Circle [{0,013},.3, {0, ©3}1},
{Hue[01, Circle [{0,0}, 4, {03, 02+ ¢3}]1},
{Huel.11,Circle [{0,01},.6, {0, ¢1}13},
{Hue[.7 1, Circle  [{0,01},.7, {0, ¢2+¢3}1},
{Hue[.11,Circle [{0,01},.8 {02+¢3, ol +¢2+¢3}]},

{Text [

FontForm ["z ", {"Courier -Bold", 16 1}], {r1Cos [¢1l] +0.1,r1Sin [¢l] +0.1 }]},
{Text [

FontForm ["z ,", {"Courier -Bold", 16 1}], {r2Cos [¢2] +0.1,r12Sin  [¢2] +0.1 }1},
{Text [

FontForm ["z 3", {"Courier -Bold", 16 1}], {r3Cos [¢3] +0.1,r3Sin  [¢3] +0.1 }1},
{Text [FontForm ["z 1(z»z3)", {"Courier -Bold", 16 }1],

plaats [r1r2r3, ¢l +¢2+¢3]1 + {050 311}
}

maalAssocLinks  [rl, 1,12, 2,13, @3 ]:=
Show[Graphics [maalAssocLinksBinnen [rl, 1,12, 2,13, ¢3]1,
Axes -»> True, AspectRatio -> Automatic ]

maalAssocLinks [2,Pi /3,15 2Pi /17,1, Pi /6]

Z1(Z22Z3)

25
2
1.5
1

Z:
5

/
|/
1 0.5 0.5 1 15
-Graphics-

Rechterlid van de vergelijking in de associativiteitswet voor het vermenigvuldigen. Als je wil, kan je het
programma bekijken door het openklikken van de cel.
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maalAssocRechtsBinnen  [rl , ol ,r2 , 2,13, ¢31:=
{91Ir, 1,12, 21,9 [r1r2, ol +¢2,13, 3],
{Hue[O0], Circle [{0,01},.2, {0, ©1}1},

{Circle [{0,013},.3, {0, 02}1},

{Hue[O1, Circle [{0,0 3}, 4, {02, ol +¢2}]},

{Huel.1 1, Circle [{0,01},.6, {0, ©3}1},

{Hue[.7 1, Circle [{0,01},.7, {0, ol +¢2}]},

{Hue[.11,Circle [{0,01},.8 {ol+¢2, ¢l+¢2+¢3}]},

{Text [

FontForm ["z 1", {"Courier -Bold", 16 1}], {r1Cos [¢1l] +0.1,r1Sin [¢l] +0.1 }]1},
{Text [

FontForm ["z 2", {"Courier -Bold", 16 1}], {r2Cos [¢2] +0.1,r12Sin  [¢2] +0.1 }1},
{Text [

FontForm ["z 3", {"Courier -Bold", 16 1}], {r3Cos [¢3] +0.1,r3Sin  [¢3] +0.1 }1},
{Text [FontForm [" (z1z2)z3", {"Courier -Bold", 16 131,
plaats [r1r2r3, ¢l +¢2+¢3]1 + {050 311}

}

maalAssocRechts [rl, ol ,12, 2,13, ¢3.]:=
Show[Graphics [maalAssocRechtsBinnen  [rl, ¢1,12, 2,13, 311,
Axes -»> True, AspectRatio -> Automatic ]

maalAssocRechts [2,Pi ¢/3,15 2P /17,1, Pi /6]

3
(Z1Z2)Z3 \
25 \
\
2 \
|\ #1
15 \ /|
\
1 \
e 25 7
i 05 o5 \1 15

-Graphics-

lllustratie van de associativiteitswabor de vermenigvuldiging - ongeacht plaatsing van de haakjes krijgen
we hetzelfde resultaaBevolg van associativiteitswet voor het vermenigvuldigen van getldlen (stralen!) en
voor hetoptellen van reéle getallen (de hoeken!).

Als je wil, kan je het programma bekijken door het openklikken van de cel.
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maalAssocVergelijking 1, ol ,r2, 2,13, @3 ]:=
Show[GraphicsArray [ {Graphics [maalAssocLinksBinnen [rl, 1,12, 2,13, 3],
AspectRatio  -» Automatic, PlotRange -> {{-12,16 1}, {0,31}}1,
Graphics [maalAssocRechtsBinnen  [rl, ¢l,12, 2,13, 3],
AspectRatio  -» Automatic, PlotRange -> {{-12,16 1}, {0,313}}1}1,
Axes -> {True, True 1}]
maalAssocVergelijking [2,Pi 73,15 2P /17,1, Pi /6]
Z1(Z223)
Z1
/ ZF Z2 Z2
/
|/
-GraphicsArray-

voorbereidende functie voor het vermenigvuldigen - Cartesisoctigdinaten. Als je wil, kan je het programma
bekijken door het openklikken van de cel.
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Clear [g17;

glral ,bl ,a2 ,b2 1 :={{Hue[.15 1, Polygon [{{al,bl 3}, {0,013}, {1,013}3}1},
{Hue[.15 ],
Polygon [{{ala2 -blb2,alb2 +a2bl}, {0,013}, {a2 b2 33113},
{Hue[O],
PointSize [0.03 1, Point [{ala2 -blb2,alb2 +a2bly}]},
{Hue[O], Line [{{0,01}, {ala2 -blb2,alb2 +a2bl}}]l},
{Huel[.7 1, PointSize  [0.03 ], Point [{al, bl }]1},
{Hue[.7 1, Line [{{0,0 3}, {al, bl }}1},
{Hue[.3 1, PointSize  [0.03 ], Point [{a2, b2 }]},
{Hue[.3 1,Line [{{0,01}, {a2, b2 331},
{Line [{{0,013}, {1,01}}1},
{Line [{{al, bl }, {1,013}}1},
{Line [{{a2,b2 }, {(ala2 -blb2,alb2 +a2bl}}1}
}
maalTemporl [al ,bl ,a2 ,b2  1:= Show[Graphics [{gl[al, bl, a2, b2 1],
{Text [FontForm ["z 1", {"Courier -Bold",16 1}], {al-0.1,bl1 3}1},
{Text [FontForm ["z ,", {"Courier -Bold", 16 }], {a2, b2 }13},
{Text [
FontForm ["z 1z,", {"Courier -Bold", 16 }], {ala2 -blb2 +.1,alb2 +a2bl -.13}]}

} ] ’
Axes -»> True, AspectRatio -> Automatic ]

maalTemporl [2, .5, .5, 4 1
' 1Z2
0.8
0.6
0.4 Vi)
0.2

0.5 1 15 2
-Graphics-

DISTRIBUTIVITEIT

Linkerlid van de vergelijking in de distributiviteitswet. Als je wil, kan je het programma bekijken door het
openklikken van de cel.
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distribLinksBinnenl [al ,bl ,a2 ,b2 ,a3 ,b3_ 1:={f[a2, b2, a3, b3 ],
{Text [FontForm ["z »+z3", {"Courier -Bold", 18 1}], {a2 +a3, b2 + b3 +.51}]1},
{Text [FontForm ["z ,", {"Courier -Bold",16 }], {a2 +0.2, b2 +0.2 }]1},
{Text [FontForm ["z 3", {"Courier -Bold",16 }], {a3+0.2, b3 +0.2 }]1}

}
distribLinks1 [al ,bl ,a2 ,b2 ,a3 , b3 _ 1:=
Show[Graphics [distribLinksBinnenl [al, bl, a2, b2, a3, b3 11,
Axes -»> True, AspectRatio -> Automatic ]
distribLinksBinnen [al ,bl ,a2 ,b2 ,a3 ,b3_ ]1:=

{f1a2, b2,a3, b3 1,91 [al,bl, a2 +a3, b2 +b37,
{Text [FontForm ["z 1(z2+z3)", {"Courier -Bold", 18 131,
{ala2 +ala3 -blb2 -blb3 -1,a2bl +a3bl +alb2 +alb3 -1}]},
{Text [FontForm ["z ,", {"Courier -Bold",16 }], {al+0.2, b1 +0.2 }]},
{Text [FontForm ["z ,", {"Courier -Bold",16 }], {82 +0.2, b2 +0.2 }]},
{Text [FontForm ["z 3", {"Courier -Bold",16 3}], {a3+0.2, b3 +0.2 }]1}

}
distribLinks [al ,bl ,a2 ,b2 ,a3 , b3 _ 1:=
Show[Graphics [distribLinksBinnen [al, bl, a2, b2, a3, b3 11,

Axes -»> True, AspectRatio -> Automatic ]
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distribLinks1 2,1, -1,4,52 ]
distribLinks 2,1, -1,4,52 ]

Zo+2Z3

-1 1 2 3 4 5
-Graphics-

2212 3)
125

10

7.5

1
-1 %‘3‘_54

-Graphics-

Rechterlid van de vergelijking in de distributiviteitswet. Als je wil, kan je het programma bekijken door het
openklikken van de cel.
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distribRechtsBinnenl [al ,bl ,a2 ,b2 ,a3 , b3 1:
{gl[al, bl,a2, b2 1,91 [al, bl, a3, b3 ],
{Text [
FontForm ["z 1z,", {"Courier -Bold", 18
{Text [

FontForm ["z 1z3", {"Courier -Bold", 18
{Text [FontForm ["z 1", {"Courier
{Text [FontForm ["z ,", {"Courier
{Text [FontForm ["z 3", {"Courier

}
distribRechts1 [al ,bl ,a2 ,b2 ,a3 , b3

}1, {ala2 -blb2 +1,a2bl

}1, {ala3 -blb3 +.5 a3bl
-Bold", 16 }1, {al1 +0.2, bl
-Bold", 16 }1, {a2 +0.2, b2
-Bold", 16 }]1, {a3 +0.2, b3

]:=

Show[Graphics [distribRechtsBinnenl [al, bl, a2, b2, a3, b3 11,
Axes -»> True, AspectRatio -> Automatic ]

distribRechtsBinnen [al ,bl ,a2 ,b2 ,a3 , b3

1:={gl[al, bl, a2

+alb2 + 13713,

+alb3 -1}713,
+02 1313,
+02 1313,
+02 11}

1b2 ]7

glral, bl,a3,b3 1,f [ala2 -blb2, alb2 +a2bl,ala3 -blb3,alb3 +a3bljy,

{Text [FontForm ["z 1z,+z123", {"Courier -Bold", 18 }],
{ala2 +ala3 -blb2 -blb3,a2bl +a3bl +alb2 +alb3 +1}71},

{Text [FontForm ["z 1", {"Courier
{Text [FontForm ["z ,", {"Courier
{Text [FontForm ["z 3", {"Courier

}
distribRechts [al ,bl ,a2 ,b2 ,a3 , b3 _

-Bold", 16 }1, {al1+0.2, bl
-Bold", 16 }1, {a2 +0.2, b2
-Bold", 16 }]1, {a3 +0.2, b3

]:=

Show[Graphics [distribRechtsBinnen [al, bl, a2, b2, a3, b3 11,
Axes -»> True, AspectRatio -> Automatic ]

+02 1313,
+02 1313,
+02 11}
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distribRechts1 2,1, -1,4,52 ]
distribRechts 2,1, -1,4,52 ]

Z1Z7 8 14
6
2
2 Z3
b1
6 -4 -2 2 4 6 8
-Graphics-
Z1Z2+72123
15
12.5
10
7.5
\Z5
2
‘ 2/
A1
6 -4 -2 2 4 6 8
-Graphics-

lllustratie van de distributiviteitswet - ibeide gevalleikrijgen we hetzelfde resultaat. Eerst optellerdaarna
vermenigvuldigen (voorgesteld in de eerste rij van de tekening hieronder) betekede diagonaal van
parallellogram([z,, z] vinden endaarnéhet eindpunt van de diagonaal draaien rdf¢D) over de hoek
Arg[z;] en haatengte vermenigvuldigen meAbs[z]. Eerst vermenigvuldigen en daarna optellen
(geillustreert in déweede rij van déekening hieronder) betekemtersthet hele parallellogranfz,, z3] draaien
rond (0,0) over de hoekArg[z;] en dit vergroten (of verkleinen) door al afmetingen nidis[z] te
vermenigvuldigen (homothetie!) en pasarnazijn diagonaal vinden. Het is hegbed tezien datbeide
operaties hetzelfde resultaat hebben! [Alle "gele" driehoeken op de tekeningen hiaipndelijkvormig!]

Als je wil, kan je het programma bekijken door het openklikken van de cel.
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distribVergelijking [al ,bl ,a2 ,b2 ,a3 , b3 ]1:=
Show[GraphicsArray [ {{Graphics [ {distribLinksBinnenl [al, bl, a2, b2, a3, b3 1,
Text [FontForm ["eerst optellen... ---»", {"Courier -Bold", 12 31, {1, -2}1,

Text [FontForm [
"HET LINKERLID VAN DE GELIJKHEID", {"Courier -Bold", 14
AspectRatio  -» Automatic, PlotRange -> {{-8,8 13}, {-3,16 }}1]
Graphics [ {distribLinksBinnen [al, bl, a2, b2, a3, b3 1,
Text [FontForm ["..dan vermenigvuldigen"”, {"Courier -Bold'
AspectRatio  -» Automatic, PlotRange -> {{-8,8 13}, {-3,16 }}1]
{Graphics [ {distribRechtsBinnenl [al, bl, a2, b2, a3, b3 1, Text
"eerst vermenigvuldigen... --=>", {"Courier -Bold", 12
Text [FontForm [
"HET RECHTERLID VAN DE GELIJKHEID", {"Courier -Bold", 14

AspectRatio  -» Automatic, PlotRange -> {{-8,8 13}, {-3,16 }}1]
Graphics [ {distribRechtsBinnen [al, bl, a2, b2, a3, b3 1,

Text [FontForm ["..dan optellen", {"Courier -Bold", 12 }],

AspectRatio  -» Automatic, PlotRange -> {{-8,8 13}, {-3,16 }}1]

}}1, Axes -> {True, True 1}]

3, {512 313,

l112 }]v {0! _2}]}1

} 1
[FontForm [

}]v {4! _2}11
L, (5,12 31},
{2, =231},
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distribVergelijking 2,1, -1,452 ]

Z1(Z24Z3)

HET LINKERLID VAN [
Zo+723
2 2
3 3
1

eerst optellen... -——> ...dan vermenigvuldigen

HET RECHTERLID VANC

eerst vermenigvuldige ! ...dan optellen

-GraphicsArray-

De formules voor het multiplicatief invers en de tegengestelde van

een complex getal.
Door op dit stukje blauweekst te klikken kan je latemaar deiekst van de notebodkrugkeren.

voor z=(X,y}

-z=(X,-y)

7= (i iy)

want z+(-z)=(0,0) en z 71=(1,0).
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Inductiebewijs - de wet van de Moivre.
Door op dit stukje blauweekst te klikken kan je latemaar deiekst van de notebodkrugkeren.

Laat z=r (cosy + 7Siny). Voorelk n>0 geldtde volgende formule voor" z
[r (cosy + 7Sing)|" = m (COSy + ZSinny).

Bewijs:

We moeteraantonen dat dermule waar is voor elkatuurlijk getal n=0.
Om dat te bekomen, passen we het inductieprincipe toe:

Laat ons veronderstellen dat de formule waar is voor een bepaa@] dus dat de formule voorZ” is:

[r (cose + ZSing)|" = " (cosny + 7 sinny).

We gaan nu aantonen dat die veronderstelling impliceert, datuohelle ook voor het volgendatuurlijk getal
(n+1 dus) geldt, dus dag™! als volgt uitgerekend kan worden:

[r (cosp + 7 sing)]™?! =r"*Lcogn +1) ¢ + 7 sin(n + 1) ¢):

Eerstestap We weten, datZ'*1=z 2. Dus:
[ (cOSe + 7 Sing) | =r (Cosgt £Sing) [r (COSe + £ Sing)]"= (¥)

Tweedestap We hebben verondersteld dat de formule waar is voodus we kunnen dfrmule voor 2"
substitueren in de gelijkheid hierboven:

(*) = 1 (COS &+ £Sing) r"(cosne+ 7sinng) = (**)

Derdestap Nu kunnen we de definitie van het vermenigvuldigen waee complexgetallen toepassen (de
moduli worden vermenigvuldigd en de argumenten opgeteld) en de gelijkheid voortzetten:
(**) = r"*(cos(n+1)+7sin(n+1)y)

Je ziet dat we dormule voor n+1 hebben bekomen!

We hebben dus aangetoond dat als de formule voor een bepasldevaar is, is ze ook waar voor het volgende
(en in vervolg: voor ALLE volgendeyatuurlijke getal.

Om te kunnerbeweren dat de formule voor ALLEatuurlijke getallen waar is, moeten we ragntonen dat
"onze ketting van de ware formules"” ergens begint. En dat isréehinoeilijk. Men ziet onmiddellijk dat de
formule voor n=0 op een evidentmanier waar is. Ookoor n=1 is dat vanzelfsprekend (en voo=2

hebben we dat in het hoofdstuk over de machtsverheffing uitgerekaady,al de echtheid van é@mule voor
n=0 op z'n eentje volstaat.

Op basis van het principe van volledige inductie is de stebiegezen.



