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� Inleiding - Historische motivatie

� Reële getallen alleen...

"Godmade the natural numbers. The others,were man-made" (Weierstrass)...

... en denatuurlijke getallendienden om voorwerpen tetellen: 1 halssnoer,2 halssnoeren,3
halssnoeren... - heel "natuurlijke" toepassing.

Maar zoeenvoudig is het leven tochniet: "Ik had 17 halssnoeren. Een aantal daarvan heb ik aan

mijn dochtergegeven. Nu heb ik nogmaartweehalssnoeren over.Hoeveel heb ik er weggegeven?" -

dergelijke vragen hebben de mensen aangezet om de negatieve getallen uit te vinden (ofgewoon

"ontdekken"). Daarna konden de mensen niet meer zeggen: vergelijkingx� 17� 2 heeft geen oplossing. Zij

heeft er één - in de zogenaamdegehele getallen.

Handel drijven - kopen en verkopen. "Ik geef je1 halssnoervoor 3 vissen. Als je nu de10 vissen

die je vandaag gevangen hebt, aan me kwijt wil, krijg je van me3 halssnoeren enweesblij dat je alnaar huis

kan!" Hoeveelvissenkrijgt nu dekoper voor 1 halssnoer? Wel, dat kan je weeralnietbeschrijven met behulp

van de getallen die we reeds kennen... Toenhebben de mensen derationale getallenbedacht: breuken. De

vergelijking 3 x� 10 heeft één oplossing in de nieuwe getallenwereld. Ooitdacht men erzelfsniet aan om

de getallen, die als "gehele" eenheden werdenbeschouwd, te "breken". Men kan zeggen: "De nood is de

moeder deruitvindingen".

Verder hebben de mensen vastgesteld dat de verhouding van de omtrek van een cirkel totzijn straal

niet alsbreuk kan uitgedrukt worden. Dat soort getallen, die klaarblijkelijk ook al in denatuurbestonden,

werden"irrationaal"genoemd - getallen, dieniet als ratio - verhouding - vantwee gehelegetallen kunnen

uitgedrukt worden.
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� ... zijn niet voldoende.

Het levenging zijngewonegang, en de geleerde mensen hieldenzichbezig met het vinden van

formules om de vergelijking typea x2
� b x� c� 0 op te lossen. Die formuleszijn algemeen gekend.

Hun grote nut heeft mensen als Cardano,Tartaglia, Ferrari en hun tijdgenoten (zestiendeeeuw)aangezet tot

de poging om gelijkaardige formules voor derdegraads vergelijkingentype a x3
� b x2

� c x� d � 0 te vinden.

Velemensen denken dat de motivatie om complexegetallen te definiëren het verlangen was om de

vergelijking x2
� 1� 0 op te lossen, anders gezegd - het bestaan van vierkantswortels van negatieve getallen.

Dit is wel het resultaat van het definiëren vancomplexegetallen, maar niet de reden daarvan. De "uitvinding"

van de complexegetallen was namelijk hetneveneffect van het zoekennaar deformule voor de oplossingen

van de derdegraadsvergelijking, waarvan mensen reeds WISTEN, dat ze minstens1oplossing had (omdat de

polynomen f �x� � a x3
� bx2

� c x� d negatieve waarden bereiken voor negatievex met grote absolute

waarden, en positieve waarden voor grote positievex indien a� 0 en omgekeerd in het geval vana� 0. Het

is dus - minstens intuitïef - evident, dat ergens onderweg de waarde nul moet bereikt worden). Daarom was

het zoekennaar deformule voor die oplossing wel verantwoord integenstelling tot het zoekennaar de

oplossing vanx2
� 1� 0, die voor die mensengewoonwegNIET BESTOND (evenmin als de oplossing van

x� 17� 2 voor de mensen die geen negatievegetallen kenden. In geval vanx2
� 1� 0 ontbrak er zelfs het

"praktische" nut van het bestaan van zulke oplossingen...).

De formuleziet er wel indrukwekkend uit - na substitutiex� y� b
���������3a in de vergelijking

a x3
� b x2

� c x� d � 0 en het delen doora, krijgen we de oplossing van de vergelijking met de nieuwe

coefficienten (die we voor grotere overzichtelijkheidp en q gaan noemen)y3
� p y� q� 0 :

y��������������������������������������
q
�����2 �

���������������������� q
�����2 �2 � � p

������3 �33 ��������������������������������������
q
�����2 �

���������������������� q
�����2 �2 � � p

������3 �33 .

Men wist dus, dat elke derdegraadsvergelijking minimum 1 reële wortel heeft en dat we diekunnen vinden

door de vorige formule. Problemen ontstonden als deuitdrukking onder de vierkantswortel negatief was. Dan

moest men de derdegraadswortel van een"onreëel" getal trekken. De som van detwee derdegraadswortels

was al wel een reëel getal, maar ermoest iets bedacht worden om die "tussenstap" te verantwoorden. Er werd

dus
�������
�1 gedefinieerd, die echter uitsluitend als een soort "formele fictie" behandeld werd.

Later, in 1777, heeftEuler notatie� en -� ingevoerd voor de twee verschillende wortels van-1. Dat

werd - integenstelling tot de"reële getallen", wiensrecht van bestaan men konverantwoorden op basis van

de bovenaangehaaldevoorbeelden van het reële leven - eenimaginair getalgenoemd - pure fictie dus.

Kunnen we dat echt als puurfictieve verschijnselen behandelen? Zou er geen beeldrijkeinterpretatie

van de nieuw gedefinieerde getallen zijn?Daar gaan wij het in hetvolgende hoofdstuk over hebben.
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� Constructie van de complexe getallen

� Punten in het vlak

Dezeconstructie is aan Gauss (1799) en Hamilton (1833) tedanken.

We gaaneventjes de gedachtenstroom van die grote wiskundigen proberen te "reconstrueren". Onze bedoeling

nu is het getallenstelsel te omschrijven, dat een uitbreiding van de reële getallen is (dat wil zeggen - dat de

reële getallenbevat enwaarin degewone bewerking van optellen en vermenigvuldigen van reëlegetallen

uitgebreid worden op nieuwe getallenmaar onveranderdblijven voor de reëlegetallen), en waarin
het getalÂ bestaat, dat een oplossing is van de vergelijkingx2

� 1� 0.
We weten, dat we die oplossingniet onder de reële getallenmoeten zoeken. Als we dat nieuwe stelsel grafisch

willen voorstellen, moeten we onzeÂ buiten de getallenas zoeken! Laat ons hetgewoneCartesische

coördinatenstelsel nemen en dex-as als de reële as beschouwen. Hetpunt (0,1) noemen weÂ. Nu gaan we

het vermenigvuldigen en optellen van de punten in het vlak definiëren rekening houdend met deopgesomde

voorwaarden. Elkpunt van het vlakheeft poolcoördinaten. Deligging wordt bepaald doorzijn afstandr van

het punt (0,0) (straallengte) en het hoekj tussen de straal en hetpositieve deel van dex-as.

De tekening hieronder toont het duidelijk. Als je in het programmeren geïnteresserd bent, kan je de cel

openklikken.

Clear �lijnen �;

Clear �punt �;
Clear �teksten �;
Clear �complexGetal �;

lijnen ��x_, y_ �� : � �Line ���0, 0 �, �x, y ���,
�Dashing ��0.05, 0.05 ��,

Line ���0, y �, �x, y ���, Line ���x, 0 �, �x, y �����;
punt ��x_, y_ �� : � �Hue�.1 �, PointSize �0.02 �, Point ��x, y ���;
teksten ��x_, y_ �� : � �Text �FontForm �" �x,y �", �"Courier �Bold", 16 ��, �x � 0.5, y ��,

Text �FontForm �"r", �"Courier �Bold", 16 ��, �0.5 x, 0.5 y � 0.3 ��,
Text �FontForm �" �", �"Courier �Bold", 16 ��, �0.3, 0.2 ��,

Text �FontForm �"r cos �", �"Courier �Bold", 16 ��, �0.5 x, y � 0.2 ��,
Text �

FontForm �"r sin �", �"Courier �Bold", 16 ��, �x � 0.6, 0.5 y ���;

imagin � �Hue�0�, PointSize �0.02 �, Point ��0, 1 ���;

complexGetal ��x_, y_ �� : � Show�Graphics ��lijnen ��x, y ��,

punt ��x, y ��,
teksten ��x, y ��,
imagin �,

Axes �� True, AxesLabel �� �"real", "imaginary" �,
AspectRatio �� Automatic ��
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complexGetal ��2, 3 ��
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-Graphics-

De Cartesische coördinaten van punt op afstandr van (0,0) gezien onder een hoek� (duspunt met

poolcoördinaten(r,�) ) zijn (r cos�, r sin�). Dit volgt uit de simpele toepassing van de goniometrie.

Omgekeerd: voor elkpunt �x, y� van het vlak kunnen we de straal en dehoek vinden op basis van de

formules:

Clear �straal �

Clear �hoek �

straal �x_, y_ � : � N�Sqrt �x^2 � y^2 ��

hoek�x_, y_ � : � If �x � 0, 1, 0 � N�Pi � � If �x � 0, �1, 1 � ArcSin �y � straal �x, y ��

�straal ��1, 4 �, hoek ��1, 4 ��

{4.12311, 1.81577}

De formule voor de hoekziet er eenbeetje ingewikkelduit, met de clausule "If". Hetmoest zo gedaan worden,

omdat de functie ArcSin alleenmaar waarden van het interval[-�/2,�/2] aanneemt. Er is dus een lichte

aanpassing nodig, om alle punten van de cirkel te kunnenbeschrijven.

Probeer eens zelf voor eenaantal punten hun straal enhoek uit te rekenen. Doe dat door de "rode"

coördinaten in "{straal[-1,4], hoek[-1,4]}" door de door jezelf gekozen coördinaten te vervangen en de cel te

evalueren.

De straalwordt ookMODULUS of afstand van een complex getal genoemd en voorgesteld door	z	 of

Abs[z] (absolute waarde vanz - zijn afstand van de oorsprong). Dehoek wordtARGUMENT van het

complexegetal genoemd. Wij schrijven:Arg[z].
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Ï Vermenigvuldiging

We willen dat het punt(0,1) - onze � - vermenigvuldigd met zichzelf, als resultaat-1, dus het punt(-1,0),
geeft. Laat ons even op de volgende tekening kijken:

(door de cel open te klikken kan je de programmatie bekijken).

Show�Graphics ���Hue�.5 �, PointSize �0.02 �, Point ��1, 0 ���,
�Hue�0�, PointSize �0.02 �, Point ��0, 1 ���,
�Hue�0�, Text �FontForm �" �", �"Courier �Bold", 20 ��, �0.1, 0.95 ���,

�Hue�.1 �, PointSize �0.02 �, Point ���1, 0 ���,
�Hue�0�, Line ���0, 0 �, �0, 1 ����,
�Hue�.1 �, Line ���0, 0 �, ��1, 0 ����,

�Hue�0�, Circle ��0, 0 �, .1, �0, Pi � 2���,
�Hue�.1 �, Circle ��0, 0 �, .2, �0, Pi ����,

Axes �� True, PlotRange �� ���1, 1 �, �0, 1 ��, AspectRatio �� Automatic ��
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We merken op dat de hoek tussen destraaldoor hetpunt (0,1) en de positieverichting van de as xdoor de

vermenigvuldiging werd verdubbeld. Zou datniet suggereren om het vermenigvuldigen te definiëren als

rotatie rond het punt(0,0) over de hoek� ? We mogennatuurlijk niet vergeten, dat we het

vermenigvuldigen van reële getallen willenuitbreiden, dus de resultatenvoor de reëlegetallen moeten

onveranderd blijven! Wat de hoek betreft, is dat in orde, want die is in geval van reële getallen altijd nulvoor

positievegetallen en altijd� voor negatievegetallen. Maar we zien al dat de rotatie alleen niet volstaat - bij

reële getallen worden de lengten van destralen vermenigvuldigd! Dat suggereert al devolgende definitie van

de vermenigvuldiging van punten van het vlak:

om twee punten van het vlak te vermenigvuldigen, moeten we de lengten van
hun stralen met mekaarvermenigvuldigen alsreële getallen en de hoeken tussen
de stralen en het positieve deel van dex-as moeten we optellen.

Abs@z1 z2� �Abs�z1� Abs�z2�,
Arg�z1 z2� � Arg�z1��Arg�z2�

Vermenigvuldiging zou dus samenstelling van eenrotatie en een homothetie (de

definitie van homothetie kan je vinden door op dit stukjeblauwe tekst teklikken) zijn.

Dit illustreert iets wat je al lang kende: bij het vermenigvuldigen van de reële getallen geldenvolgende

regels:
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positief x positief = positief (0+0=0 )

positief x negatief = negatief (0+�=� )

negatief x positief = negatief (�+0=� )

negatief x negatief = positief (�+�=2� - een geöriënteerde hoek van2� op een cirkel is equivalent aan

0 ).

Als herinnering:definitievanhomothetie:

Homothetieten opzichte van puntM en met de verhoudingk (een reëel getal verschillend van nul) is de

transformatie van het vlak die elkepunt X van het vlak op een puntX' afbeeldt zodat MX'

�����������

= k MX

���������
.

[ terugnaar detekst van het notebook ]

Hieronder vind je de meetkundige interpretatie van het vermenigvuldigen van complexegetallen. Het

argument van het getalz1 (rood aangeduid) wordt opgeteld bij het argument van het getalz2 (zwart

aangeduid) - de straal van het getalz2 wordt dus geroteerd over de hoekArg[z1] rond de oorsprong van het

Cartesische stelsel. Daarbij wordt de lengte van destraal Abs[z2] vermenigvuldigd met het positieve getal

Abs[z1] . Na de rotatie wordt dus een homothetie toegepast.

Dat betekent, dat de tweedriehoeken op de tekening hieronder - de gele [met de hoekpunten(0,0), (1,0) en

z1� en de blauwe [met de hoekpunten(0,0), z2 en z1 z2� gelijkvormigzijn, omdat:

* hoek [(1,0), (0,0), z1� � hoek [z2, (0,0), z1 z2�

* 1� Abs�z1�=
Abs�z2�

�����������������������Abs�z1 z2�
.

(door de cel open te klikken kan je de programmatie bekijken).
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Clear �plaats �

Clear �product �

Clear �tekening �

plaats �afstand_, hoek_ � : � �afstand Cos �hoek�, afstand Sin �hoek ��

plaats ��afstand_, hoek_ �� : � plaats �afstand, hoek �

product ���getal1_, hoek1_ �, �getal2_, hoek2_ ��� : �

plaats �getal1 getal2, hoek1 � hoek2 �

tekening �r1_, �1_, r2_, �2_� : �
Show�Graphics �

��Hue�0.15 �, Polygon ��plaats �r1, �1�, �0, 0 �, plaats �1, 0 ����,

�Hue�0.5 �, Polygon ��plaats �r1 r2, �1 � �2�, �0, 0 �, plaats �r2, �2����,
Point �product ���r1, �1�, �r2, �2����,

¸¸¸ ¸Text �"\ �\ �z\ 	1\ �\ �\ �z\ 	2\ �", product ���r1, �1�, �r2, �2��� � �0.3, 0.3 ��,

Point �plaats �r1, �1��,
Text �"\ �\ �z\ 	1\ �", plaats �r1, �1� � �0.3, 0.3 ��,
Point �plaats �r2, �2��,

Text �"\ �\ �z\ 	2\ �", plaats �r2, �2� � �0.3, 0.3 ��,
�Hue�0�, Circle ��0, 0 �, .5, �0, �1���,

�Hue�0�, Line ���0, 0 �, plaats �r1, �1����,
�Circle ��0, 0 �, .7, �0, �2���,
�Line ���0, 0 �, plaats �r2, �2����,

�Hue�0�, Circle ��0, 0 �, .9, ��2, �1 � �2���,
�Hue�0�, Line ���0, 0 �, product ���r1, �1�, �r2, �2������,
�Text �FontForm �"\ �\ �z\ 	1\ ���\ �\ �r\ 	1\ �,\ �\ ��\ 	1\ ��",

�"Courier �Bold", 18 ��, �1, �2�, ��1, 0 ���,
�Text �FontForm �"\ �\ �z\ 	2\ ���\ �\ �r\ 	2\ �,\ �\ ��\ 	2\ ��",

�"Courier �Bold", 18 ��, �1, �3�, ��1, 0 ���,

�Text �FontForm �

"\ �\ �z\ 	1\ �\ �\ �z\ 	2\ ���\ �\ �r\ 	1\ �\ �\ �r\ 	2\ �,\ �\ ��\ 	1\ ��\ �\ ��\ 	2\ ��",

�"Courier �Bold", 18 ��, �1, �4�, ��1, 0 ����

�,
Axes �� True, AspectRatio �� Automatic, PlotRange �� ���5, 10 �, ��5, 5 ���

tekening �3, Pi �3, 1.5, 2 Pi � 7�
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4
z1z2
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z2

z1=Hr 1, ϕ1L
z2=Hr 2, ϕ2L
z1z2=Hr 1r 2, ϕ1+

We zien dus de analogie met het vermenigvuldigen van reële getallen. De stelling van Thales vertelt ons dat

we ook in de "reële" situatie met gelijkvormige driehoeken te maken hebben. Toon op de tekening hieronder,

welkedriehoeken dat zijn enwaarom ze gelijkvormigzijn.
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Je kan ook een beetje spelen - neemandere getallen (vervang de getallen in "maal[3,2]" door de zelf

gekozen reële getallen) en kijk of je nog gelijkvormige driehoekenkrijgt!

(door de cel open te klikken kan je de programmatie bekijken).

Clear �maal �

maal �a_, b_ � : � Show�Graphics ���Hue�.5 �, PointSize �0.04 �, Point ��a, 0 ���,

�Hue�.1 �, PointSize �0.04 �, Point ��b, 0 ���,
�Hue�0�, PointSize �0.04 �, Point ��a b, 0 ���,
�Hue�.7 �, PointSize �0.04 �, Point ��0, 1 ���,

�Hue�.1 �, PointSize �0.04 �, Point ��0, b ���,
�Hue�.3 �, Line ���a, 0 �, �0, 1 ����,
�Hue�.3 �, Line ���a b, 0 �, �0, b ����,

�Hue�.1 �,
Circle ��0, 0 �, Abs �b�, �Arg �b�, Arg �b� � Pi � 2���,

�Text �
FontForm �"a", �"Courier �Bold", 16 ��, �a, �0.2 ���,

�Text �

FontForm �"b", �"Courier �Bold", 16 ��, �b, �0.2 ���,
�Text �

FontForm �"ab", �"Courier �Bold", 16 ��, �a b, �0.2 ���,

�Text �
FontForm �"b", �"Courier �Bold", 16 ��, ��0.3, b ���,

�Text �

FontForm �"1", �"Courier �Bold", 16 ��, ��0.3, 1 ���

��,

Axes �� True, AspectRatio �� Automatic, Ticks �� None�

maal �3, 2 �

ab ab

b

1

-Graphics-

Alle punten in het vlakhebben, behalve poolcoördinaten, ook gewoneCartesische coördinaten. Klik hierop

om de formule voor het omrekenenterug te vinden.

Nu gaan we trachten deformule voor het vermenigvuldigen van complexegetallen in Cartesische coördinaten

uit te drukken.

Tweegetallen met poolcoördinatenz1 � �r1, �1� , z2 � �r2, �2� hebben dus volgende Cartesische

coördinaten:

z1 � �a1, b1�, waar a1 � r1 cos
�1�, b1 � r1 sin
�1],

z2 = �a2, b2�, waar a2 � r2 cos
�2�, b2 � r2 sin
�2].

We weten, datz1 z2 �(r1 r2, �1� �2). De goniometrische formules:
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TrigExpand �r1 r2 Cos ��1 � �2��

r1 r2 Cos[ �1] Cos[ �2] - r1 r2 Sin[ �1] Sin[ �2]

TrigExpand �r1 r2 Sin ��1 � �2��

r1 r2 Cos[ �2] Sin[ �1] + r1 r2 Cos[ �1] Sin[ �2]

laten ons toe om hetgezochte verband tussen de Cartesische coördinaten vanz1 z2 met de Cartesische

coördinaten vanz1 en z2 in te zien. Wehebben namelijk:

z1 z2 � �a, b�, waar:
a� r1 r2 cos
�1� �2� � r1 r2 cos
�1� cos
�2�� r1 r2 sin
�1� sin
�2� � a1 a2� b1 b2
b� r1 r2 sin
�1� �2� � r1 r2 cos
�2� sin
�1�� r1 r2 cos
�1� sin
�2� �a2 b1� a1 b2

Anderszijds is het heel gemakkelijk om op te merken dat als we nu het vlak als tweedimensionale ruimte

behandelen met de basis{1,	}, we allecomplexegetallen kunnenvoorstellen alslineaire combinatie van1
en � met reële coëfficiënten - het wordt dus:

z1 � �a1, b1�=a1� b1	

z2 � �a2, b2�=a2� b2	

Nu, rekening houdende met het feit dat	 2 � �1 (ZO hebben we tenslotte onze vermenigvuldiging

gedefinieerd!), kunnen we ook het produktz1 z2 uitrekenen:

Expand ��a1 � b1 �L Ha2 � b2 �LD

a1 a2 + I a2 b1 + I a1 b2 - b1 b2

dus:

z1 z2 = (a1� b1	) (a2� b2	) = a1 a2 + a1 b2 	 + a2 b1	 + b1 b2 	
2 = (a1 a2� b1 b2) + 	 (a2 b1� a1 b2).

Als oefening, reken jevoor elke van dedrie voorstellingen van decomplexegetallen uit, of 	 2 werkelijk aan

-1 gelijk is ( 	 =(1, �

ÅÅÅÅÅÅ2 ) in de poolcoördinaten,	 =(0,1) in de Cartesische coördinaten).

CONCLUSIE
Een complex getal kan op volgende equivalentemanierenvoorgesteld worden:

1.z � �r, �� - poolcoördinaten. Beschrijving door afstand van(0,0) en de hoek tussen destraal en

het positieve deel van dex-as,

2. z � �a, b� - Cartesische coördinaten.a � r cos�, b � r sin�,

3. z � a� b � - complexegetallen als elementen van de ruimte�2.

Voor elke van dievoorstellingen kunnen we eenformule voor het VERMENIGVULDIGENuitdrukken:

1. Verm. �r1, j1� �r2, j2� = �r1 r2, j1+ j2� - stralenworden

vermenigvuldigd, hoeken opgeteld,

2.Verm. �a1, b1� �a2, b2� = �a1 a2- b1 b2, a2 b1+ a1 b2� -
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formule voor de Cartesischecoördinaten,

3.Verm. �a1+ b1 Â � �a2+ b2 Â � = �a1 a2 - b1 b2) + Â

(a2 b1+ a1 b2) - formule voor de derdegedaante.

Een belangrijke opmerking: om de notatie van de goniometrische gedaante van een complex getal

z � r �cos� � 	 sin� � een beetje "in tekorten", wordt er een speciaalsymboolgebruikt voor cos� + 	 sin�.

Aangezien de hoek, waarvan we de sinus en cosinus nemen,dezelfde is,kunnen wecos� + 	 sin� tot één

symboolsamentrekken. Men gebruikt daarvoor hetsymbool‰ � �
. Voorlopiggaan we datgewoon als

symboolbehandelen - als iets wat ons leven gemakkelijkmaakt. We vervangen immers10karakters door3

karakters - serieuze besparing bij het typen! Latergaan we zien hoe praktischdeze notatie is in sommige

toepassingen. Jullie gaan ook zien - indien jullie verderwiskunde willen studeren - dat het geen toeval is, dat

men juist datsymbool(dat ons toch zo sterkdoet denken aan de exponentiële functie! Klik hierop om iets

meer over de exponentiele functie tevinden.) gebruikt. Voorlopiggaan we ons tevreden stellen met devierde

mogelijkenotatie van decomplexegetallen:

4.z � r � � �

En de formule voor het vermenigvuldigenkunnen we (opbasis van de formule voor de goniometrische

voorstelling) als volgt opschrijven:

4�Verm. r1 ��
� �1 r2 �

� �2 � r1 �r2�
� ��1��2�

Belangrijke opmerking voor deingenieurs:

Dezenotatie wordtveel gebruikt in de elektronika - bij de beschrijving van de wisselstroom.

Opgave voor destudenten:

Kijk zelf na dat de definitie van het vermenigvuldigen van complexegetallen (die de reële getallen omvatten,

nl. alle getallentype (a,0)) opnieuw het product van reële getallen oplevert. Dus - de nieuwe

vermenigvuldiging is een uitbreiding van de vermenigvuldiging van reële getallen.

Nu kan je zelf een beetje oefenen: vermenigvuldigen met een gegeven complexgetal (2, 0.9), het gelepunt.

Het punt dat jij kiest(door de getallen in "maalCartesisch[-3,4]" door de zelfgekozen getallen-coördinaten

te vervangen) is blauw, het resultaat van het vermenigvuldigen is groen.

Merk op dat de hoek tussen de blauwe en de groenestraal altijddezelfde is (gelijk aanArg[(2,0.9)] - zie de

tweerode bogen op de tekening) - ongeacht de keuze van coördinaten! Ook de verhouding tussen de lengte

van de straal van het product (de "groene" straal dus) en de lengte van de straal van hetdoor jou gekozen

getal (de "blauwe"straal) is constant, gelijk aanAbs[(2,0.9)]=2.19317- zie berekening in de gesloten cel

hieronder. Dat wil zeggen, dat de "groene" straal altijd eenbeetjemeer dantweemaal langer is dan de

"blauwe"straal - ook ongeacht de coördinatenkeuze!

Je ziet dus duidelijk dat het vermenigvuldigen met een vastcomplex getal de samenstelling is van een rotatie

overzijn argument (tegen deklokwijzers) en homothetie met de verhouding gelijk aanzijn modulus.

(door de cel open te klikken kan je de programmatie bekijken).
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Sqrt �2^2 � �0.9 �^2�

2.19317

Clear �g2, maalCartesisch �;

g2�x_, y_ � : � ��Hue�.3 �, PointSize �0.03 �, Point ��2 x � .9 y, 2 y � .9 x ���,

�Hue�.3 �, Line ���0, 0 �, �2 x � .9 y, 2 y � .9 x ����,
�Hue�.1 �, PointSize �0.03 �, Point ��2, .9 ���,
�Hue�.1 �, Line ���0, 0 �, �2, .9 ����,

�Hue�0�,
Circle ��0, 0 �, 1.5, �0, ArcSin �.9 �Sqrt �2^2 � �.9 �^2�����,

�Hue�.5 �, PointSize �0.03 �, Point ��x, y ���,

�Hue�.5 �, Line ���0, 0 �, �x, y ����,
�Hue�0�, Circle ��0, 0 �, 1.5,

�If �x � 0, 1, 0 � N�Pi � � If �x � 0, �1, 1 � ArcSin �y �Sqrt �x^2 � y^2 ��,
If �2 x � .9 y � 0, 1, 0 � N�Pi � � If �2 x � .9 y � 0, �1, 1 �

ArcSin ��2 y � .9 x � �Sqrt ��2 x � .9 y �^2 � �2 y � .9 x �^2�����

�

maalCartesisch �x_, y_ � : � Show�Graphics �g2�x, y ��,
Axes �� True, AspectRatio �� Automatic,

PlotRange �� ���10, 10 �, ��10, 10 ���

maalCartesisch ��3, 4 �

-10 -7.5 -5 -2.5 2.5 5 7.5 10

-10

-7.5

-5

-2.5

2.5

5

7.5

10

-Graphics-

� Het optellen

Nu we het vermenigvuldigen van de complexegetallen gedefinieerd hebben,gaan wedoornaar hetoptellen.

De som van de complexegetallen gaan wegewoondefinieren als de som van vectoren (de

parallellogram-regel). Zie tekening.

�a1, b1� � �a2, b2� � �a1� a2, b1� b2� - optellen van coördinaten - reële getallen dus - bij mekaar.

(door de cel open te klikken kan je de programmatie bekijken).
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Clear �tekeningPlus �

tekeningPlus �a1_, b1_, a2_, b2_ � : �
Show�Graphics ���Hue�.5 �, PointSize �0.04 �, Point ��a1, b1 ���,

�Hue�.1 �, PointSize �0.04 �, Point ��a2, b2 ���,

�Hue�0�, PointSize �0.04 �, Point ��0, 0 ���,
�Hue�.3 �, PointSize �0.04 �, Point ��a1 � a2, b1 � b2���,
�Hue�.7 �, Line ���0, 0 �, �a1, b1 ����,

�Hue�.9 �, Line ���0, 0 �, �a2, b2 ����,
�Hue�.9 �, Line ���a1, b1 �, �a1 � a2, b1 � b2����,

�Hue�.7 �, Line ���a2, b2 �, �a1 � a2, b1 � b2����,
�Hue�0�, Line ���0, 0 �, �a1 � a2, b1 � b2����,
�Text �

FontForm �"\ �\ �z\ 	1\ �", �"Courier �Bold", 16 ��, �a1 � 0.2, b1 � 0.2 ���,
�Text �

FontForm �"\ �\ �z\ 	2\ �", �"Courier �Bold", 16 ��, �a2 � 0.2, b2 � 0.2 ���,

�Text �FontForm �"\ �\ �z\ 	1\ ��\ �\ �z\ 	2\ �",
�"Courier �Bold", 16 ��, �a1 � a2 � 0.2, b1 � b2 � 0.2 ���

��,

Axes �� True, AspectRatio �� Automatic �

tekeningPlus ��1, 2, �8, 2 �

-8 -6 -4 -2

1

2

3

4

z1z2

1+z2

-Graphics-

Het optellen van de reële getallen verandert op die manier natuurlijk niet.

Opgave voor destudenten:

Kijk zelf na dat de definitie van het optellen van complexegetallen (die de reële getallen omvatten - alle

getallentype (a,0)) opnieuw de som van reële getallen oplevert. Dus - de nieuwe optelling is een uitbreiding

van de optelling van reële getallen.

ComplexNumbers10_12_00.nb 13



� Vergelijking van de structuur van de complexe getallen en reële
getallen - het lichaam.

In het vorige hoofdstuk hebben we kennis gemaakt met het begrip"complex getal" en hebben we verschillende

gedaanten van complexegetallen leren kennen.Complexe getallenkunnenvoorgesteld worden alspunten van

het vlak - met het optellen als vectoren (wat op het optellen van coördinaten neerkomt) en het vermenigvuldigen

als samenstelling van een rotatie en homothetie. Jullie hebben inbeide gevallengezien, dat de bewerkingen die

we gedefinieerd hebben voor complexegetallen, uitbreidingen zijn van de analoge operatiesvoor de reële

getallen. Maar... het zou leuk zijn om teweten of ze ook dezelfde eigenschappen hebben als de bewerkingen op

reële getallen, die opzich een lichaam vormen.

Zoals iedereen weet,zijn datvolgende eigenschappen:

1. Eigenschappen van het optellen:

* commutativiteit: 
a,b�� a + b = b + a
* associativiteit: 
a,b,c�� a + (b + c) = (a + b) + c

2. Eigenschappen van de vermenigvuldiging:

* commutativiteit: 
a,b�� a b = b a
* associativiteit: 
a,b,c�� a (b c) = (a b) c

3. Eigenschappen die detwee bewerkingen verbinden:

* distributiviteit van het vermenigvuldigen ten opzichte van het optellen:
a,b,c�� a (b + c) = a b + a c

We zullen nagaan ofhetzelfde geldt voor complexegetallen - arithmetisch en grafisch. Dat is evident op basis

van de definitie zelf en van de eigenschappen van de reële getallen. We checken dat even met behulp van de

"Mathematica"-functie "ComplexExpand". In hethuidig tijdperkworden we dikwijls aan genade of ongenade

van ons software overgeleverd. Wegaan uiteraard van uit dat "Mathematica"feilloos wiskundekent. Als je ze

tochnietbetrouwt, kan je alles zelf uitreken - in dit geval heb je nog ten minste de keuze...

ComplexExpand �a1 � b1 � � a2 � b2 ��

a1 + a2 + I b1 + I b2

ComplexExpand �a2 � b2 � � a1 � b1 ��

a1 + a2 + I b1 + I b2

We krijgentweekeer hetzelfde resultaat. Het optellen vancomplexegetallen is commutatief.

ComplexExpand �a1 � b1 � � �a2 � b2 � � a3 � b3 ���

a1 + a2 + a3 + I b1 + I b2 + I b3

ComplexExpand ��a1 � b1 � � a2 � b2 �� � a3 � b3 ��

a1 + a2 + a3 + I b1 + I b2 + I b3

We krijgentweekeer hetzelfde resultaat. Het optellen vancomplexegetallen is associatief.

ComplexExpand ��a1 � b1 �� �a2 � b2 ���

a1 a2 + I a2 b1 + I a1 b2 - b1 b2

ComplexNumbers10_12_00.nb 14



ComplexExpand ��a2 � b2 �� �a1 � b1 ���

a1 a2 + I a2 b1 + I a1 b2 - b1 b2

We krijgen...weeral tweekeer hetzelfde resultaat. Het vermenigvuldigen vancomplexegetallen is commutatief.

ComplexExpand ��a1 � b1 �� ��a2 � b2 �� �a3 � b3 ����

a1 a2 a3 + I a2 a3 b1 + I a1 a3 b2 - a3 b1 b2 + I a1 a2 b3 - a2 b1 b3 - a1 b2 b3 - I b1

ComplexExpand ���a1 � b1 �� �a2 � b2 ��� �a3 � b3 ���

a1 a2 a3 + I a2 a3 b1 + I a1 a3 b2 - a3 b1 b2 + I a1 a2 b3 - a2 b1 b3 - a1 b2 b3 - I b1

Hoe zou dat anders... - we krijgenweeral tweekeer hetzelfde resultaat! Het begint al echt eenbeetje monotoon

te worden. En de verwachte conclusie: Het vermenigvuldigen van complexegetallen is assotiatief.

ComplexExpand ��a1 � b1 �� �a2 � b2 � � a3 � b3 ���

a1 a2 + a1 a3 + I a2 b1 + I a3 b1 + I a1 b2 - b1 b2 + I a1 b3 - b1 b3

ComplexExpand ��a1 � b1 �� �a2 � b2 �� � �a1 � b1 �� �a3 � b3 ���

a1 a2 + a1 a3 + I a2 b1 + I a3 b1 + I a1 b2 - b1 b2 + I a1 b3 - b1 b3

En? Kan je zelfraden wat het resultaat is? Natuurlijk kan je dat![voor het zekerste - het antwoord voor de meest

onzekere onder ons: De distributiviteit geldt ookvoor complexegetallen :-) ]

Probeer dat ook grafisch aan tetonen. Doorhierop te klikken vind je de oplossing van de opgave.

LICHAAM

( M ; + , x , 0 , 1 ) [ een verzamelingM met twee bewerkingen: +: M x M �M (plus) en x: M x M�M
(maal) en mettweeneutrale elementen tov die bewerkingen ]heet lichaam als:

1. Plus iscommutatief, dwz 
a,b�M a + b = b + a
2. Plus isassociatief, dwz 
a,b,c�M a + (b + c) = (a + b) + c
3. 0 is hetneutrale element tov de bewerking "+", dwz 
a�M a + 0 = a
4. Elk element vanM heeftzijn inverse tov plusin M, dwz 
a�M 
a'�M a + a' = 0
5. Maal iscommutatief, dwz 
a,b�M a x b = b x a
6. Maal isassociatief, dwz 
a,b,c�M a x (b x c) = (a x b) x c
7. 1 is hetneutrale element tov de bewerking "x", dwz 
a�M a x 1 = a

8. Elk verschillend van nul element vanM heeftzijn inverse tovmaalin M, dwz

a�M [ a � 0 � (
a''�M a x a'' = 1) ]

9. Maal isdistributieften opzichte van plus, dwz 
a,b,c�M a x (b + c) = a x b + a x c

[ terugnaar detekst van het notebook ]

We hebben dusdaarnet bijna aangetoond datdeverzamelingvancomplexegetallenmetde
bewerkingenplusenmaalaandealgemenedefinitievanhetLICHAAM voldoet.
Dat lichaamwordt"het lichaam� vandecomplexegetallen"genoemd.(het neutraal
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element is(0,0) en het eenheidselement is(1,0) - waarom?). Om het bewijs te voltooien, moet men nog voor

elk getal z=(a,b) zijn multiplicatief invers en detegengestelde vinden.Tracht zezelf uit te rekenen. Als het

niet lukt, kan je deoplossing van die opgave consulteren.

Je vind ze door op dat stukjeblauwe tekst teklikken.

Meer daarover - en ook over de algebra's van dequaternionen en de octaven - ga je in een van de volgende

notebookskunnen lezen.

� Complexe functies

� Inleiding

We kunnen al optellen en vermenigvuldigen de verzameling van decomplexegetallen. Dan kunnen we

automatisch ook aftrekken (optellen van een tegengestelde van een vector) en delen (vermenigvuldigen met het

invers element voor de vermenigvuldiging). Bij het delen worden destraallengtes gedeeld en de argumenten

afgetrokken. Machtsvercheffing is een meervoudige vermenigvuldiging - datkennen we dus ook al. Tochwordt

dat nog evenapartbesproken. Worteltrekken wordt ook besproken in dit hoofdstuk.

� Machtsverheffing

Bij het vermenigvuldigen van complexegetallen, worden hun moduli met mekaar vermenigvuldigd, en de

argumenten opgeteld. Datweet je al. Hoegaat de machtsverheffing er dan uitzien?

Om het kwadraat van het getalz = r (cos� + 	 sin�) uit te rekenen, moeten we dit getal met zichzelf

vermenigvuldigen. De tweegetallen die we dan met elkaar vermenigvuldigen,hebben dus dezelfde modulus

en hetzelfdeargument.

z2 = (r r) (cos(�+�) + 	 sin(�+�)) = r2(cos2� + 	 sin2�)

z3 = z z2 = (r r 2 ) (cos(�+2�) + 	 sin(�+2�)) = r3(cos3� + 	 sin3�)

Een simpele inductie (schrijf als oefening exact het inductiebewijsuit. Als het niet lukt, consulteer de

oplossing. Klik op dat stukje blauwe tekst om ze tevinden.) toont, datvoor elknatuurlijk getal n geldt:

@r Hcos� � � sin�LDn = r n(cosn� + � sinn�)

Dezebelangrijke formule is gekend als de"formule van de Moivre"en helpt ons om heelgemakkelijk

machten van complexegetallen te vinden.

Deze formulelaat ons ook toe ombijvoorbeeld de formules voorcosn� en sinn� te vinden (uitgedrukt in

termen vancos� en sin�). Hoe?

cosn� + � sinn� = �cos� � � sin� �n

Als we nu het rechterlid kunnen uitrekenen en zijn reëel en imaginairdeel aanduiden, is onzeopgave

opgelost:

het reële deel van het rechterlid van de gelijkheid moet immers gelijkzijn aan het reëledeel van hetlinkerlid
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- en dat iscosn�!

analoog - hetimaginairedeel van het rechterlid van de gelijkheid moet gelijkzijn aan het imaginairedeel van

het linkerlid - en dat issinn�!

Gebruik het programma hieronder om de formulesvoor cosn� en sinn� voor verschillenden te vinden.

Het programma helpt ons namelijk het reële en imaginairedeel van het rechterlid van de gelijkheid te vinden.

Vervang de rode3 in het programma door een zelfgekozen waarde vann.

Clear �f, formuleCos, formuleSin �;

f �n_� : � Expand ��Cos�x� � � Sin �x��^n�

formuleCos �n_� : � ComplexExpand �Re�f �n���
formuleSin �n_� : � ComplexExpand �Im�f �n���

f �3�
formuleCos �3�

formuleSin �3�

3 2 2 3
Cos[x] + 3 I Cos[x] Sin[x ] - 3 Cos[x] Sin[x] - I Sin[x]

3 2
Cos[x] - 3 Cos[x] Sin[x]

2 3
3 Cos[x] Sin[x] - Sin[x]

Het resultaat van de berekening hierboven is:

cos3� = �cos� �3 - 3 cos� �sin� �2

sin3� = 3 �cos��2 sin� - �sin� �3

Die formuleskunnensoms heelnuttig zijn en je kan ze altijdgemakkelijk afleiden uit de formule van de

Moivre.

Op die manier kan je nogveelandere goniometrische formules vinden -maar dat is eenonderwerp voor een

andernotebook.
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� Wortels

Voor elknatuurlijk getal n>1 geldt: ELK complex getal (behalvenul) heeft PRECIESn
VERSCHILLENDE n-de machtswortels. Die liggen op de cirkel met(0,0) als het middelpunt en straal

gelijk aan
�������	z	n

: die punten zijn de hoekpunten van een regelmatigen-hoek.

Waarom? - kan je vragen.
Het kan niet anders - worteltrekken is immers deomgekeerde bewerking van de machtsverheffing. Als we

naar den-de machtswortels vanz = r (cos� + 	 sin�) zoeken, moeten we een soort "omgekeerde de Moivre

- principe" toepassen:

We zoeken het getalw dat aan de vergelijkingwn � z voldoet.

We zien onmiddellijk dat 	w	 = �������	z 	n
.

En het argument?

Een goedekandidaat is zeker�ÅÅÅÅÅÅn , want �
ÅÅÅÅÅÅn n=�.

Maar � � 2�
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅn n=�+2� heeft dezelfdecos en sin als � (wegens de2 � - periodiciteit van die

functies), dus het getal met de argument� �2�
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅn voldoet ook aan de voorwaarde.

� � 4�
ÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅÅn n=�+4� ook...

Op die manier krijgen we exactn verschillende wortels vanz!

����
z

n
�

������
»z »

n
(cos[��2 k�

�������������������n ]+ � sin[ ��2k�
�������������������n ]) voor k=0,1,...,n-1

Op de tekening hieronder zie je een illustratie van de ligging van dezevendemachtswortels van1.
Het argument van de eerste wortel is nul en ze liggen allemaal op de eenheidscirkel.

In geval van zevendemachtswortels van eenandercomplex getalz verschillend van nul zou de tekening heel

gelijkaardig zijn. De regelmatigeveelhoek zoualleen maar geroteerd zijnover de hoekArg[z]/7 tegen de

klokwijzers in enzijn hoekpunten zouden liggen op een cirkel met straal
�������	z 	7

.

De n-de machtswortel van1 met argument 2�
����������n wordt dikwijls w1 (of �1� genoemd, de wortel met

argument 4�
����������n is w2, ... , de wortel met argument2 �n�1� �

���������������������������n is wn�1.

Merk op, datwi � w1
i voor i=0 ,1 ,2 ,...,n-1. De modulus is overal1, en de argumenten nemen in

tegenwijzerszin telkens toe met2�����������n - we herkennen onmiddellijk de definitie van het vermenigvuldigen met

w1! Dit is ook heel duidelijk te zien op de tekening hieronder.

Experimenteer daar gerustzelf mee! Door de rode "7" te vervangen door eenander natuurlijk getaln en de

tweecellen hieronder te evalueren, krijg je de tekening van allen-de machtswortels van1 van de door jou

gekozengraad n.

Als je wil, kan je ook het programma in de gesloten cel hieronder bekijken.
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�� Graphics`Arrow`

Clear �eenheidswortels �

eenheidswortels �n_� : � Show�	�Graphics �
Table ��Hue�0�, Arrow ��0, 0 �, �Cos�x�, Sin �x����, �x, 0, 2 Pi, 2 Pi � n����,

�Graphics �Table �
�Hue�0�, PointSize �0.03 �, Point ��Cos�x�, Sin �x����, �x, 0, 2 Pi, 2 Pi � n����,

�Graphics ��Hue�0.3 �, Circle ��0, 0 �, 1 ����,

�Graphics ��Hue�0.7 �, Circle ��0, 0 �, .3, �0, 2 Pi � n�����,

	Graphics �	Hue�0.7 �, Text �

FontForm �"
2 �

����������

n
", �"Courier �Bold", 18 �
, �0.5 Cos �� � n�, 0.5 Sin �� � n��
�
�,

�Graphics ��Hue�0�,
Text �FontForm �"w1", �"Courier �Bold", 18 ��, �Cos�2 � � n�, Sin �2 � �n� � .2 �����,

�Graphics ��Hue�0�, Text �
FontForm �"w2�w1

2", �"Courier �Bold", 18 ��, �Cos�4 � � n�, Sin �4 � � n� � .2 �����,
�Graphics ��Hue�0�, Text �

FontForm �"w3�w1
3", �"Courier �Bold", 18 ��, �Cos�6 � � n�, Sin �6 � � n� � .2 �����,

�Graphics ��Hue�0�, Text �FontForm �"...en zo voort", �"Courier �Bold", 12 ��,

�Cos�6 � � n�, Sin �6 � �n� � .35 ������,

PlotRange �� All, AspectRatio �� Automatic,

Axes �� True 


eenheidswortels �7�
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���������
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w2=w1
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w3=w1
3

...en zo voort

-Graphics-

Je kan er ook zelf mee spelen - enn-de machtswortels van willekeurige complexegetallen vinden. Je kan

daarvoor het programma hieronder gebruiken. Vervang dedrierode argumenten[ r , � , n ] van functie

"wortels" door de zelf gekozengetallen. Wat is de betekenis van die argumenten?:

* het eerste getal is modulus van het complex getal (waarvan je de wortels wil vinden)

* het tweedegetal is het argument van ditcomplex getal (inradialen. Niet vergeten:�/2 is ongeveer1.5708)
* het derde getal is de macht van dewortels.

Het programma toont het complex getalz=(r,�) dat je gekozen hebt (in het roos) enalle n-de machtswortels
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van dit getal (in het rood) : de wortels vormen de hoekpunten van een regelmatigen-hoek met middelpunt

(0,0) en liggen op de cirkel met straal
����r
n

. De groene cirkel (eenheidscirkel) werd getekend om delink met

het vorige voorbeeld teschetsen. Je mag ook gerustr=1 kiezen en kijken wat er dan gebeurt!

De hoek tussen de eerste rode pijl in het eerste kwadrant en de positieverichting van dex-as is gelijk aan �
����n .

Dat is die rotatiehoek waarover er sprake was bij het vorige voorbeeld.

(door de cel open te klikken kan je de programmatie bekijken).

�� Graphics`Arrow`

Clear �wortels �;

wortels �r_, �_, n_ � : � 	�Graphics �Table ��Hue�0�,

Arrow ��0, 0 �, �r^ �1 � n� Cos�x�, r^ �1 � n� Sin �x����, �x, � � n, 2 Pi, 2 Pi � n����,

�Graphics �Table ��Hue�0�, PointSize �0.03 �,
Point ��r^ �1 � n� Cos�x�, r^ �1 � n� Sin �x����, �x, � � n, 2 Pi, 2 Pi � n����,

�Graphics ��Hue�0.3 �, Circle ��0, 0 �, 1 ����,

�Graphics ��Hue�0.9 �, Circle ��0, 0 �, r ����,
�Graphics ��Hue�0.9 �, �PointSize �0.03 �, Point ��r Cos ���, r Sin ���������,
�Graphics ��Hue�0.9 �,

Text �FontForm �"z", �"Courier �Bold", 18 ��, �r Cos ���, r Sin ��� � .3 �����,
�Graphics ��Hue�0�, Circle ��0, 0 �, r^ �1 � n�����,

�Graphics ��Hue�0.9 �, Arrow ��0, 0 �, �r Cos ���, r Sin ��������,
�Graphics ��Hue�0.7 �, Circle ��0, 0 �, .3, �� � n, �� � 2 Pi �� n�����,

	Graphics �	Hue�0.7 �, Text �FontForm �"
2 �
����������

n
", �"Courier �Bold", 14 �
,

�0.5 Cos ��� � �� � n�, 0.5 Sin ��� � �� � n��
�
�,

	Graphics �	Hue�.6 �, Arrow ��2, 1 �, �0.7 Cos �� � n�, 0.7 Sin �� �n���,

Text �FontForm �"
�
�����

n
", �"Courier �Bold", 18 �
, �2, 1 �
�
�,

�Graphics ��Hue�.6 �, Circle ��0, 0 �, .7, �0, � �n������

Show�wortels �2, 0.8 , 5�, PlotRange �� All, AspectRatio �� Automatic, Axes �� True �

-2 -1 1 2
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z

2 π
��������

n

ϕ
�����
n

-Graphics-
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Als we de som van allewortels van1 van een bepaaldemacht willen uitrekenen, constateren we rap (opbasis

van de informatie over het verband tussen dew1 en de rest van dewortels van1 en gebruikmakende van de

formule voor de som van de geometrische reeks), dat die NUL is voorn>1:

1 + w1
2
� w1

3
� ... � w1

n�1
�

w1
n
�1

��������������������w1 �1 = 1�1
������������������w1 �1 = 0 - w1

n is immers gelijk aan1.

Zou dat geen meetkundige interpretatiehebben?

Hieronder zie je het grafischbewijs van hetzelfdefeit (voor n=5, wantvoor groteren is de tekening minder

overzichtelijk).

Een opmerking: de hele redenering steunt op de eigenschappen van regelmatige veelhoeken.
We moeten bewijzen dat de som van de wortels van1 (de "dikke" vectoren op de tekening) nul is.

We weten, dat de som van de vectoren die een regelmatige veelhoek vormen nul is (de som van de vectoren

die "toekomen" in de plaats van hun "vertrek" - de totale verplaatsing isnul). Weverschuiven die vectoren tot

(0,0) en merken op, dat ze tesamen een sterreachtig "skelet" vormen dat na een rotatieover een hoek (de

"zwarte") met het "skelet" van den-de machtswortels van1 samenvalt. De vectorlengtes in beide "skeletten"

zijn verschillend (gelijk enkel in hetgeval vann = 6), maar allevectoren van elke groepapart zijn onder

mekaar evenlang. De som van allevectoren van een van die groepen isnul, dushetzelfde geldt ook voor de

tweedegroep. Einde bewijs.

Alle hoeken op de tekening (behalve de "zwarte" hoeken)zijn onderling gelijk. Zehebben verschillende

kleuren om je de aparte parallelle verplaatsingen te helpenvolgen.

Een raad: kijk apartnaar deelementen van de tekening die onderlingdezelfde kleur hebben.

Eenopmerking: een andere meetkundige interpretatie van hetzelfde feit steunt op dat het zwaartepunt van de

veelhoek op detekening zich in(0,0) bevindt (allen symmetrieassen van de veelhoek snijdenmekaar in

(0,0)). De formule voor coördinaten van hetzwaartepunt van een puntenverzameling (alle puntenworden

verondersteld hetzelfde "gewicht" te hebben) is "de som van de coördinaten vanalle punten van die

verzameling gedeeld door hetaantal punten". In ditgeval betekent dat precies dat de som vanalle n-de

machtswortels van1 nul is!
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�� Graphics`Arrow`

Clear �n, veelhoek, stralen, straaltjes, bogen1, bogen2, bogen3 �;

n � 5;

veelhoek : � Table ��Hue��x � 6� � 10�,
Arrow ��Cos�x�, Sin �x��, �Cos�x � 2 Pi � n�, Sin �x � 2 Pi � n����, �x, 0, 2 Pi, 2 Pi � n��

stralen : � Table ��Thickness �0.013 �,

Hue��x � 6�� 10�, Arrow ��0, 0 �, �Cos�x�, Sin �x����, �x, 0, 2 Pi, 2 Pi �n��
straaltjes : � Table ��Hue��x � 6� � 10�, Arrow ��0, 0 �,

�Cos�x � 2 Pi � n� � Cos�x�, Sin �x � 2 Pi �n� � Sin �x����, �x, 0, 2 Pi, 2 Pi � n��
bogen1 : � Table ��Thickness �0.01 �, Hue ��x � 2 Pi � n � 6� � 10�,

Circle ��0, 0 �, 0.3, �x, x � Pi � 2 � Pi �n���, �x, 2 Pi � n, 2 Pi � 2 Pi � n, 2 Pi � n��

bogen2 : � Table ��Thickness �0.01 �, Hue ��x � 2 Pi � n � 6� � 10�,
Circle ��Cos�x�, Sin �x��, 0.3, �x � Pi, x � 3 Pi � 2 � Pi � n���,
�x, 2 Pi � n, 2 Pi � 2 Pi � n, 2 Pi � n��

bogen3 : � Table ��Thickness �0.01 �,
Circle ��0, 0 �, 0.4, �x � Pi � 2 � Pi � n, x � 2 Pi � n���, �x, 0, 2 Pi, 2 Pi � n��

Show�Graphics �

�veelhoek, stralen, straaltjes, bogen1, bogen2, bogen3, Circle ��0, 0 �, 1 ���,

PlotRange �� All, AspectRatio �� Automatic, Axes �� True �
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-Graphics-

Kijk tenslotte eens wat de functief[z]=2z2 doet met de zevendemachtswortels van1! (7 kleuren op de

eenheidscirkel. De beelden hebben identieke kleur en liggen op cirkel metstraal2). Zie je dat ze geen van de

wortels (behalve1 zelf) op een getal met hetzelfde argumentafbeeldt? (zie kleuren - dedrie pijlenwerden

getekend voor de overzichtelijkheid). Dat betekent veel meer dan men zoukunnen denken -heeft verband met

de getallentheorie (begrippen zoals relatief priem,grootste gemene deler), groepentheorie (generatoren van

groepen, cyclischegroepen)... - dat gaat zeker ook eenonderwerpzijn van anderenotebooks!
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�� Graphics`ArgColors`

�� Graphics`Arrow`

Clear �kleuren, punten, coords, complex �;

coords �z_� : � �Re�z�, Im �z��

complex ��a_, b_ �� : � a � b �

kleuren �set_List � : � Table �ArgColor �set ��j ���, �j, Length �set ���;

punten �set_List � : �
Table ��PointSize �0.02 �, Point �coords �set ��j �����, �j, Length �set ���;

Clear �n�;

n � 7; set1 � 

� Range�n� 2 �
������������������������������������������n ;

Clear @f D;

f @z_D : = 2 z^2

Show@8Graphics @Transpose @8kleuren @set1 D, punten @set1 D<DD,
Graphics @Transpose @8kleuren @set1 D, punten @f @set1 DD<DD,

Graphics @8Thickness @0.01 D, Arrow @81, 0 <, 82, 0 <D<D,

Graphics @Arrow @8Cos@2 Pi ê nD, Sin @2 Pi ê nD<, 82 Cos@4 Pi ê nD, 2 Sin @4 Pi ênD<DD,
Graphics @Arrow @8Cos@4 Pi ê nD, Sin @4 Pi ê nD<, 82 Cos@8 Pi ê nD, 2 Sin @8 Pi ênD<DD<,
PlotRange → 88−2.2, 2.2 <, 8−2.2, 2.2 <<, AspectRatio → Automatic, Axes → True D
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2

-Graphics-

Er is nog veel te vertellen over de wortels van complexegetallen - als je dat onderwerp leuk vond, kan jenaar

uitbreidingen in de nieuwenotebooks zoeken!

ComplexNumbers10_12_00.nb 23



� Kennismaking met de werking van enkele complexe functies. Voorbeeld- en
Oefengedeelte.

� Inleiding

Nu stellen wevoor dat jijzelf probeert teexperimenteren met de complexe functies. Met functies die complexe

getallen op complexegetallen afbeelden. Je kanzien, hoe ze hetcomplexe vlakveranderen.

Een raad:voordat je iets aan denotebookverandert, sla je de oorspronkelijke versie onder een anderenaam

op, zodat dat je altijd de originele versie kan consulteren.

1. Teken een willekeurige puntenverzameling in het lege coördinatenstelsel hieronder.

Hoe?- klik op het coördinatenstelsel. Nadat het geactiveerd is, teken je jouw puntenverzameling met de muis
(tegelijkertijd Ctrl ingedrukt houden). Copieer de verzameling door onmiddellijk Ctrl+c ("Copy") in te
drukken en plak ze na de komma in " setStudent = Map [ complex ,�] ;" met Ctrl+v ("Paste").

2. Nu kan je checken hoe verschillende functies op je puntenverzameling werken. Om dat te bekijken, kan je

de functies van de voorbeeldenhieronder gebruiken (vervang de rode plaatsen in de programmatie door

setStudenten evalueer cellen). Als je de verzameling van de argumentennaast de verzameling van debeelden

wil zien, kiesvoor "GraphicsArray".

Opgave:

Welkemeetkundige transformaties corresponderen met:

zØ a z
zØ z + b
zØ a z + b
zØ z2

zØ 1
�����z

zØ Conjugate[z]
zØ 1

���������������������������������Conjugate�z�

waar a en b vaste complexegetallen zijn. Gebruik de grafischemethode die hierboven beschreven is om dit

vraagstuk op te lossen. Antwoorden kan je verder in de notebookvinden - er worden verschillende

voorbeelden besproken.
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�� Graphics`ArgColors`

Clear �kleuren, punten, coords, complex �

coords �z_� : � �Re�z�, Im �z��

complex ��a_, b_ �� : � a � b �

kleuren �set_List � : � Table �ArgColor �set ��j ���, �j, Length �set ���;

punten �set_List � : �

Table ��PointSize �0.02 �, Point �coords �set ��j �����, �j, Length �set ���;

puntenKlein �set_List � : �

Table ��PointSize �0.01 �, Point �coords �set ��j �����, �j, Length �set ���;

Plot �0, �x, �4, 4 �,
AspectRatio � Automatic, Axes � True, PlotRange � ���5, 5 �, ��5, 5 ���

setStudent � Map�complex, �;
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-Graphics-

Hieronder, in de gesloten cel (die jeniethoeft open te klikken - het is geen interessanteervaring...), kan je de

coördinaten van alle punten van de verzamelingset1vinden. Set1 is eenbloem (OK, dat was tenminste de

bedoeling...) met vier blaadjes - elk in eenander kwadrant. Alle punten van de verzameling zijn gekleurd -

dat vergemakkelijkt het onderzoeken van het gedrag van de functies die we straksgaan analyseren - de

functiewaardengaan namelijkprecies dezelfde kleuren krijgen als hunargumenten. Als je later je eigen

puntenverzameling tekent, om nog beter de werking van de functies tekunnen begrijpen, gaan al de punten

van die verzameling ook gekleurd zijn. "Mathematica" rekent hun coördinaten uit.

� De eerste reeks vanvoorbeelden illustreren de werking van de functies van het typez� a z + b.
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In het eerste voorbeeld,f[z]=z(0.3+1.4 	 )-2.3-2.7	 , wordenalle punten van onze set1 eerst geroteerd om

(0,0) over de hoekArg[(0.3,1.4)] - je kan die hoek zelf uitrekenen volgens de formule die je kan vinden door

het klikken op die tekst - en de moduli worden vergroot door het vermenigvuldigen metAbs[(0.3,1.4)], die je

ook kan uitrekenen volgens de formule (te vinden door deblauweletters aan te klikken). Nadien wordt het

resultaat van dezetweetransformaties (rotatie en homothetie) verschovennaar hetderde kwadrant: een

translatieover de vector[-2.3,-2.7].
Analyseer volgende twee voorbeelden opgelijkaardige manier.

(door de cel open te klikken kan je de programmatie bekijken).

Clear �f �

f �z_� : � z �0.3 � 1.4 �� � 2.3 � 2.7 �

Show��Graphics �Transpose ��kleuren �set1 �, punten �set1 ����,
Graphics �Transpose ��kleuren �set1 �, punten �f �set1 ������,

PlotRange � ���5, 5 �, ��5, 5 ��, AspectRatio � Automatic, Axes � True �
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Het tweede voorbeeld van de eerste reeks isf[z]=z (0.3+1.4 	 )+1.9+2.1 	

Clear �f �

f �z_� : � z �0.3 � 1.4 �� � 1.9 � 2.1 �

Show��Graphics �Transpose ��kleuren �set1 �, punten �set1 ����,

Graphics �Transpose ��kleuren �set1 �, punten �f �set1 ������,
PlotRange � ���5, 5 �, ��5, 5 ��, AspectRatio � Automatic, Axes � True �
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En het laatste voorbeeld...f[z]= 	 z+2+2 	

Clear �f �

f �z_� : � � z � 2 � 2 �

Show��Graphics �Transpose ��kleuren �set1 �, punten �set1 ����,
Graphics �Transpose ��kleuren �set1 �, punten �f �set1 ������,

PlotRange � ���5, 5 �, ��5, 5 ��, AspectRatio � Automatic, Axes � True �
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¯ De tweede reeksvoorbeelden illustreert de werking van de functies van het typez� zn.

Het eerste voorbeeld:f[z]=z2.

Je weet reeds wat er gebeurt bij het verheffen tot de tweedemacht - Arg[f[z]]=2 Arg[z] en

Abs[f[z]]= �Abs
z��2 - het argument van eencomplex getal wordt dus verdubbeld en de straallengte

vermenigvuldigd met zichzelf.
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Bekijk eens aandachtig het gedrag van de argumenten (set1 - hetbloemetje dus)onder invloed van deze

functie - denkerraan datelke waarde van de functie dezelfde kleurkrijgt als het argument waarin die

functiewaarde berekend werd. Welkepuntenworden waar afgebeeld?

- de punten vanhet eerstekwadrant belanden inhet eerste en het tweedekwadrant

(kwadrantgrenzen:2 x 0 = 0 , 2 x �/2 = �)

- de punten vanhet tweedekwadrant belanden inhet derde en het vierdekwadrant

(kwadrantgrenzen:2 x �/2 = � , 2 x � = 2�)

- de punten vanhet derdekwadrant belanden inhet eerste en het tweedekwadrant

(kwadrantgrenzen:2 x � = 2� - op de cirkel equivalent met0 , 2 x 3�/2 = 3� - op de cirkel

equivalent met�)

- de punten vanhet vierdekwadrant belanden inhet derde en het vierdekwadrant

(kwadrantgrenzen:2 x 3�/2 = 3� - op de cirkel equivalent met� , 2 x 2� = 4� - equivalent met 2�).

Dat wil zeggen dat de functie het hele vlaktweekeer doorloopt. Elkpunt van het vlak is eenfunctiewaarde

voor2verschillende argumenten, zijn vierkantswortels.

Zo is het puntz=r(cos� + 	 sin�) functiewaarde (kwadraat dus) van getallen:

z1 �
����r (cos(�������2 ) + 	 sin( �������2 )) en z2 �

����r (cos(�������2 +�) + 	 sin( �������2 +�)).

Elk getal verschillend van nul heefttwee verschillende vierkantwortels! - zelfs de negatievegetallen. Let op

de "groene" en "donkerblauwe" argumenten die op deimaginaire as liggen. De functiewaardenvoor die

argumenten zijnnegatieve reële getallen!

In dit geval was het welhandiger (overzichtelijker) om de argumenten en de waarden van de functie optwee

aparte coördinatenstelselsvoor testellen (argumenten links, waarden rechts - ook hierhebben de argumenten

en de waarden voor dieargumentendezelfde kleur).

Clear �f �

f �z_� : = z^2

Show�GraphicsArray ��Graphics �Transpose ��kleuren �set1 �, punten �set1 ���,

AspectRatio −> Automatic, PlotRange −> ��−5, 5 �, �−5, 5 ��, Axes −> True �,
Graphics �Transpose ��kleuren �set1 �, punten �f �set1 ����, AspectRatio −> Automatic,

PlotRange −> ��−5, 5 �, �−5, 5 ��, Axes −> True ����
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Verzamelingset2- een krulletje. In de cel hieronder bevindenzich de coördinaten vanhaar punten. Ook dat

is niet erg interessant - jehoeft die celnietopen te klikken.

Het tweede voorbeeld van dereeks: f[z]=z3+2+2 	 - verheffing tot de derdemacht.Volgens onze

verwachtingen, werd het krulletje3 keer rond de oorsprong van het assenkruis gedraaid ennaar heteerste

kwadrant verschoven over de vector[2,2] .

Clear �f �

f �z_� : = z^3 + 2 + 2 �

Show�GraphicsArray ��Graphics �Transpose ��kleuren �set2 �, punten �set2 ���,
AspectRatio −> Automatic, PlotRange −> ��−5, 5 �, �−5, 5 ��, Axes −> True �,

Graphics �Transpose ��kleuren �set2 �, punten �f �set2 ����, AspectRatio −> Automatic,
PlotRange −> ��−5, 5 �, �−5, 5 ��, Axes −> True ����
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� Derde reeksvoorbeelden - betreffende een symmetrie(z� Conjugate[z]).

Conjugate[a+b	 ]=a-b 	 - dat is de definitie van de functie "Conjugate" of "toegevoegde". Jeziet dus ook

onmiddellijk, dat het argument en de functiewaarde symmetrisch liggen tegenover dex-as.Beeld en

argument hebben dezelfdex-coördinaat - dat wil zeggen dat beidepunten opdezelfde verticale rechteliggen.

Ze liggen wel langs verschillende kanten van dex-as (b en -b!) en op dezelfde afstand (	b	) van de x-as.

Ze voldoen dus aan de definitie vantwee symmetrischepunten ten opzichte van de as!Met behulp van de

complexegetallen kunnen we dus niet alleen rotaties en translatiesbeschrijven,maar ooksymmetrieën!

Kijk naar detekening of je dat ook kan zien. Je kan ook het gedrag van je eigen puntenverzameling onder de

werking van de functief onderzoeken door "set2" door "setStudent" te vervangen in het programma in de cel

hieronder.

Clear �f �

f �z_� : � Conjugate �z�

Show�GraphicsArray ��Graphics ��Transpose ��kleuren �set2 �, punten �set2 ����,
AspectRatio �� Automatic, PlotRange �� ���5, 5 �, ��5, 5 ��, Axes �� True �,

Graphics ��Transpose ��kleuren �set2 �, punten �f �set2 �����,
AspectRatio �� Automatic, PlotRange �� ���5, 5 �, ��5, 5 ��, Axes �� True ����

ComplexNumbers10_12_00.nb 29



-4 -2 2 4

-4

-2

2

4

-4 -2 2 4

-4

-2

2

4

Tweede voorbeeld - het beeld van de bloemset1 onderz�Conjugate[z]: de bloem wordt afgebeeld ophaar

spiegelbeeld ten opzichte van dex-as. Zie argumenten op de figuur links en de functiewaarden rechts

Clear �f �

f �z_� : � Conjugate �z�

Show�GraphicsArray ��Graphics ��Transpose ��kleuren �set1 �, punten �set1 ����,
AspectRatio �� Automatic, PlotRange �� ���5, 5 �, ��5, 5 ��, Axes �� True �,

Graphics ��Transpose ��kleuren �set1 �, punten �f �set1 �����,
AspectRatio �� Automatic, PlotRange �� ���5, 5 �, ��5, 5 ��, Axes �� True ����
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¯ Vierde reeksvoorbeelden met z� 1
�����z

Die operatie laat je toe om het multiplicatief invers van eencomplex getal te vinden - een getal dat door het te

vermenigvuldigen met het gegeven getal1=(1,0) geeft. Voor elke z=r (cos�+ 	 sin�) zoeken we dus een

getal, dat na het vermeniguldigen metz het resultaat1=1(cos0+	 sin0) geeft. Het is onmiddellijk

duidelijk datzijn modulus gelijk moetzijn aan 1
�����r (daarmee moet men immersr vermenigvuldigen om1 te

krijgen!) en zijn argumentmoet -� zijn (opgeteld bij � geeftnul!).

z=r (cos�+ 	 sin�) wordt dus door de afbeelding gestuurd op1
�����r (cos(-�) + 	 sin(-�)) .

Op de tekening zie je de eenheidscirkel. Merk op dat alle punten van debloemverzameling (dieBUITEN die

cirkel liggen - hun modulus is dus groter dan1) naar binnenovergebrachtzijn. Dat was ook te verwachten,

want als r groter is dan1, is 1/r kleiner dan1. Hoe zijn de argumenten van de punten van debloem

veranderd? -naar minus-argumenten. Dat wilzeggen dat alle punten dieboven dex-as lagen, onder dex-as

belanden en omgekeerd -alle punten onder dex-as worden door de functienaarbovengestuurd. Bekijk dat

op de tekening! - volg de kleuren van depunten en van hunbeelden door de functie.
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Clear �f �

f �z_� : � 1 � z

Show�GraphicsArray �

�Graphics ��Transpose ��kleuren �set1 �, punten �set1 ���, Circle ��0, 0 �, 1 ��,

AspectRatio �� Automatic, PlotRange �� ���5, 5 �, ��5, 5 ��, Axes �� True �,
Graphics ��Transpose ��kleuren �set1 �, punten �f �set1 ����, Circle ��0, 0 �, 1 ��,

AspectRatio �� Automatic, PlotRange �� ���5, 5 �, ��5, 5 ��, Axes �� True ����
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� Vijfde reeks voorbeelden - inversiez� 1
���������������������������������Conjugate�z�

Dezefunctie is de samenstelling van detwee functies die hierboven beschrevenzijn. Om hetbeeld van het

punt z te vinden,moeten we namelijktwee operaties namekaar uitvoeren :

zØ Conjugate[z]Ø 1
���������������������������������Conjugate�z� . Als je de tekeningen van de veranderingen van de verzameling set1 (bloem)

onder de driefuncties (Conjugate[z], 1/z, 1/Conjugate[z]) aandachtig bekijkt, kan je dat zeergoedzien.

De operatie die we nu uitgevoerd hebben, heet in de meetkunde "inversie" - dat is een van de leukste

meetkundige operaties. Soms wordt zij ook "symmetrie ten opzichte van de eenheidscirkel" genoemd.

Waarom? -alle punten die buiten de cirkel liggen,worden onder invloed van die operatienaar binnen

gestuurd, en alles wat binnen is, gaatnaarbuiten. Dat heeftnatuurlijk ook zijnformele beschrijving, met

exacte formules. Het beeld van een complex getalz is een complex getal met hetzelfdeargument ( dat wil

zeggen:(0,0), z en het beeld vanz liggen op dezelfde halfrechte met het beginpunt in(0,0)) en met de

modulus gelijk aan1/Abs[z]. "En wat is dan het beeld van nul?" - kan jevragen. Dat is "het punt in de

oneindigheid", het punt, dat tot alle rechtenbehoort - de horizon dus. Leuk, he? En het beeld van de

oneindigheid is nul - nog leuker eigenlijk :-)

Clear �f �

f �z_� : � 1 êConjugate @zD

Show@GraphicsArray @

8Graphics @8Transpose @8kleuren @set1 D, punten @set1 D<D, Circle @80, 0 <, 1 D<,
AspectRatio �� Automatic, PlotRange �� 88�5, 5 <, 8�5, 5 <<, Axes �� True D,

Graphics @8Transpose @8kleuren @set1 D, punten @f @set1 DD<D, Circle @80, 0 <, 1 D<,
AspectRatio �� Automatic, PlotRange �� 88�5, 5 <, 8�5, 5 <<, Axes �� True D<DD
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Met behulp van eenvoudige vlakke meetkunde kan je bewijzen, dat het beeld van elke cirkel dienietdoor

(0,0) gaat, een andere cirkel is. Merk ook op, dat de eenheidscirkelzelf een verzameling van fixpunten van

de afbeelding is. Allepunten van de eenheidscirkel gaan onder de inversiegewoon overnaarzichzelf! Hoe leg

je dat uit?

In ieder geval zie je, dat de cirkel die we door de inversie afbeelden enzijn beeldmekaar snijden op de

eenheidscirkel - en dat is geen toeval - dat is consequentie van de vaststelling hierboven.

Clear @f D

f @z_D : � 1 êConjugate @zD

Show@8Graphics @Transpose @8kleuren @set4 @1, 1, 2 DD, puntenKlein @set4 @1, 1, 2 DD<DD,
Graphics @Transpose @8kleuren @set4 @1, 1, 2 DD, puntenKlein @f @set4 @1, 1, 2 DDD<DD,

Graphics @Circle @80, 0 <, 1 DD<, PlotRange � 88�5, 5 <, 8�5, 5 <<,
AspectRatio � Automatic, Axes � True D
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Het beeld van een cirkel die WEL door(0,0) gaat, is een rechte. Ook hier behoren de snijpunten van de

cirkel en de rechte tot de eenheidscirkel.

Clear @f D

f @z_D : � 1 êConjugate @zD

set4 @x0_, y0_, r_ D : �

Map@complex, Table @8x0 � r Cos @�D, y0 � r Sin @�D<, 8�, 0, 2 Pi, .01 <DD

Show@8Graphics @Transpose @8kleuren @set4 @0, 2, 2 DD, puntenKlein @set4 @0, 2, 2 DD<DD,

Graphics @Transpose @8kleuren @set4 @0, 2, 2 DD, puntenKlein @f @set4 @0, 2, 2 DDD<DD,
Graphics @Circle @80, 0 <, 1 DD<,

PlotRange � 88�5, 5 <, 8�5, 5 <<, AspectRatio � Automatic, Axes � True D
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...We verschuiven de cirkel eenbeetjenaarbeneden. Punt(0,0) is nu door de cirkel omringd - de rechte van

de vorige tekening"gaat in een grote cirkelover"

Clear @f D

f @z_D : � 1 êConjugate @zD

set4 @x0_, y0_, r_ D : �
Map@complex, Table @8x0 � r Cos @�D, y0 � r Sin @�D<, 8�, 0, 2 Pi, .01 <DD

Show@8Graphics @

Transpose @8kleuren @set4 @0, 2, 2.1 DD, puntenKlein @set4 @0, 2, 2.1 DD<DD, Graphics @

Transpose @8kleuren @set4 @0, 2, 2.1 DD, puntenKlein @f @set4 @0, 2, 2.1 DDD<DD,

Graphics @Circle @80, 0 <, 1 DD<, PlotRange � 88�5, 5 <, 8�5, 5 <<,
AspectRatio � Automatic, Axes � True D
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...En nuverschuiven we dezelfde cirkel eenbeetjenaarbovenzodanig dat(0,0) erbuiten ligt. Ook nuwordt

onze cirkel op een grote cirkel afgebeeld. Deze keerligt de grote cirkel anders dan de cirkel op devorige

tekening. Je kan de indruk krijgen dat het te makenheeft met deligging van deoorspronkelijke cirkel

tegenover hetpunt (0,0)- en het is zo. De rechte op de eerste van diedrie tekeningen schijnt eensoort

"grensgeval" tezijn, een overgang van "de onderste helft" van het vlaknaar "debovenstehelft".

Clear @f D

f @z_D : � 1 êConjugate @zD

set4 @x0_, y0_, r_ D : �

Map@complex, Table @8x0 � r Cos @�D, y0 � r Sin @�D<, 8�, 0, 2 Pi, .01 <DD

Show@8Graphics @

Transpose @8kleuren @set4 @0, 2, 1.9 DD, puntenKlein @set4 @0, 2, 1.9 DD<DD, Graphics @

Transpose @8kleuren @set4 @0, 2, 1.9 DD, puntenKlein @f @set4 @0, 2, 1.9 DDD<DD,
Graphics @Circle @80, 0 <, 1 DD<, PlotRange � 88�5, 5 <, 8�5, 5 <<,

AspectRatio � Automatic, Axes � True D
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Het beeld van een rechte die NIET door(0,0) gaat, is een cirkel die WELdoor (0,0) gaat. In ditgevalzijn

er geen snijpunten met de eenheidscirkel - noch van de rechte, noch vanhaarbeeld.

Clear @f D

f @z_D : � 1 êConjugate @zD

setRechte @a_, b_ D : � 8Graphics @Table @Point @8x, a x � b<D, 8x, �5, 5, .01 <DD<

set5 @a_, b_ D : � Map@complex, Table @8x, a x � b<, 8x, �5, 5, .01 <DD

Show@8Graphics @Transpose @8kleuren @set5 @�2, 3 DD, puntenKlein @set5 @�2, 3 DD<DD,

Graphics @Transpose @8kleuren @set5 @�2, 3 DD, puntenKlein @f @set5 @�2, 3 DDD<DD,
Graphics @Circle @80, 0 <, 1 DD<, PlotRange � 88�5, 5 <, 8�5, 5 <<,

AspectRatio � Automatic, Axes � True D
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Een rechte die WEL door(0,0) gaat,wordt op zichzelf afgebeeld onder de inversie,maar is, in tegenstelling

tot de eenheidscirkel zelf, GEEN verzameling van fixpunten. Depunten van de rechte die binnen de

eenheidscirkel zitten, vliegen immersnaarbuiten en de punten buiten de eenheidscirkel - vliegennaar binnen.

De rechte blijft dus zichzelf,maar de punten veranderen van plaats.Bekijk dat op de twee tekeningen

hieronder - de rechte zelf op de eerste tekening,haarbeeld op de tweede. Dekleuren helpen ons nagaan,

welkepunten van de rechtenaar waar zijn gegaan.

Als je de cel hieronder openklikt omnaar hetprogramma te kijken, kan je je afvragen, waarom erhier een

andere formulevoor de functief gebruikt werd. De formule is equivalent metf[z]=1/Conjugate[z] - in dit

geval was het echterhandiger (om de juiste kleurenverspreiding tebekomen) om met de Cartesische

coördinaten te werken. Probeer zelf te verantwoorden waarom de formule voor de coördinaten vanf[z] voor

z=(x,y) als volgt is: ( x
�������������������x2
� y2 , y

�������������������x2
� y2 ).

setRechteNul @a_D : �

8Graphics @Table @8Hue@x ê 10D, Point @8x, a x <D<, 8x, �5, 5, .015 <DD,
Graphics @Circle @80, 0 <, 1 DD<

Clear @f D

f @x_, y_ D : � 8x ê Hx^2 � y^2 L, y ê Hx^2 � y^2 L<

setRechteBeeld @a_D : �
8Graphics @Table @8Hue@x ê 10D, Point @f @x, a x DD<, 8x, �5, 5, .0015 <DD,

Graphics @Circle @80, 0 <, 1 DD<

Show@setRechteNul @1D, Axes �� True,
AspectRatio �� Automatic, PlotRange �� 88�5, 5 <, 8�5, 5 <<D

Show@setRechteBeeld @1D, Axes �� True, AspectRatio �� Automatic,
PlotRange �� 88�5, 5 <, 8�5, 5 <<D
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Een leuk beeldje - hoe wordt eenellips vervormd door de inversie:

Clear @f D

f @z_D : � 1 êConjugate @zD

set4 @x0_, y0_, r1_, r2_ D : �

Map@complex, Table @8x0 � r1 Cos @�D, y0 � r2 Sin @�D<, 8�, 0, 2 Pi, .01 <DD

Show@8Graphics @Transpose @8kleuren @set4 @0, 0, 2, .5 DD, punten @set4 @0, 0, 2, .5 DD<DD,

Graphics @Transpose @8kleuren @set4 @0, 0, 2, .5 DD, punten @f @set4 @0, 0, 2, .5 DDD<DD,
Graphics @Circle @80, 0 <, 1 DD<, PlotRange � 88�5, 5 <, 8�5, 5 <<,

AspectRatio � Automatic, Axes � True D
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... en een ellips die geen snijpunten met de eenheidscirkel heeft:
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Clear @f D

f @z_D : � 1 êConjugate @zD

set4 @x0_, y0_, r1_, r2_ D : �
Map@complex, Table @8x0 � r1 Cos @�D, y0 � r2 Sin @�D<, 8�, 0, 2 Pi, .01 <DD

Show@8Graphics @Transpose @

8kleuren @set4 @0, 2, 2, .5 DD, puntenKlein @set4 @0, 2, 2, .5 DD<DD, Graphics @

Transpose @8kleuren @set4 @0, 2, 2, .5 DD, puntenKlein @f @set4 @0, 2, 2, .5 DDD<DD,
Graphics @Circle @80, 0 <, 1 DD<, PlotRange � 88�5, 5 <, 8�5, 5 <<,

AspectRatio � Automatic, Axes � True D
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... en nog een ellips, die door(0,0) passeert:

Clear @f D

f @z_D : � 1 êConjugate @zD

set4 @x0_, y0_, r1_, r2_ D : �

Map@complex, Table @8x0 � r1 Cos @�D, y0 � r2 Sin @�D<, 8�, 0, 2 Pi, .01 <DD

Show@GraphicsArray @8Graphics @8Transpose @8kleuren @set4 @0, .5, 2, .5 DD,

puntenKlein @set4 @0, .5, 2, .5 DD<D, Circle @80, 0 <, 1 D<,
AspectRatio �� Automatic, PlotRange �� 88�5, 5 <, 8�5, 5 <<, Axes �� True D,

Graphics @8Transpose @8kleuren @set4 @0, .5, 2, .5 DD,

puntenKlein @f @set4 @0, .5, 2, .5 DDD<D, Circle @80, 0 <, 1 D<,
AspectRatio �� Automatic, PlotRange �� 88�5, 5 <, 8�5, 5 <<,
Axes �� True D<DD
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... en een stukje sinusoide...

Clear @f D

f @z_D : � 1 êConjugate @zD

setSinus @a_D : � Map@complex, Table @8x, Sin @a xD<, 8x, �5, �.01, .01 <DD

Show@

GraphicsArray @8Graphics @8Transpose @8kleuren @setSinus @3DD, punten @setSinus @3DD<D,
Circle @80, 0 <, 1 D<, AspectRatio �� Automatic,

PlotRange �� 88�5, 5 <, 8�5, 5 <<, Axes �� True D, Graphics @8Transpose @

8kleuren @setSinus @3DD, punten @f @setSinus @3DDD<D, Circle @80, 0 <, 1 D<,
AspectRatio �� Automatic, PlotRange �� 88�5, 5 <, 8�5, 5 <<,

Axes �� True D<DD
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Ï Inleiding tot de complexe exponentiële functie.

Als kleine voorbereidingvoor dezeparagraaf, herhalen wijeventjes de grafiek van de reële exponentiële

functie.

Plot �
x, �x, �4, 3 �, AspectRatio �� Automatic �
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-Graphics-

Limit �
^x, x �� �Infinity �

0

Limit �
^x, x �� Infinity �

�

Waarde van die functie voorx=0 is gelijk aan1. De functie is stijgend over de hele as -alle waardenvoor

argumenten kleiner dan nul zijn dus kleiner dan1 (maarpositief) enalle waardenvoorargumenten groter

dan nul zijn groter dan1.

Die korteherinnering gaat ons helpen hetvervolg beter te begrijpen.

Het is niet debedoeling ons met de complexe exponentiële functie bezig te houden. Toch is het de moeite om

het gedrag van de functief met de formule�x, y�� �x�cos
y�, sin
y�� even te analyseren. Zelfs als we die

functie als een�2
��2 functie zien, stellen we vast, dat elkcomplex getalz� x� 	y op het complexe

getal met poolcoördinaten(� x,y) wordt afgebeeld.f[x+ 	 y]= � x �cos
y�� 	 sin
y��.

Klik hierop om te zien zien, wat
� y symboliseert .

� Â y=cos[y]+	 sin[y] . Als we dat nu in dedefinitievan f substitueren, krijgen we:f [x+ 	 y]= � x � Â y.

Als we nu van de "hypothetische" complexe exponentiële functie

z dezelfde eigenschap zouden verwachten

als van de reële exponentiële, namelijk:f[a+b]=f[a]f[b] , kunnen we dat herschrijven alsf[x+ 	

y]=� x+ Â y, dus f[z]= �z... Dat is natuurlijk geen"deftige" definitie van de complexe exponentiële functie.

Dat neemt niet weg dat de functief waarover we spreken, de "echte" complexe exponentiële voorstelt... De

correcte definitie van die functie kan je in een van de volgendenotebooksvinden.

Op de tekeningen hieronder zie jetweeexemplaren van het�2-vlak. Op het bovenste zie je deargumenten

van f, op het onderste - de functiewaarden. Als je de formule vanf: f 
�x, y�� � ��x cos
y� , �x sin
y�� goed

analyseert, zie je (zie tekening!):

* als je x fixeert op een bepaalde waardea (op de tekening zijn data = -1, 1, 2) en y laat variëren van0
tot 2 �, worden de rechtenx=a op cirkels met stralen
a afgebeeld. Het beeld van de rechte "Lijn1" is de

ComplexNumbers10_12_00.nb 40



cirkel "Circle1" enz. Functief is 2� - periodisch ten opzichte van detweede variabele (omdat cosinus en

sinus 2� - periodisch zijn), de rechtenx=a worden dus oneindig velekeren "gewikkeld"rond de cirkels met

de stralen
a.

* voor verschillende waarden vanx krijgen we verschillende cirkels - zeer kleine cirkelsvoor negatievex
(kijk terug naar degrafiek van de reële exponentiële functie!) en steeds grotere cirkels voor groterex.

De kleuren van de functiewaarden (op detweedetekening) stemmen overeen met de kleuren van de

argumenten (op de eerste tekening), waarvoor ze uitgerekend werden. Er werd ook aangeduidwelkerechten

naarwelke cirkels overgaan.

Door de cel open teklikken, kan je de programmatie bekijken.

setStukjes @x1_, x2_, x3_ D : �
8Graphics @Table @8Hue@Hx1 � xL ê 10D, Point @8x1, x <D<, 8x, 0, 2 Pi, .01 <DD,

Graphics @

Table @8Hue@Hx1 � Hy � 2 Pi LL ê 10D, Point @8x1, y <D<, 8y, 2 Pi, 4 Pi, .01 <DD,

Graphics @

Table @8Hue@Hx1 � Hz � 2 Pi LL ê 10D, Point @8x1, z <D<, 8z, �2 Pi, 0, .01 <DD,
Graphics @

8Text @FontForm @"Lijn1", 8"Courier �Bold", 14 <D, 8x1, 3 <D<D,
Graphics @

Table @8Hue@Hx2 � aL ê 10D, Point @8x2, a <D<, 8a, 0, 2 Pi, .01 <DD,

Graphics @

Table @8Hue@Hx2 � Hb � 2 Pi LL ê 10D, Point @8x2, b <D<, 8b, 2 Pi, 4 Pi, .01 <DD,
Graphics @

Table @8Hue@Hx2 � Hc � 2 Pi LL ê 10D, Point @8x2, c <D<, 8c, �2 Pi, 0, .01 <DD,
Graphics @

8Text @FontForm @"Lijn2", 8"Courier �Bold", 14 <D, 8x2, .5 <D<D,
Graphics @

Table @8Hue@Hx3 � dL ê 10D, Point @8x3, d <D<, 8d, 0, 2 Pi, .01 <DD,

Graphics @

Table @8Hue@Hx3 � He � 2 Pi LL ê 10D, Point @8x3, e <D<, 8e, 2 Pi, 4 Pi, .01 <DD,
Graphics @

Table @8Hue@Hx3 � Hf � 2 Pi LL ê 10D, Point @8x3, f <D<, 8f, �2 Pi, 0, .01 <DD,
Graphics @

8Text @FontForm @"Lijn3", 8"Courier �Bold", 14 <D, 8x3, �3<D<D,
Graphics @Line @88�6, 2 Pi <, 86, 2 Pi <<DD,
Graphics @

8Text @FontForm @"2 �", 8"Courier �Bold", 16 <D, 85, 6 <D<D,
Graphics @Line @88�6, �2 Pi <, 86, �2 Pi <<DD,
Graphics @

8Text @FontForm @" �2�", 8"Courier �Bold", 16 <D, 85, �6<D<D<

Clear @f D

f @x_, y_ D : � 8
^x Cos @yD, 
^x Sin @yD<

setCircels @x1_, x2_, x3_ D : �
8Graphics @Table @8Hue@Hx1 � xL ê 10D, Point @f @x1, x DD<, 8x, 0, 2 Pi, .01 <DD,

Graphics @

Table @8Hue@Hx1 � Hy � 2 Pi LL ê 10D, Point @f @x1, y DD<, 8y, 2 Pi, 4 Pi, .01 <DD,
Graphics @

Table @8Hue@Hx1 � Hz � 2 Pi LL ê 10D, Point @f @x1, z DD<, 8z, �2 Pi, 0, .01 <DD,
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Graphics @

8Text @FontForm @"Circle1", 8"Courier �Bold", 14 <D, 8
^ Hx1L, .8 <D<D,
Graphics @

Table @8Hue@Hx2 � aL ê 10D, Point @f @x2, a DD<, 8a, 0, 2 Pi, .01 <DD,
Graphics @

Table @8Hue@Hx2 � Hb � 2 Pi LL ê 10D, Point @f @x2, b DD<, 8b, 2 Pi, 4 Pi, .01 <DD,
Graphics @

Table @8Hue@Hx2 � Hc � 2 Pi LL ê 10D, Point @f @x2, c DD<, 8c, �2 Pi, 0, .01 <DD,

Graphics @

8Text @FontForm @"Circle2", 8"Courier �Bold", 14 <D, 8
^ Hx2L, �.8 <D<D,
Graphics @

Table @8Hue@Hx3 � dL ê 10D, Point @f @x3, d DD<, 8d, 0, 2 Pi, .01 <DD,
Graphics @

Table @8Hue@Hx3 � He � 2 Pi LL ê 10D, Point @f @x3, e DD<, 8e, 2 Pi, 4 Pi, .01 <DD,

Graphics @

Table @8Hue@Hx3 � Hf � 2 Pi LL ê 10D, Point @f @x3, f DD<, 8f, �2 Pi, 0, .01 <DD,

Graphics @

8Text @FontForm @"Circle3", 8"Courier �Bold", 14 <D, 8
^ Hx3L � 2, �2.4 <D<D<

Show@setStukjes @�1, 1, 2 D, Axes �� True,

AspectRatio �� Automatic, PlotRange �� 88�7, 7 <, 8�7, 7 <<D

Show@setCircels @�1, 1, 2 D, Axes �� True,
AspectRatio �� Automatic, PlotRange �� 88�8, 8 <, 8�8, 8 <<D
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Hieronder kan je nog het beeld van eengroter stuk complex vlak onder de werking van die functie vinden.

Uitgebreide besprekingdaarvan komt in devolgende notebook.
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�� Graphics`Graphics3D`

GraphicsArray @

8ParametricPlot3D @8
^x Cos @yD, 
^x Sin @yD, 0 <, 8x, �2, 2 <, 8y, �2.5, 2.5 <D,
ParametricPlot3D @8
^x Cos @yD, 
^x Sin @yD, 0 <, 8x, 2, 4 <, 8y, �3.15, 3.15 <D<D
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-GraphicsArray-

� Toepassingen in de meetkunde

Je hebt al in de vorige secties verschillende meetkundige toepassingen van complexegetallen gezien. Hier zie je

nog een korte samenvatting en uitbreiding van dit onderwerp.

� Isometrie

Met behulp van complexegetallen kunnen wij onder anderesymmetrieën (Conjugate[z]), translaties

(optellen van een gefixeerd complex getal) en rotaties (vermenigvuldigen met een vast complex getal)

beschrijven. Je hebt al verschillende voorbeeldendaarvan gezien indeze notebook. In de volgende notebooks

kan je daarveel meer overlezen.
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� Spirograph

De spirograpf is een kleine reclamevoor complexegetallen en tegelijkertijd ookvoor de volgende notebook! -

dat soort prachtige tekeningen kan men heel gemakkelijk maken met behulp vancomplexegetallen. Er wordt

hier trouwens enkelmaar van het optellen vancomplexegetallen gebruik gemaakt. Zoals jeziet, bestaat het

programma enkel maar uit een paarregeltjes en dat is tedanken aan decompacte notatie�
� �

en de

programmeermogelijkheden die "Mathematica" biedt (werken met lijsten).

Exacte bespreking van dat voorbeeldvind je in een apartenotebook, die bijna volledig aan despirograph en

zijn "afgeleiden" toegewijd zalzijn!

spirograph �f_, �_, opts___ � : �
ParametricPlot ��Re�f �, Im �f ��, ��, � �, ��,

opts,

PlotRange � All, AspectRatio � Automatic,
Frame � True, Axes � False, FrameTicks � None, PlotPoints � 250�;

Clear �f, n, cons �;

f ��_� : � Plus ��Table �E^�cons^k I �� � 2^k, �k, n ��

n � 5;

cons � 3;

s � spirograph @f @�D, �, PlotPoints �� 2 cons 2^n D;

� Oplossen van meetkundige oefeningen

De volgende notebook over complexegetallenbevat leukeillustraties van het toepassen vancomplexegetallen

in het oplossen van meetkundige vraagstukken. Men kan met behulp van complexegetallen op een heel

eenvoudige en mooiemanier puntenverzamelingenbeschrijven.	z	 � r bij voorbeeld is een schijf metstraal

r en middelpunt(0,0).
De notatie is ongetwijfeld simpeler dan met behulp van de Cartesische coördinaten...
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� Fractalen

Nog een stukje reclame - weeral een programmaatje van amper 5lijnen en - wat een resultaat!

Ook dit gaan we in devolgende notebook exact bespreken.

nieuw �z_� : � �Sqrt �z � c�, �Sqrt �z � c��

alle �begin_ � := NestList �nieuw, begin, 10 � �� Flatten

coords �z_� : � �Re�z�, Im �z��

Clear �c�; c � .3 � .4 I;

ListPlot �Map�coords, alle �.3 � .5 I ��, AspectRatio �� Automatic �
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-Graphics-

� De Hoofdstelling van de Algebra

Iedere veelterm (polynoom) in¬[X] (verzameling van allepolynomen met complexe coëfficiënten) metgraad

n>0 heeft minstens één wortel in¬.

Zo kort en bondig - en zoanders dan in—[X] ... Iedereen weet dat destelling niet geldtvoor de polynomen met

reële coëfficiënten - polynoomP�x� � x2+1 heeft immers geen wortels in de verzameling van reële getallen. In

� wel - wat zijn dewortels van die polynoom in�?

Aangezien onzenotebook een "meetkundige"karakter heeft, gaan we datonderwerphier niet verder uitdiepen.

Wat nietbetekent dat het oninteressant is. Misschien wordt het het onderwerp van één van de volgende

notebooks?
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� Slot

In deze notebook heb jekennis gemaakt met de basisbegrippen vancomplexegetallen. Het is eigenlijk maar een

begin van een groot en omvangrijk onderwerp. Misschien ga je ooit nog kennis maken met de theorie van de

complexe functies - die zo verbazendverschillend is van de theorie van de reële functies...

In ieder geval ga je zeker de complexegetallen moeten gebruiken en hopelijk is dezenotebookenigszins nuttig

voor jou geweest.

� Antwoorden op vraagstukken

Hier vind jede grafische illustratie van de wetten die gelden voor het optellen en
vermenigvuldigen van complexe getallen. Commutativiteit is zodanig evident, dat we dat niet

aantonen. We raden echter aan om dat te proberen (neem de programmatuurvoor de associativiteit als

voorbeeld! - gewoon 1getal minder inbeide gevallen).

Door op dit stukje blauwetekst te klikken kan je laternaar detekt van denotebookterugkeren.

Als je in het programmeren geinteresseerd bent, kan je de cellen met de programma's openklikken. Functiesf,
g en g1 zijn enkel maar hulpmiddelen om onsdoel te bereiken. Voor elk van de wetten wordt er eenapart

programmavoor hetlinker- en de rechterlid van de gelijkheid geschreven. Om hetvergelijken van de grafieken

voor beidekanten te vergemakkelijken,werden er speciale "GraphicsArrays" aangemaakt.

voorbereidende functie voor het optellen. Als je wil, kan je hetprogramma bekijken door het openklikken van

de cel.

Clear @f D
f @a1_, b1_, a2_, b2_ D : � 88Hue@.5 D, PointSize @0.04 D, Point @8a1, b1 <D<,

8Hue@.1 D, PointSize @0.03 D, Point @8a2, b2 <D<,
8Hue@0D, PointSize @0.03 D, Point @80, 0 <D<,
8Hue@.3 D, PointSize @0.03 D, Point @8a1 � a2, b1 � b2<D<,

8Hue@.7 D, Line @880, 0 <, 8a1, b1 <<D<,
8Hue@.2 D, Line @880, 0 <, 8a2, b2 <<D<,
8Hue@.2 D, Line @88a1, b1 <, 8a1 � a2, b1 � b2<<D<,

8Hue@.7 D, Line @88a2, b2 <, 8a1 � a2, b1 � b2<<D<,
8Hue@0D, Line @880, 0 <, 8a1 � a2, b1 � b2<<D<
<

plusTempor @a1_, b1_, a2_, b2_ D : � Show@Graphics @8f @a1, b1, a2, b2 D,
8Text @FontForm @"z 1", 8"Courier �Bold", 16 <D, 8a1 � 0.2, b1 � 0.2 <D<,

8Text @FontForm @"z 2", 8"Courier �Bold", 16 <D, 8a2 � 0.2, b2 � 0.2 <D<,
8Text @

FontForm @"z 1�z2", 8"Courier �Bold", 16 <D, 8a1 � a2 � .5, b1 � b2 � .2 <D<

<D,
Axes �� True, AspectRatio �� Automatic D
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plusTempor @1, 2, 3, 4 D
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-Graphics-

ASSOCIATIVITEIT VAN HET OPTELLEN

Linkerlid van de vergelijking in de associativiteitswetvoor het optellen. Als je wil, kan je hetprogramma

bekijken door het openklikken van de cel.

plusAssocLinksBinnen @a1_, b1_, a2_, b2_, a3_, b3_ D : �

8f @a1, b1, a2 � a3, b2 � b3D, f @a2, b2, a3, b3 D,
8Text @

FontForm @"z 1�Hz2�z3L", 8"Courier �Bold", 18 <D, 8a1 � a2 � a3 � 2, b1 � b2 � b3<D<,

8Text @FontForm @"z 1", 8"Courier �Bold", 16 <D, 8a1 � 0.2, b1 � 0.2 <D<,
8Text @FontForm @"z 2", 8"Courier �Bold", 16 <D, 8a2 � 0.2, b2 � 0.2 <D<,

8Text @FontForm @"z 3", 8"Courier �Bold", 16 <D, 8a3 � 0.2, b3 � 0.2 <D<

<

plusAssocLinks @a1_, b1_, a2_, b2_, a3_, b3_ D : �

Show@Graphics @plusAssocLinksBinnen @a1, b1, a2, b2, a3, b3 DD,
Axes �� True, AspectRatio �� Automatic D
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plusAssocLinks @2, 4, 1, 6, 4, 1 D
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-Graphics-

Rechterlid van de vergelijking in de associativiteitswet voor het optellen. Als je wil, kan je hetprogramma

bekijken door het openklikken van de cel.

plusAssocRechtsBinnen @a1_, b1_, a2_, b2_, a3_, b3_ D : �
8f @a1, b1, a2, b2 D, f @a1 � a2, b1 � b2, a3, b3 D,
8Text @

FontForm @" Hz1�z2L�z3", 8"Courier �Bold", 18 <D, 8a1 � a2 � a3 � 2, b1 � b2 � b3<D<,
8Text @FontForm @"z 1", 8"Courier �Bold", 16 <D, 8a1 � 0.2, b1 � 0.2 <D<,

8Text @FontForm @"z 2", 8"Courier �Bold", 16 <D, 8a2 � 0.2, b2 � 0.2 <D<,
8Text @FontForm @"z 3", 8"Courier �Bold", 16 <D, 8a3 � 0.2, b3 � 0.2 <D<

<

plusAssocRechts @a1_, b1_, a2_, b2_, a3_, b3_ D : �
Show@Graphics @plusAssocRechtsBinnen @a1, b1, a2, b2, a3, b3 DD,

Axes �� True, AspectRatio �� Automatic D
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plusAssocRechts @2, 4, 1, 6, 4, 1 D
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-Graphics-

Illustratie van de associativiteitswetvoor het optellen - ongeacht deplaatsing van de haakjes krijgen we

hetzelfde resultaat, alsgevolg van eigenschappen van hetparallellogram.

Als je wil, kan je het programma bekijken door het openklikken van de cel.

plusAssocVergelijking @a1_, b1_, a2_, b2_, a3_, b3_ D : �
Show@GraphicsArray @8Graphics @plusAssocLinksBinnen @a1, b1, a2, b2, a3, b3 D,

AspectRatio �� Automatic D, Graphics @

plusAssocRechtsBinnen @a1, b1, a2, b2, a3, b3 D, AspectRatio �� Automatic D<D,
Axes �� 8True, True <D

plusAssocVergelijking @2, 4, 1, 6, 4, 1 D
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-GraphicsArray-

voorbereidende functie voor het vermenigvuldigen - poolcoördinaten. Als je wil, kan je hetprogramma bekijken

door het openklikken van de cel.
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Clear @gD

g@r1_, �1_, r2_, �2_D : �
88Hue@.7 D, Dashing @80.05, 0.05 <D, Line @880, 0 <, plaats @1, 0 D<D<,

8Hue@.7 D,
Dashing @80.05, 0.05 <D, Line @8plaats @1, 0 D, plaats @r1, �1D<D<,

8Hue@.7 D, Line @880, 0 <, plaats @r1, �1D<D<,

8Hue@.3 D,
Dashing @80.05, 0.05 <D, Line @8plaats @r2, �2D, plaats @r1 r2, �1 � �2D<D<,

8Hue@.3 D, Line @880, 0 <, plaats @r2, �2D<D<,

8Hue@0D, Line @880, 0 <, product @88r1, �1<, 8r2, �2<<D<D<,
8Hue@0D,

PointSize @0.03 D, Point @product @88r1, �1<, 8r2, �2<<DD<,
8Hue@.7 D, PointSize @0.03 D, Point @plaats @r1, �1DD<,
8Hue@.3 D, PointSize @0.03 D, Point @plaats @r2, �2DD<

<

maalTempor @r1_, �1_, r2_, �2_D : � Show@Graphics @8g@r1, �1, r2, �2D,
8Text @

FontForm @"z 1", 8"Courier �Bold", 16 <D, 8r1 Cos @�1D � 0.2, r1 Sin @�1D � 0.2 <D<,
8Text @

FontForm @"z 2", 8"Courier �Bold", 16 <D, 8r2 Cos @�2D � 0.2, r2 Sin @�2D � 0.2 <D<,

8Text @FontForm @"z 1z2", 8"Courier �Bold", 16 <D,
8r1 Cos @�1D r2 Cos @�2D � r1 Sin @�1D r2 Sin @�2D � .2,

r1 Cos @�1D r2 Sin @�2D � r2 Cos @�2D r1 Sin @�1D � .2 <D<,
8Hue@0D, Circle @80, 0 <, .5, 80, �1<D<,
8Circle @80, 0 <, .7, 80, �2<D<,

8Hue@0D, Circle @80, 0 <, .9, 8�2, �1 � �2<D<
<D,

Axes �� True, AspectRatio �� Automatic D

maalTempor @3, Pi ê 3, 1.5, 2 Pi ê 7D
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-Graphics-

ASSOCIATIVITEIT VAN HET VERMENIGVULDIGEN
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Linkerlid van de vergelijking in de associativiteitswetvoor het vermenigvuldigen. Als je wil, kan je het

programma bekijken door het openklikken van de cel.

maalAssocLinksBinnen @r1_, �1_, r2_, �2_, r3_, �3_D : �
8g@r1, �1, r2 r3, �2 � �3D, g @r2, �2, r3, �3D,

8Hue@0D, Circle @80, 0 <, .2, 80, �2<D<,
8Circle @80, 0 <, .3, 80, �3<D<,

8Hue@0D, Circle @80, 0 <, .4, 8�3, �2 � �3<D<,
8Hue@.1 D, Circle @80, 0 <, .6, 80, �1<D<,
8Hue@.7 D, Circle @80, 0 <, .7, 80, �2 � �3<D<,

8Hue@.1 D, Circle @80, 0 <, .8, 8�2 � �3, �1 � �2 � �3<D<,
8Text @
FontForm @"z 1", 8"Courier �Bold", 16 <D, 8r1 Cos @�1D � 0.1, r1 Sin @�1D � 0.1 <D<,

8Text @
FontForm @"z 2", 8"Courier �Bold", 16 <D, 8r2 Cos @�2D � 0.1, r2 Sin @�2D � 0.1 <D<,

8Text @
FontForm @"z 3", 8"Courier �Bold", 16 <D, 8r3 Cos @�3D � 0.1, r3 Sin @�3D � 0.1 <D<,
8Text @FontForm @"z 1Hz2z3L", 8"Courier �Bold", 16 <D,

plaats @r1 r2 r3, �1 � �2 � �3D � 80.5, 0 <D<

<

maalAssocLinks @r1_, �1_, r2_, �2_, r3_, �3_D : �
Show@Graphics @maalAssocLinksBinnen @r1, �1, r2, �2, r3, �3DD,

Axes �� True, AspectRatio �� Automatic D

maalAssocLinks @2, Pi ê 3, 1.5, 2 Pi ê 17, 1, Pi ê 6D
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-Graphics-

Rechterlid van de vergelijking in de associativiteitswet voor het vermenigvuldigen. Als je wil, kan je het

programma bekijken door het openklikken van de cel.
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maalAssocRechtsBinnen @r1_, �1_, r2_, �2_, r3_, �3_D : �

8g@r1, �1, r2, �2D, g @r1 r2, �1 � �2, r3, �3D,
8Hue@0D, Circle @80, 0 <, .2, 80, �1<D<,

8Circle @80, 0 <, .3, 80, �2<D<,
8Hue@0D, Circle @80, 0 <, .4, 8�2, �1 � �2<D<,
8Hue@.1 D, Circle @80, 0 <, .6, 80, �3<D<,

8Hue@.7 D, Circle @80, 0 <, .7, 80, �1 � �2<D<,
8Hue@.1 D, Circle @80, 0 <, .8, 8�1 � �2, �1 � �2 � �3<D<,
8Text @

FontForm @"z 1", 8"Courier �Bold", 16 <D, 8r1 Cos @�1D � 0.1, r1 Sin @�1D � 0.1 <D<,
8Text @

FontForm @"z 2", 8"Courier �Bold", 16 <D, 8r2 Cos @�2D � 0.1, r2 Sin @�2D � 0.1 <D<,
8Text @
FontForm @"z 3", 8"Courier �Bold", 16 <D, 8r3 Cos @�3D � 0.1, r3 Sin @�3D � 0.1 <D<,

8Text @FontForm @" Hz1z2Lz3", 8"Courier �Bold", 16 <D,
plaats @r1 r2 r3, �1 � �2 � �3D � 80.5, 0 <D<

<

maalAssocRechts @r1_, �1_, r2_, �2_, r3_, �3_D : �
Show@Graphics @maalAssocRechtsBinnen @r1, �1, r2, �2, r3, �3DD,

Axes �� True, AspectRatio �� Automatic D

maalAssocRechts @2, Pi ê 3, 1.5, 2 Pi ê 17, 1, Pi ê 6D
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-Graphics-

Illustratie van de associativiteitswetvoor de vermenigvuldiging - ongeacht deplaatsing van de haakjes krijgen

we hetzelfde resultaat.Gevolg van associativiteitswet voor het vermenigvuldigen van reëlegetallen (stralen!) en

voor hetoptellen van reële getallen (de hoeken!).

Als je wil, kan je het programma bekijken door het openklikken van de cel.
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maalAssocVergelijking @r1_, �1_, r2_, �2_, r3_, �3_D : �

Show@GraphicsArray @8Graphics @maalAssocLinksBinnen @r1, �1, r2, �2, r3, �3D,
AspectRatio �� Automatic, PlotRange �� 88�1.2, 1.6 <, 80, 3 <<D,

Graphics @maalAssocRechtsBinnen @r1, �1, r2, �2, r3, �3D,
AspectRatio �� Automatic, PlotRange �� 88�1.2, 1.6 <, 80, 3 <<D<D,

Axes �� 8True, True <D

maalAssocVergelijking @2, Pi ê 3, 1.5, 2 Pi ê 17, 1, Pi ê 6D
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-GraphicsArray-

voorbereidende functie voor het vermenigvuldigen - Cartesischecoördinaten. Als je wil, kan je het programma

bekijken door het openklikken van de cel.
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Clear @g1D;

g1@a1_, b1_, a2_, b2_ D : � 88Hue@.15 D, Polygon @88a1, b1 <, 80, 0 <, 81, 0 <<D<,

8Hue@.15 D,
Polygon @88a1 a2 � b1 b2, a1 b2 � a2 b1<, 80, 0 <, 8a2, b2 <<D<,

8Hue@0D,

PointSize @0.03 D, Point @8a1 a2 � b1 b2, a1 b2 � a2 b1<D<,
8Hue@0D, Line @880, 0 <, 8a1 a2 � b1 b2, a1 b2 � a2 b1<<D<,
8Hue@.7 D, PointSize @0.03 D, Point @8a1, b1 <D<,

8Hue@.7 D, Line @880, 0 <, 8a1, b1 <<D<,
8Hue@.3 D, PointSize @0.03 D, Point @8a2, b2 <D<,

8Hue@.3 D, Line @880, 0 <, 8a2, b2 <<D<,
8Line @880, 0 <, 81, 0 <<D<,
8Line @88a1, b1 <, 81, 0 <<D<,

8Line @88a2, b2 <, 8a1 a2 � b1 b2, a1 b2 � a2 b1<<D<
<

maalTempor1 @a1_, b1_, a2_, b2_ D : � Show@Graphics @8g1@a1, b1, a2, b2 D,

8Text @FontForm @"z 1", 8"Courier �Bold", 16 <D, 8a1 � 0.1, b1 <D<,
8Text @FontForm @"z 2", 8"Courier �Bold", 16 <D, 8a2, b2 <D<,
8Text @

FontForm @"z 1z2", 8"Courier �Bold", 16 <D, 8a1 a2 � b1 b2 � .1, a1 b2 � a2 b1 � .1 <D<

<D,

Axes �� True, AspectRatio �� Automatic D

maalTempor1 @2, .5, .5, .4 D
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z1z2

z1z2

-Graphics-

DISTRIBUTIVITEIT

Linkerlid van de vergelijking in de distributiviteitswet. Als je wil, kan je het programma bekijken door het

openklikken van de cel.
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distribLinksBinnen1 @a1_, b1_, a2_, b2_, a3_, b3_ D : � 8f @a2, b2, a3, b3 D,

8Text @FontForm @"z 2�z3", 8"Courier �Bold", 18 <D, 8a2 � a3, b2 � b3 � .5 <D<,
8Text @FontForm @"z 2", 8"Courier �Bold", 16 <D, 8a2 � 0.2, b2 � 0.2 <D<,

8Text @FontForm @"z 3", 8"Courier �Bold", 16 <D, 8a3 � 0.2, b3 � 0.2 <D<

<

distribLinks1 @a1_, b1_, a2_, b2_, a3_, b3_ D : �

Show@Graphics @distribLinksBinnen1 @a1, b1, a2, b2, a3, b3 DD,
Axes �� True, AspectRatio �� Automatic D

distribLinksBinnen @a1_, b1_, a2_, b2_, a3_, b3_ D : �
8f @a2, b2, a3, b3 D, g1 @a1, b1, a2 � a3, b2 � b3D,

8Text @FontForm @"z 1Hz2�z3L", 8"Courier �Bold", 18 <D,
8a1 a2 � a1 a3 � b1 b2 � b1 b3 � 1, a2 b1 � a3 b1 � a1 b2 � a1 b3 � 1<D<,

8Text @FontForm @"z 1", 8"Courier �Bold", 16 <D, 8a1 � 0.2, b1 � 0.2 <D<,

8Text @FontForm @"z 2", 8"Courier �Bold", 16 <D, 8a2 � 0.2, b2 � 0.2 <D<,
8Text @FontForm @"z 3", 8"Courier �Bold", 16 <D, 8a3 � 0.2, b3 � 0.2 <D<

<

distribLinks @a1_, b1_, a2_, b2_, a3_, b3_ D : �
Show@Graphics @distribLinksBinnen @a1, b1, a2, b2, a3, b3 DD,

Axes �� True, AspectRatio �� Automatic D
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distribLinks1 @2, 1, �1, 4, 5, 2 D

distribLinks @2, 1, �1, 4, 5, 2 D
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-Graphics-
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-Graphics-

Rechterlid van de vergelijking in de distributiviteitswet. Als je wil, kan je het programma bekijken door het

openklikken van de cel.
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distribRechtsBinnen1 @a1_, b1_, a2_, b2_, a3_, b3_ D : �

8g1@a1, b1, a2, b2 D, g1 @a1, b1, a3, b3 D,
8Text @

FontForm @"z 1z2", 8"Courier �Bold", 18 <D, 8a1 a2 � b1 b2 � 1, a2 b1 � a1 b2 � 1<D<,
8Text @

FontForm @"z 1z3", 8"Courier �Bold", 18 <D, 8a1 a3 � b1 b3 � .5, a3 b1 � a1 b3 � 1<D<,

8Text @FontForm @"z 1", 8"Courier �Bold", 16 <D, 8a1 � 0.2, b1 � 0.2 <D<,
8Text @FontForm @"z 2", 8"Courier �Bold", 16 <D, 8a2 � 0.2, b2 � 0.2 <D<,
8Text @FontForm @"z 3", 8"Courier �Bold", 16 <D, 8a3 � 0.2, b3 � 0.2 <D<

<

distribRechts1 @a1_, b1_, a2_, b2_, a3_, b3_ D : �

Show@Graphics @distribRechtsBinnen1 @a1, b1, a2, b2, a3, b3 DD,
Axes �� True, AspectRatio �� Automatic D

distribRechtsBinnen @a1_, b1_, a2_, b2_, a3_, b3_ D : � 8g1@a1, b1, a2, b2 D,
g1@a1, b1, a3, b3 D, f @a1 a2 � b1 b2, a1 b2 � a2 b1, a1 a3 � b1 b3, a1 b3 � a3 b1D,

8Text @FontForm @"z 1z2�z1z3", 8"Courier �Bold", 18 <D,

8a1 a2 � a1 a3 � b1 b2 � b1 b3, a2 b1 � a3 b1 � a1 b2 � a1 b3 � 1<D<,
8Text @FontForm @"z 1", 8"Courier �Bold", 16 <D, 8a1 � 0.2, b1 � 0.2 <D<,
8Text @FontForm @"z 2", 8"Courier �Bold", 16 <D, 8a2 � 0.2, b2 � 0.2 <D<,

8Text @FontForm @"z 3", 8"Courier �Bold", 16 <D, 8a3 � 0.2, b3 � 0.2 <D<

<

distribRechts @a1_, b1_, a2_, b2_, a3_, b3_ D : �
Show@Graphics @distribRechtsBinnen @a1, b1, a2, b2, a3, b3 DD,

Axes �� True, AspectRatio �� Automatic D
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distribRechts1 @2, 1, �1, 4, 5, 2 D

distribRechts @2, 1, �1, 4, 5, 2 D
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-Graphics-
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-Graphics-

Illustratie van de distributiviteitswet - inbeide gevallenkrijgen we hetzelfde resultaat. Eerst optellen endaarna

vermenigvuldigen (voorgesteld in de eerste rij van de tekening hieronder) betekenteerstde diagonaal van

parallellogram[z2, z3� vinden endaarnahet eindpunt van de diagonaal draaien rond(0,0) over de hoek

Arg[z1] en haarlengte vermenigvuldigen metAbs[z1] . Eerst vermenigvuldigen en daarna optellen

(geillustreert in detweede rij van detekening hieronder) betekent:eersthet hele parallellogram[z2, z3� draaien

rond (0,0) over de hoekArg[z1] en dit vergroten (of verkleinen) door al afmetingen metAbs[z1] te

vermenigvuldigen (homothetie!) en pasdaarnazijn diagonaal vinden. Het is heelgoed tezien datbeide

operaties hetzelfde resultaat hebben! [Alle "gele" driehoeken op de tekeningen hieronderzijn gelijkvormig!]

Als je wil, kan je het programma bekijken door het openklikken van de cel.
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distribVergelijking @a1_, b1_, a2_, b2_, a3_, b3_ D : �

Show@GraphicsArray @88Graphics @8distribLinksBinnen1 @a1, b1, a2, b2, a3, b3 D,
Text @FontForm @"eerst optellen... ����", 8"Courier �Bold", 12 <D, 81, �2<D,

Text @FontForm @

"HET LINKERLID VAN DE GELIJKHEID", 8"Courier �Bold", 14 <D, 85, 12 <D<,
AspectRatio �� Automatic, PlotRange �� 88�8, 8 <, 8�3, 16 <<D,

Graphics @8distribLinksBinnen @a1, b1, a2, b2, a3, b3 D,
Text @FontForm @"...dan vermenigvuldigen", 8"Courier �Bold", 12 <D, 80, �2<D<,

AspectRatio �� Automatic, PlotRange �� 88�8, 8 <, 8�3, 16 <<D<,

8Graphics @8distribRechtsBinnen1 @a1, b1, a2, b2, a3, b3 D, Text @FontForm @

"eerst vermenigvuldigen... ����", 8"Courier �Bold", 12 <D, 84, �2<D,

Text @FontForm @

"HET RECHTERLID VAN DE GELIJKHEID", 8"Courier �Bold", 14 <D, 85, 12 <D<,
AspectRatio �� Automatic, PlotRange �� 88�8, 8 <, 8�3, 16 <<D,

Graphics @8distribRechtsBinnen @a1, b1, a2, b2, a3, b3 D,
Text @FontForm @"...dan optellen", 8"Courier �Bold", 12 <D, 82, �2<D<,

AspectRatio �� Automatic, PlotRange �� 88�8, 8 <, 8�3, 16 <<D

<<D, Axes �� 8True, True <D
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distribVergelijking @2, 1, �1, 4, 5, 2 D
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z1Hz2+z3L

z1

z2

z3

...dan vermenigvuldigen

-GraphicsArray-

De formules voor het multiplicatief invers en de tegengestelde van
een complex getal.
Door op dit stukje blauwetekst te klikken kan je laternaar detekst van de notebookterugkeren.

voor z=(x,y):
-z=(-x,-y)
z�1=( x

�������������������x2
� y2 , �y

�������������������x2
� y2 )

want z+(-z)=(0,0) en z z�1=(1,0).
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Inductiebewijs - de wet van de Moivre.
Door op dit stukje blauwetekst te klikken kan je laternaar detekst van de notebookterugkeren.

Laat z� r �cos� � � sin�� . Voor elk n� 0 geldt de volgende formule voor zn :

�r �cos� � � sin� ��n � rn �cosn� � � sinn�� .

Bewijs:

We moetenaantonen dat deformule waar is voor elknatuurlijk getal n�0.

Om dat te bekomen, passen we het inductieprincipe toe:

Laat ons veronderstellen dat de formule waar is voor een bepaaldn�0, dus dat de formule voorzn is:


r �cos� � 	 sin� ��n � rn �cosn� � 	 sinn� �.

We gaan nu aantonen dat die veronderstelling impliceert, dat deformule ook voor het volgendnatuurlijk getal

(n+1 dus) geldt, dus datzn�1 als volgt uitgerekend kan worden:


r �cos� � 	 sin� ��
n�1 �rn�1�cos�n� 1� � � 	 sin�n� 1� ��:

Eerstestap: We weten, datzn�1=z zn. Dus:


r �cos� � 	 sin� ��
n�1=r (cos�+	 sin�) 
r �cos� � 	 sin� ��

n= (*)

Tweedestap: We hebben verondersteld dat de formule waar is voorn, dus we kunnen deformule voor zn

substitueren in de gelijkheid hierboven:

(*) = r (cos�+	 sin�) rn(cosn�+	 sinn�) = (**)

Derdestap: Nu kunnen we de definitie van het vermenigvuldigen vantwee complexegetallen toepassen (de

moduli worden vermenigvuldigd en de argumenten opgeteld) en de gelijkheid voortzetten:

(**) = rn�1(cos(n+1)�+	 sin(n+1)�)

Je ziet dat we deformule voor n+1 hebben bekomen!

We hebben dus aangetoond dat als de formule voor een bepaalden�0 waar is, is ze ook waar voor het volgende

(en in vervolg: voor ALLE volgende)natuurlijke getal.

Om te kunnenbeweren dat de formule voor ALLEnatuurlijke getallen waar is, moeten we nogaantonen dat

"onze ketting van de ware formules" ergens begint. En dat is echtniet moeilijk. Men ziet onmiddellijk dat de

formule voor n=0 op een evidentemanier waar is. Ookvoor n=1 is dat vanzelfsprekend (en voorn=2
hebben we dat in het hoofdstuk over de machtsverheffing uitgerekend),maar al de echtheid van deformule voor

n=0 op z'n eentje volstaat.

Op basis van het principe van volledige inductie is de stellingbewezen.
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