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Undervisning

e Undervisningen bestar av 20 foreldsningar och 10 lektioner om 2 timmar vardera.
e Under foreldsningarna gar vi igenom teori och raknar belysande exempel.

e Lektionerna ar framst avsedda for problemlosning, dar ni kan fa hjalp av lektionsleda-
ren till de uppgifter ni inte kunnat 16sa hemma. Se alltsa till att ha férsokt 16sa de re-
kommenderade uppgifter innan ni kommer till lektionen, s& att ni kan stélla fragor till
lektionsledaren och pa detta sédtt anvénda lektionstiden optimalt.

e Jag rekommenderar varmt att ni tittar pa foljande filmer, som komplettering till forelés-
ningarna, lektionerna och kurslitteraturen:

— Travis Kowalski: https://www.youtube.com/playlist?list=PLE7F8F33E161D1425
— Jonas Mansson: http://www.matematikblogg.se/flerdim2015.html
— Khan Academy: https://www.khanacademy.org/math/multivariable-calculus
o En annan fantastisk kélla dr hemsidan till KTH:s Armin Halilovic:
http://ingforum.haninge.kth.se/armin/AR_12_13/SF1626/dirfler12_13.html

Nere pa sidan finns det EXTRA OVNINGAR som ér vildigt bra att ga igenom for att
fa en kénsla for detta vad man har lart sig under féreldsningarna.



Foreliasning 1: Introduktion; funktioner av flera variabler: grafer,
nivikurvor, niviytor; koordinater i rummet R3

Introduktion

I kursen envariabelanalys studerades funktioner av en variabel. Dessa typer av funktioner &ar
ldtta att askadliggora eftersom vi kan rita grafen till dem. Det finns ménga fysikaliska problem
som kan beskrivas med hjélp av funktioner av en variabel, men fér att beskriva fenomen i var
tredimensionella varld behover vi i allménhet funktioner av fler &n en variabel.

Exempel

o Densiteten hos ett tredimensionellt féremal ges av en funktion p(z,y,z) dér z, y och z
ar de tre rumsvariablerna. Hur ska man ga tillviga for att bestdmma foremélets massa,
masscentrum eller troghetsmoment?

o Om vi 6ppnar ytterdorren till en foreldsningssal kommer temperaturen i en punkt (z,y, z)
i rummet att fordndras over tiden. Temperaturen &r ddrmed en funktion av fyra vari-
abler T'(z,y, z,t). Hur ska man ga tillviga for att bestimma var temperaturen dr maxi-
mal/minimal eller i vilken riktning som temperaturen férédndras snabbast?

o I varje punkt pa jordytan blaser det langs en viss vektor (vars lingd och riktning foréndras
over tiden). Vinden kan beskrivas med ett vektorfilt, dvs. en funktion som till varje punkt
(x,y) pa jordytan ordnar en vektor ¥(x,y). Hur ska man ga tillviga for att bestdmma hur
stort arbete som kréavs for att flytta ett foremal langs en kurva pa jordytan?

Som synes finns det gott om fenomen som &r naturliga att beskriva med funktioner av fler d4n
en variabel, och under kursen kommer vi att ta fram ett antal matematiska metoder for denna
typ av funktioner.

Relevanta kapitel i kursboken:
Dessa tas upp pa duggan:

e 10-11: Vektorer och vektorviarda funktioner, kurvor, topologi

e 12: Funktioner av flera variabler, partiella derivator, kedjeregeln, gradient.
Sedan foljer:

e 13: Extremvarden, optimering

e 14: Integraler, dér integrationsintervallet &r en yta eller volym

o 15: Integraler, dar integrationsintervallet &r en kurva

e 16.3: Vektoranalys med fysikaliska tillimpningar: kurvintegraler av vektorfilt, Greens
sats.

Koordinatgeometri i flera variabler

Vi sag i exemplen att vi kommer studera funktioner av flera variabler. Om vi later antalet vari-
abler vara n, s& kommer definitionsméangden till vara funktioner att vara (en del av) mingden

av alla n-tupler ¥ = (x1,x9,...,2,), av alla reella tal z1,z9,...,z,. Denna méngd betecknas
R™.



Exempel 1. R! (skrivs normalt bara R) motsvarar tallinjen, R? ett plan, R det tredimen-
sionella rummet, medan R™, fér n > 3, 4r svarare att askadliggora sig geometriskt. I R? och
R3 anviinder vi ofta beteckningarna (z,y) respektive (x,vy,2) i stéllet for (x1,22) respektive
(271, T, xg) .

Elementen i méngden R™ &r vektorer, och precis som for vektorer kan vi definiera vektoraddi-
tion, multiplikation med skalar och skaldrprodukt.

Definition 1.

T+y=(z1,. ., 20) + (Y1, Yn) = (1 +y1, 22+ Y2, -, T + Yn)
AT = ANz1,...,2n) = (\x1, Azg, ..., \xy)
Zog=(x1,...,2n) (Y1, Yn) =x1y1 + X2y2 + .. + Tpyn

Ibland kan det vara praktiskt att tolka elementen i R™ som matriser. Om vi anvinder konven-

tionen att & = (x1,...,2,) ir en kolonnmatris sa kan vi skriva Z - ¢ = # Ty, dir elementen i

hogerledet ska tolkas som matriser.

Definition 2. Lingden av en vektor & i R™ ges av

|x]:vf-f:\/x%+w§+...+x%

Definition 3. Avstandet mellan tva punkter Z, 5 € R™ ges av

17— 4 =V (z1 —y1)2 + (22— 92)% + ... + (20 — Yn)?

Definition 4. Vinkeln mellan tva vektorer Z, 3 € R™ definieras som den vinkel § € [0, 7], som
uppfyller

ST
<y

cos(f) =

84
<

Sats 1 (Cauchy-Schwarz olikhet). For &,y € R"™, sd galler |Z - i < |Z||y] med likhet precis da
Z och § dr parallella (dvs. da © =ty, teR).

Bevis. Vi antar att & # 0 (trivial 16sning). Skaldrprodukten av en vektor med sig sjilv kan
aldrig vara negativ. Lat ¢t € R som vi snart ska specificera. Da géller:

0< (tZ+7) - (tT+7) =t} 7>+ 22 - 7+ |7

-y
Kvadratkomplettering och anséttning ¢ = —Fé/ ger:
z

- oo\ 2 - »9 - A2
Ty Ty L, _ -y
) - e - - EF

0< |2 (¢ : — |7 9] < |7||¥]
<pap (e+ F) -0 - 1571 < 2l

Likhet intraffar precis da tZ¥ 4+ ¢ = 0, dvs. d& 7 och y ar parallella. O

'Foér n = 2 och n = 3 &r satsen sjilvklar fran foljande formeln for skaldrprodukt: & - ¢ = |&||¢] cos 6 dir 6
ar vinkeln mellan vektorerna. Cauchy-Schwarz olikhet f6ljer da omedelbart fran detta att |cos6| < 1 for alla 6.
Likheten intraffar d& | cos 8| = 1, alltsa da 8 = 0 eller § = 7, vilket betyder att vektorerna ar parallella.



Det ar relativt enkelt att visa att &ven triangelolikheten |Z + ] < |Z| + || géller for &,y € R"
(utveckla |Z + #]? och anvind Cauchy-Schwarz olikhet).

Man kan méta avstand i R™ pa andra séitt 4n den Euklidiska normen |Z| ovan (OBS: Gver-
kurs for 1MAO017). Tva andra definitioner som bibehaller vissa grundlidggande egenska-
per (A-olikheten, |Z] > 0 med likhet for & = 0, samt |AZ] = |A||Z]) 4 normerna |¥|, =
max{|x1|,|z2|,. .., |zn|} respektive |Z|, = (|z1|P + |z2/P + ...+ |zn|P)?, p € NT. Man kan visa
att normerna &r ekvivalenta med den Euklidiska, dvs. A|z|, < |z| < B|z|,.

Topologiska begrepp

For att kunna definiera gransviarden (och i forlangningen kontinuitet och derivata) hos funktio-
ner av flera variabler, behover vi generalisera begreppen 6ppna/slutna intervall och &ndpunk-
ter/inre punkter hos intervall i R™. Vi borjar med att definiera en omgivning till en punkt.

Definition 5. En omgivning till en punkt @ bestar av alla punkter som ligger inom ett visst
avstand fran a.

For ett tal 6 > 0, sd dr méngden N(@,d) = {¥: | — @| < 6} en (6—)omgivning till @ I R! blir
en d—omgivning till @ ett intervall pa tallinjen, i R? blir det en cirkelskiva kring @ med radie 6,
och i R? blir det ett klot kring @ med radie §, alla ovanndmnda utan rand.

Definition 6. Lat M vara en méngd i R”. En punkt @ € R" &r:
1. inre punkt till M om det finns en omgivning A till @ som helt ligger i M (A C M).
2. yttre punkt till M om det finns en omgivning B till @ som helt ligger utanfor M (BNM = ().

3. randpunkt till M om a varken &r inre eller yttre punkt, dvs om alla omgivningar till @
innehéller bade punkter som tillhér M och punkter som inte tillhoér M.

Figur 1: Forelasning 1: En inre punkt till M med en omgivning A C M, en yttre punkt till M
med en omgivning B s.a. BN M = () och en randpunkt till M med en omgivning C' som har
icke-tomt snitt med bade M och M:s komplement. (Bild: Hania, med KeyNote.)

Méngden av alla inre punkter kallas det inre av M och betecknas M® eller Int(M). Méngden av
alla randpunkter kallas randen till M och betecknas 0M. En randpunkt kan tillhéra méngden,
men behéver inte gora det.

Definition 7. Lat M C R". M &r éppen om M = M° och sluten om M€ ar en 6ppen méngd.

Alternativt kan M sigas vara dppen om OM N M = () (M innehaller inga randpunkter) och
sluten om OM C M (M innehéaller alla sina randpunkter). OBS: En méngd dr varken 6ppen
eller sluten om den innehaller nagra av sina randpunkter (alltsa &r inte 6ppen), dock ej alla.



2 2

Exempel 2. Mingden {(z,y) € R? : % + ‘Z—Q < 1} bestéar av en elliptisk skiva. Randen be-
a
2 .2

star av ellipsen med ekvation — + ?2—2 = 1. For varje punkt i médngden finns en omgivning som

ar helt innehéllen i méngden, och bestar sdledes bara av inre punkter. Mangden &r saledes 6ppen.

Exempel 3. Mingden {(z,y,2) € R? : 22 + 32 + 22 = 1} bestar av enhetssfiren i R?. Alla
omgivningar till punkter pa sfiren innehéller bade punkter pa sfiren och i dess komplement,
sd alla punkter pa sfaren ar randpunkter till méngden. Darmed OM C M och méangden ar sluten.

Definition 8. Lat M vara en méingd i R”. Det slutna hiljet av M ges av M = M UOM.

Fran ovanstaende definitioner giller M sluten <= OM C M <= M = M UOJM, si en
méangd M &r sluten omm. den uppfyller M = M.

Man kan ocksd visa att M alltid &r en sluten mingd. Komplementet till M #r de yttre punk-
terna till M och de utgdr per definition en éppen méangd.

Definition 9. En méngd M i R" kallas begrinsad om M C N(0,r) for ndgot r > 0.

Punkterna i en begréinsad méngd ligger pa éndligt avstand fran origo. En méngd som &r bade
sluten och begrinsad kallas for kompakt. Enhetssfaren ar ett exempel pa en kompakt méangd. Vi
aterkommer till de topologiska begreppen nér vi har infort gransvirden i R™ om nagra kapitel.
Vi avslutar med ett resultat om unioner och snitt av éppna méngder.

Sats 2. Antag att Q; C R™ ar dppna for alla i € I (indexmdangd). Da dr U;er€d; oppen.

En oéndlig union av 6ppna mangder ar 6ppen, men ett oandligt snitt av 6ppna méngder behdver
inte vara oppen.

Exempel 4. Lt Q, = {(z,y) e R? : 2? + y* < (1 + %)2}, for ndgot n € Z*. Unionen av £,
uppfyller U, cz+ Qn = Q1.

Figur 2: Foreldsning 1: Méngder €, for nagra n och deras snitt. (Bild: Hania, med KeyNote.)

eftersom méngderna blir allt mindre. Snittet av €2, uppfyller
m Q= {(z,y) €ER?: 2% + 9% <1}
nezt

som &r en sluten méngd (slutna méangder definieras m.h.a. >, < eller =, 6ppna med > eller <).



Resten av detta kapitel kommer édgnas at att studera vilka ytor i R? som olika linjéra och
kvadratiska ekvationer i z, y, och z ger upphov till. En linjar ekvation i x, y, och z kan skrivas
ax +by+cz=d, a,b,c,déeR och ir, som bekant, ekvationen for ett plan.

Planet z = 0 kallas xy-planet, planet y = 0 kallas xz-planet, och planet z = 0 kallas yz-planet.
Om nagon av variablerna x, y eller z saknas, kommer den motsvarande ytan att vara parallell
med axeln som motsvarar den franvarande variabeln.

Exempel 5. Ekvationen (z + 2)? + (y — 1)2 = 1 motsvaras i R? av en cirkel med centrum i
(—2,1) och radie 1. I R? motsvaras ekvationen av en cylinder som &r parallell med z-axeln.

Skirningspunkten mellan tvi tvidimensionella ytor i R3 utgor i allménhet en endimensionell
kurva i R? (vi dterkommer till kurvor i kapitel 11 i kursboken).

Exempel 6. Vilka punkter (x,y, 2) loser ekvationssystemet 22 + 3> =4, z = 2?
Ekvationen z2 + 32 = 4 motsvarar en cylinder, och ekvationen z = 2 ett plan. Snittet av dessa
méngder &r en cirkel med radien 2 och med mittpunkten i (0,0,2), i planet z = 2.

Funktioner av flera variabler

Lat D vara en méngd i R™. En funktion av n variabler tilldelar till varje element (z1,...,x,) € D
en punkt f(z1,z2,...,z,) € R. Fallet n = 1 har vi studerat i kursen envariabelanalys. For n = 1
kan funktioner beskrivas geometriskt med grafer. Fér n = 2 och n = 3, som vi frimst kommer
behandla i denna kurs, finns ingen lika bra geometrisk beskrivning av funktioner.

Betrakta fallet n = 2, sé att f &r en funktion av de bada variablerna = och y. Definitionsméngden
D ligger i zy-planet och grafen till f 4r den tredimensionella punktméangden

{(z,y,2): 2z = f(z,y), (z,y) € D}. Grafen till f bildar en yta i rummet uppspéand rakt ovanfor
(eller under, eller delvis si och delvis sa om det finns nollstéllen) definitionsméangden D.

Om funktionen har en symmetri av ndgot slag blir det enklare att rita grafen till denna. Ett
exempel ar radiell symmetri:
Exempel 7. Skissa grafen till funktionen
— In(22 + 42 2. .2 <4
f(r,y) =In(z"+y7), 0<a”+y < al = 2In(r)
I zy-planet ges avstandet r till origo av r? =
22 + 92, sa funktionen kan skrivas

f(z,y) = In(z* +y°) ,
= In(r?)

= 2In(r), re(0,2]. 2 4 6 8

Sa vi far grafen till f genom att rotera grafen

till z = 21n(r) kring z-axeln. —2

Det kan vara svart att rita ytor i 3D pa ett bra sitt. Ett alternativ kan da vara att rita de sa
kallade nivakurvorna f(z,y) = c i zy-planet for olika varden pa konstanten c.

Den resulterande figuren liknar en topografisk karta (hojdkurvor) 6ver funktionen. Jamfor dven
vaderkartornas isotermer och isobarer.



Exempel 8. Skissa nivakurvorna till funktionen f(z,y) = In(2? + 4?) for ¢ = {—2,—~1,0,1}.

<

Den radiella symmetrin gor att nivikurvorna
maste vara koncentriska cirklar. Nivakurvan for
¢ = 0 blir enhetscirkeln. ¢ =1 ger

D
/

1=In(z*4+3?) = 22+ =¢
= cirkel med radie /e ~ 1.65

¢ = —1 och ¢ = —2 ger slutligen

22 + y? = e~ ! respektive 2 + % = 72

Om avstandet mellan c-viardena &r konstant, som i detta exempel, sa betyder glesa nivakurvor
att funktionen forédndras sakta och téta nivakurvor att funktionen férdndras snabbt, i analogi
med hojdkurvor pa en karta.

Om inget annat anges &r definitionsméngden D till en funktion f av n variabler det stérsta

méngd i R™ {6r vilken f(x1,x9,...,x,) ar vildefinierat for alla (z1,z2,...,z,) € D.
Exempel 9. Bestam definitionsméngden till funktionen f(z,y) = In .
r—y
f ar definierad da rrYy > 0. Beroende pa om y
r—y
x—y > 0eller om z —y < 0 far vi tva olika fall:
r—y>0: Tt¥oyg
r—y
= z4+y>0 = —-—a<y<cz
D D
N x
r—y<0: %5y
r—y

= z4+y<0 = z<y<-—-z

Olikheten i forsta fallet &r rimlig nér > 0 och olikheten i andra fallet &r rimlig nér = < 0.

Betrakta nu fallet n = 3. Grafen bestar d& av en fyrdimensionell punktméngd som vi inte kan
visualisera. Vi far i allménhet néja oss med att hitta eventuella symmetrier och skissa funktio-
nens nivdaytor f(x,y, z) = c.

Exempel 10. Niviytorna till funktionen f(x,y,2) = 22 + 2y? + 32% 4r koncentriska ellipsoider
med centrum i origo.



Forelasning 2: Mangder i R”; andragradsytor; polara, cylindriska
och sfiariska koordinater

Cylindriska och sfariska (rymdspolidra) koordinater

Kvadratiska ekvationer i R? kan ge upphov till cylindrar och sfirer. Om ett problem i R? har en
sadan geometri ar det, som vi ska se, ofta praktiskt att byta koordinatsystem fran de vanliga
kartesiska koordinaterna till cylindriska eller sfiariska koordinater.

Cylindriska koordinater fis genom att x- och y-koordinaterna byts mot poldra koordinater,
medan z-koordinaten ar oférandrad. Relationen mellan (x,y, z) och [r, 6, z] blir:

x =rcos(f), y=rsin@), z=z
Cylindriska koordinater ldmpas val till problem som har axiell symmetri. Notera att r &r
avstandet fran punkten P till z-axeln, och inte till origo.

Vid radiell symmetri ar sfariska (rymdspolira) koordinater att féredra. Variabeln R mot-
svarar avstandet till origo (R > 0), variabeln 6 &r vinkeln mellan den positiva z-axeln och
projektionen av punkten pa zy-planet (0 < 6 < 27), och variabeln ¢ dr vinkeln mot positiva
z-axeln (0 < ¢ < 7). Relationen mellan kartesiska och sfiriska koordinater ges av:

x = Rsin(¢) cos(f), y = Rsin(¢)sin(f), =z = Rcos(¢)

\\\\(x,ya Z)

y
X

Figur 3: Rymdspoliira / sfiriska koordinater i R3. (Bild: Hania, med KeyNote.)

I kartesiska koordinater motsvarar ekvationerna x = a, y = b, z = ¢ plan i rummet. I cylindriska
koordinater motsvarar r = a ett cylindriskt skal med radie a som &r parallellt med z-axeln och
f = b motsvarar ett halvt plan som ar ortogonalt med xy-planet. I sfariska koordinater motsvarar
R = a ett sfiriskt skal med radie a, ¢ = b motsvarar en cirkulér kon kring z-axeln och 6 = ¢
har samma tolkning som for cylindriska koordinater.

Liknande koordinatbyten kan goras aven for R™, n > 3 (OBS: Overkurs), men &r forstas
svrare att visualisera sig. Lat exempelvis (z,y, z,w) € R* och 1at [R/, ¢, 6] vara de sfiriska
koordinaterna for tre dimensioner. D4 géller w = Rcos(¢), R’ = Rsin(¢), och relationen mellan
kartesiska och sféiriska (fyrdimensionella) koordinater blir:

r = Rsin(¢) sin(¢’) cos(¢'), y = Rsin(¢)sin(¢) sin(8'),
z = Rsin(¢)sin(¢’), w = Rcos(¢)



Andragradskurvor och andragradsytor

En allmén andragradsekvation i variablerna x och y kan skrivas

Az’ + By  + Cxy+ Dz + Ey+ F =0.

I undantagsfall kan detta uttryck faktoriseras till produkten
(Alx + Bly + Cl)(AQl‘ + Bgy + 02) =0.

varvid l6sningarna ges av tva réta linjer. I alla andra fall far vi en sa kallad kvadratisk kurva
eller kdgelsnitt som kommer att vara krokt. det finns fyra olika typer av andragradskurvor. En
irreducibel andragradsekvation i variablerna x och y motsvarar nagon av féljande fyra typer av
kurvor: cirkel, ellips, hyperbel och parabel. Se bilderna pa slutet av anteckningarna.

En allmén andragradsekvation i variablerna x, y och z kan skrivas

Az* + By? + C2* + Day+ Exz + Fyz+ Gr + Hy + Iz + J = 0.

I undantagsfall kan detta uttryck faktoriseras till produkten
(A1x 4+ Bry + C1z + D1)(Aax + Bay + Caz + Dy) = 0.

varvid l6sningarna ges av tva plan. I alla andra fall far vi en sa kallad kvadratisk yta som kommer
att vara krokt. Det finns sex olika typer av kvadratiska ytor. En irreducibel andragradsekvation
i variablerna x, y och z motsvarar nagon av foljande sex typer av krokta ytor:

1. Sfar. Ekvationen for en sfar med centrum i punkten (zg, yo, z0) och radie r ar

(z —x0)+ (y —y0)? + (2 — 20)? = r2.

Jamfor med cirkelns ekvation och avstandsformeln i R3.

2. Cylinder. Ekvationen for en cylinder parallell med z-axeln ges av

(x —x0)* + (y — y0)* = 1.

Analogt dr (z — 20)? + (2 — 20)2 = r? en cylinder som ir parallell med y-axeln osv.

Ovanstaende cylindrar ar cirkulira eftersom tvarsnittet ar en cirkel. Men en cylinder kan
ocksa vara elliptisk, parabolisk eller hyperbolisk om tvérsnittet ar en ellips, parabel eller
hyperbel. Exempelvis #r cylindern y = 22/2 parabolisk och parallell med z—axeln.

3. Kon. Punkterna (z,y, z) pa en kon parallell med z-axeln uppfyller att z-koordinaten ar
proportionell mot radien r = \/z2 + y2, dvs. z = ¢\/22 + y? eller med andra ord

22 = A2 + 7).
Konstanten ¢ ger ett matt pa hur sndv konen dr. Ovanstaende kon ar cirkulér, men precis
som cylindrar kan koner dven vara elliptiska. Motsvarande ekvation for en elliptisk kon &ar

.’IJ2 y2 2,2

2 e

Om minustecknet placeras framfor nadgon av de andra variablerna far vi en kon parallell
med motsvarande axel.
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4. Paraboloid. En elliptisk paraboloid kring z-axeln har ekvationen
22 2
z = ? + bfz

och en hyperbolisk paraboloid kring z-axeln har ekvationen

5. Hyperboloid (2 typer). En hyperboloid

2 2 2
x Y z¢
2tp 2"
dr antingen en- eller tvamantlad och har ett elliptiskt tvérsnitt i ett koordinatplan och
ett hyperboliskt tvérsnitt i ett annat koordinatplan.

Se bilderna pa slutet av anteckningarna. De kommer att vara mycket nyttiga som
stod till Lektion 1.

Kvadratiska former

Ett kvadratiskt uttryck i x, y och z kan alltid kvadratkompletteras sa att det inte innehaller
néagra forstagradstermer. Vi ska nu studera det kvarvarande uttrycket mer i detalj.

A D FE x
Ax2+By2+C’z2+2ny+2Exz+2Fyz:(33 Y z) D B F Y
E F C z

Uttrycket i hogerledet kallas den kvadratiska formen for matrisen A. Vi infor f6ljande begrepp:

Definition 10. A #r positivt definit om ¥ A% > 0, V¥ € R3\ {6}, positivt semidefinit om
FTAZ >0, VZ&eR3\ {0} och indefinit om &7 A Z antar bade positiva och negativa virden.

Forutom att kvadratiska former kan relateras till olika ytor i rummet, s& kommer de ocksa vara
viktiga vid kassificering av extrempunkter av funktioner av flera variabler. For att avgora om
en matris ar positivt definit kan vi kvadratkomplettera motsvarande kvadratiska form.

11 2
Exempel 11. Visa att matrisen | 1 2 3| &r positivt definit. Kvadratkomplettering av mot-
2 3 6

svarande kvadratiska form ger:
22 297 4+ 62% 4+ 2xy + dxz + 6yz = (z+y 4+ 22)% — y? — 42% — dyz + 2y + 62° + 6yz
=(z+y+22)° +y* + 222+ 2yz = (z+y +22)* + (y + 2)* + 22

Den kvadratiska formen &r positiv for alla nollskilda val av (x,y, z), s& matrisen &r positivt
definit.

I linjar algebra visas att en matris ar positivt definit om alla dess egenvirden (dvs. tal A\ som
uppfyller A Z = A% for nagot &) &r positiva. Man kan dven relatera detta till tecknet pa vissa
determinanter (Sats 8, Kap 10.7 i kursboken).

11



Forelasning 3: Vektorvarda funktioner: parametriska kurvor, bag-
langd

Vektorvarda funktioner: parametriska kurvor

En vektorvéird funktion av en variabel med virden i R™, dvs en funktion pa formen t — Z(t) =

(x1(t), z2(t),...,zn(t)) kallas for en n-dimensionell kurva i R™. Fér n = 2 talar man om en
plan kurva, och for n = 3 om en rymdkurva. Variabeln t kallas parameter, och dess defini-
tionsméangd &r vanligen ett intervall pa den reella axeln. Funktionerna xi(t),...,x,(t) kallas

komponentsfunktioner.

y (A
f:la,b] > R| y=f(x) , g:lc,d] >R x =g

3/\\/\‘;)6 X

a b

(th), y() = (1, f)), 1 €a,b] (x(0), y() = (g(0), t),?é\hdb
,,,,,,,, G _————— - o < _
z

I
S,

(x(), y(t)) = (rcost, rsint), t € [0,27)

X

@), y(©), 2(1)) = (xg + tvy, Yo + tvy, 29+ 1v3)
(x(®), y(£)) = (rcos2t, rsin2t), t € [0,7) tER

(x(®), y(£)) = (rcos 1, r sin i), t € [0,2zr)
r r

Figur 4: Forelasning 3: Nagra exempel pa parametriska kurvor. (Bild: Hania, med KeyNote.)

Parametern ger upphov till en riktning i vilken kurvan genoml6ps. Som nésta exempel visar,
kan en och samma kurva uttryckas med flera olika parameterframstéllningar (val av funktion
och definitionsméngd).

2 2

Exempel 12. Ellipsen % + = 1 i planet har parameterframstillningen = = acos(6),
a

b2
y = bsin() for 6 € [0,27) eftersom det da géller att:
2?2 y?  a?cos?(0)  b?sin?(9)
a? = b? a? + b2

= cos?() +sin?(h) = 1.

Om a = b = r far vi en cirkel. PA samma siitt inses att cirkeln (z — 3)? + y? = I har parame-
terframséllningen @ = 1(1 + cos(6)), y = 3 sin(0) for 6 € [0, 2r).
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Exempel 13. Avgor vilken kurva som har parameterframséllningen

1 t

-~ y=—"" teR
Ty YT iqe

Vi eliminerar parametern ¢. Division av ekvationerna fér x och y ger:

1
2 1 1 2
leit:, = t:g = T = 2: X
y i t x 1+<g> 2 + y?
14 ¢2 x

1\? 1
= 2=0 Vv 224+yi=2 = F-r+yi=0 = <$—2> +y2:1.

Detta dr samma kurva som i exemplet innan. Observera dock att origo inte kommer med om
vi anvdnder den andra parametriseringen. Positiva virden pa t ger 6vre halvan av kurvan och
negativa viarden pa t ger undre halvan av kurvan.

De plana kurvorna ovan kunde beskrivas med en ekvation i  och y. For att beskriva en rymd-
kurva i parameterfri form krivs ett ekvationssystem med tva ekvationer i x, y och z (varje
ekvation motsvarar en yta i rummet).

Exempel 14. Parametrisera skirningskurvan mellan ytorna
z2+yV1—22—-92=0 och z+y=1.

Kurvan z + /1 — 22 — 2 = 0 #r undre halvan av enhetssfiren 22 + y? + 22 = 1 (den del som
ligger under zy—planet). Ekvationen = + y = 1 motsvarar ett plan. Vi sétter x = ¢ (y = ¢
fungerar lika bra) och far:

y=l-az=1—t, z2=—-/1—-a2—9y2=—\/1—-12—(1—-1)?
=—/1—12—(1—2t+12) = —\/2t — 22
Rotuttrycket ar definierat da 2¢(1 — ¢t) > 0, vilket intraffar da bade ¢ och (1 — t) &r positi-

va (de kan inte bada vara negativa), dvs. da ¢ € [0,1]. En parameterframstéllning ar alltsa
F(t) = (t,1 —t,—/2t(1 — 1)), t € [0,1].

Foljande metod hjélper ofta hitta en parametrisering av skdrningskurvan () mellan tva ytor.
Metoden fungerar fint om en yta &r plan och en kvadratisk som t.ex. i den rekommenderade
uppgiften Adams 11.3-9 eller som i exemplet nedan. Metoden innehaller foljande steg, vilket vi
sedan illustrerar pa ett konkret exempel:

1. Eliminera variabeln z i en av ekvationerna (ibland blir det béattre att eliminera en annan
variabel). Da reducerar man problemet till tva variabler. Ekvationen i variablerna x och
y beskriver projektionen av kurvan v pa xy-planet. Kalla projektionen ~,,.

2. Parametrisera den platta kurvan ~,, alltsa hitta funktioner z(¢) och y(t) sadana att
punkterna (z(t), y(t)) genomléper hela kurvan -y, for tg <t < t;.

3. Uttryck z som en funktion av z(¢) och y(¢) m.h.a. de givna ekvationerna. Pa det sittet
far vi z = z(t) och foljande:

7(t) = (z(t), y(t), 2(t), to <t <t

13



ger oss en parametrisering av kurvan .

Exempel 15. Tillampa steg for steg metoden ovan for att parametrisera skarningskurvan
mellan paraboloiden z = 22 4 y? och planet = + z = 2.

1. Eliminera z: z = 2 — = fran planets ekvation. Insattning i paraboloidens ekvation ger
2 — x = 22 + y%. Kvadratkopletteringen later oss identifiera kurvan:

2 2 2 2 12 1 2 8 12 2 9
2—z=z"+y° & rHzrty =2 & a?—|—§ _Zﬂ/:i < x—i—§ +y =

Vi kénner igen kurvan -, som cirkeln med mittpunkten i (—%, 0) och radien %

2. Parametrisera den platta kurvan «,: Den vanligaste parametriseringen for v, ar

1 3 3
x(t) = ) + icost, y(t) = §sint, t € [0,2m].

3. Uttryck z som en funktion av z(t) och y(¢) m.h.a. de givna ekvationerna:

1 3 5 3
z(t) x(t) ( 5 + 5 €O t> 575 cost

Véar parametrisering av kurvan ~ ar alltsd foljande:

<

(1) L3 ost, Ssine, 2 - 3cost). 0<t<2
= —_— = — COS — S1n — — — COS .
g T Bk R 5 Ty P sb=em

Pty + h) — F(ty) = (x(ty + h), y(ty + b)) — (x(t), ¥(1p)) = (x(ty + h) — x(tp), y(to + h) — y(1y))

17t + 1) = Fp)ll = \/ (xltg + 1) = x(19))* + (¥t + b) = ¥(t))*

7(b)

\

a f b

fhyth=1

Foljande tre utsagor &r ekvivalenta:

=1

h—0

th+h -t

0 0 #(a)

=1 =1
lim 7() = 7(f;) ~ om och endast om x(8) = x(ty) = b och Yo - ¥(ty) = ]
=1,
ekvivalent: limx(#) = x(f;) och limy() = y(t,)
=1, =1,

Figur 5: Foreldsning 3: En forklaring varfor gransvirde och kontinuitet for vektorvirda funktio-
ner undersoks komponentsvis. (Bild: Hania, med KeyNote.)
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Om parametern ¢ far beteckna tiden, sa kan 7(t) = (x(t),y(t), 2(t)) tolkas som ldget hos en
partikel vid tiden t. Grénsvéirde och kontinuitet for vektorvirda funktioner &r komponentvis.
Se mer forklaring i bilden.

Om komponentsfunktionerna x(t), y(t), z(t) alla &r deriverbara sé kan vi definiera vektorn

d r(t+ h) —7(t
F(t) = Sty = i TN ZTO i) g0y, ),
Vi kallar 7/(t) tangentvektorn till kurvan i punkten #(¢). Om 7(t) tolkas som partikelns ldge
sd kan 7/(t) tolkas som partikelns hastighet och |7/(t)| som dess fart vid tiden ¢. Vidare kan
7"(t) = (2"(t),y"(t), 2" (t)) tolkas som partikelns acceleration vid tiden t. Se mer forklaring i

bilderna som foljer.

(1) = (x(2), y(2))

(x(t), (1)) Pty + h) — F(1p)

(x(ty + h), y(ty + h))
@ Pty + 1) — F(t)

d._ @ = I
—r = lim
dr Y T o h

7’)(f())

@ I (x(ty + h), y(tg + h)) — (x(1p), ¥(%y)) @ . (x(tg+ h) = x(ty), y(ty + h) — y(1y)
= 3 = jim n

origo @ lim (X(to + 1) — x(%) ’ y(to + ) — (1)) ) @ (lim x(ty + 1) — x(1p) lim y(to + 1) — (1)) )
h—0 h h h—0 h h—0 h

= &'(1p), (1))

Figur 6: Foreldsning 3: En forklaring varfor derivering av vektorvirda funktioner sker kompo-
nentsvis: 1. definition av derivatan 7/(t), 2. insdttning av komponentsfunktioner z(t) och y(t), 3.
vektor-addition / -subtraktion sker komponentsvis, 4. skalning av vektorer sker komponentsvis,
5. gransvirdet rdknas komponentsvis, 6. derivatans definition fér funktioner z(¢) och y(¢). (Bild:
Hania, med KeyNote.)

Precis som for vektorer kan vi definiera skalér- och vektorprodukt for vektorvirda funktioner.
Foljande sats, som &r en enkel f6ljd av raknereglerna for derivatan av skaldrvirda funktioner av
en variabel, ger en produktregel for skalar- och vektorprodukter samt for en (variabel) skalning.
Observera att alla tre produktregler har identisk konstruktion.
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(1), y'(19))

(1), y(®) q
A1) = (1), y(1)

F(1) = (X'(0),y'®)

(x(tp), ¥(1))

Ay YO -yl YOyl oy, Y )

tana = = =
Ax  x(f) — x(y) I—1 x(®) —x(t))  x'(1p)

Figur 7: Foreldsning 3: En forklaring varfor hastighetsvektorn 7 (tg) = (2'(t0), ¥’ (to)) ar tangent
till kurvan i punkten (x(t9),y(to)). (Bild: Hania, med KeyNote.)

Sats 3. (Theorem 1 i Adams 11.1) Lat @(t) och 9(t) vara tvd vektorvirda funktioner i en
variabel och lat \(t) vara en skaldrvird funktion. Da gdller:

d
dt
d
dt
3. %(ﬁ(t) -U(t)) = a'(t) - 0(t) + u(t) - v'(t) (produktregeln 2: for skaldrprodukt)

4. %(ﬁ(t) X U(t)) =a'(t) x v(t) +d(t) x v'(t) (produktregeln 3: for kryssprodukt)

1. —(u(t) +v(t)) =a'(t) + 7'(t) (derivatan av en summa dr summan av derivator)

(A@)u(t)) = N(@)u(t) + A(t)a'(t) (produktregeln 1: for en variabel skalning)

d
dt
Observera att sista formeln visar att tangentvektorns riktning dr oberoende av val av parameter-
framstdllning. (Satsen bevisas m.h.a. respektive regler for envariabelfunktioner, med egenskaper
av operationer pa vektorer, och allt gors komponentsvis.)

5. —(U(A(t))) = N(@®)a'(\(t)) (kedjeregeln; tank héar pa A(t) som ett variabelbyte).

Exempel 16. Lat 7(t) vara laget pa en partikel vid tiden t. Visa att om kraften pa partikeln
ar parallell med 7(t), sa ar 7'(t) x 7(t) konstant.

Enligt Newtons andra lag s& giller sambandet F () = m#"(t) mellan en kropps acceleration

7" (t) och kraften F(t) som verkar pa kroppen. I detta fall giller dirmed

for nagon konstant k. Vi undersoker derivatan av 7/(t) x 7(¢):

d

D!ty > 7(0)) = 70 % 70+ 7(0) % F(t) = o () % (e) = O

— —

=0 =0

Derivatan av 7/(t) x 7(t) ar alltsa noll, vilket implicerar att funktionen 7’(¢) x 7(t) maste vara
konstant.
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Situationen i exemplet géller for planeterna i solsystemet om vi véljer att 1ata solen ligga i origo.
Betrakta nu ett kort tidsintervall h. Arean av den skuggade triangeln i figuren ir, enligt den
geometriska tolkningen av vektorprodukten, lika med

SIFO)h) x F(t)] = glf’(t) x 7(t)].

Vi visade i exemplet att vektorn 7/(¢) x 7(t) ar
konstant. Arean som Oversveps av en planet i 7(t)
solsystemet per tidsenhet &r déarfor

1 h 1
li V- — _ = -
lim - 5 (7' (#)h) x 7(t)| 2!7" (t) x 7(t)]
= konstant.

Detta ar Keplers andra lag for planetbanorna i solsystemet. Den hérleddes empiriskt fran pla-
netobservationer i bérjan av 1600-talet. Vektorn 7/(t) x 7(t) &r en konstant vektor som hela
tiden ar vinkelrdt mot 7(¢). Detta innebar att 7(¢) maste ligga i ett och samma plan. Detta
ar ocksa en f6ljd av Keplers andra lag som sdger att planetbanorna ar elliptiska. Att elliptiska
banor uppfyller villkoret i exemplet ovan ges av:

7(t) = (acos(kt),bsin(kt)), 7'(t) = (—aksin(kt),bk cos(kt))
7" (t) = (—ak? cos(kt), —bk? sin(kt)) = —k>*F(t).

Baglangd av en kurva

Lat nu 7(t), t € [a,b], vara en tva- eller tredimensionell kurva, vars komponenter &r deriverbara
funktioner. Vi ska bestdmma l&ngden av kurvan. Precis som nér vi bestdmde baglingden av en
funktionsgraf, sa delar vi in parameterintervallet i n stycken delintervall: a =ty < t1 < t2 <

. < tp, = b. Pa varje delintervall [¢t;_1,%¢;] kan kurvan approximeras av |7(t;) — 7(ti—1)|, sa
kurvans langd &r minst:

sn= > |F(t:) = Fti1)| = >
=1

7(t;) — 7(ti—1)

At; Al

i=1
b

d
s, ar en Riemannsumma som under vissa villkor pa kurvan konvergerar mot integralen / 'dtff'(t) ‘ dt.

a

Lat nu 7(t) = (z(t), y(¢t), 2(t)). Da géller

jﬁ(t)‘ — (& (0). o/ (1), £ (1)) = /TR + 7O+ (0.

Sa baglingden av av kurva ges av

b

s = / V! ()2 + o' ()2 + 2/ (t)2dt.

a
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Exempel 17. Bestam langden av kurvan #(t) = (2 cos(t), 2 sin(¢), §t3/2), t € [0,2n]. Kurvan
ar en spiral kring z-axeln som strécks ut allt mer. Dess langd ges av:

27 27
s = / \/(—2 sin(t))2 + (2 cos(t))2 + (¢1/2)2dt = /\/4 + tdt
0 0

27r_2

= [;(44—03/1 3((4+27r)3/2 —8).

0

Léngden av en kurva mellan tva punkter dr oberoende av val av parametrisering. Ibland kan det
vara praktiskt att véilja baglingden som parameter for kurvan, dvs. 7(s). Sadan parametrisering
kallas baglidngdsparametrisering. For att byta parameter fran den ursprungliga parametern

t

¢ till baglangden s utnyttjar vi formeln for baglangden s(t) = [ |7/(7)|dr, ur vilken vi kan losa
to

ut ¢ som funktion av s och sitta 7(t(s)).

En fordel med att ha baglangden som parameter &ar att:

Lol s> Se s s O
dt ds  |F'(t(s))] ds

vilket innebér att tangentvektorn alltid &4r en enhetsvektor.

Det enklaste exemplet som man inte behover avancerade teorier fér ar foljande parametrisering
av enhetscirkeln med mittpunkten i origo och radien 1. Ett exempel pa en baglingdsparamet-
risering ar

7: 10, 2m) — R? s.a. 7(t) = (cost, sint).

Léangden for hela kurvan &r lika med 27 och den &r lika med ldngden for parametriseringsin-
tervallet. Dessutom dr baglangden mellan punkterna 7(0) = (1,0) och 7(a) = (cos a, sin &) lika
med « radianer. Dessutom &r farten, alltsa ldngden till hastighetsvektorn, i varje punkt lika
med 1, vilket vi fir ndr vi anvénder trigettan:

17O = 12" (1), ' ()] = V(@' (1) + (y'(1)? = V(= sint)? + (cost)? = V1 = 1.

Parametriseringen # : [0, 7) — R? sidan att 7(t) = (cos2t, sin2t) #r diremot inte en bag-
langdsparametrisering. Ténk att man hér genomlbper cirkeln tva ganger snabbare &n i forra
exemplet. Farten &r da lika med 2 i varje punkt (kedjeregeln!) och bagen mellan startpunkten
och en godtycklig punkt pa kurvan ar tva ganger langre dn parametriseringsintevallet mellan 0
och parametern for slutpunkten pa bagen.

Exempel 18. Kurvan v kan pa parameterform skrivas som

7(t) = (In(1 4 t2), In(1 +t~2), V8arctan(t)), t e [1,T]

dér T &r en konstant som &r storre dn 1. Baglingdsparametrisera kurvan -.

Losning: vi behover berdkna hastigheten och farten. Hastigheten fas genom att derivera kom-
ponent efter komponent:
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2t

7(t) = %(ln(l +1?), In(1 +t2), V8arctan(t)) = (

o2t 2t B
N1+ 241 142

och farten &r ldngden av hastighetsvektorn:

2
2 \?2 2t—1 \ 2 ) A2 4 42 + 8
o= (2L ) (- LB A raes
1+¢2 2 +1 1+¢t2 (1+12)2

1+e2

1+t72" 1+¢2

23 8 )

ottt 1+22
1+2t2+¢4 '

Eftersom t > 0, far vi |7/ (¢)|| = +/||7/(t)||2 = 2t~! och dérfér s(t) = flt 277 ldr = 21In(t) s4 att
t = /2. Vidare, t = 1 motsvarar s = 0 och t = T motsvarar s = 2In(T’). Svaret &r alltsd att

baglangdsparametriseringen for kurvan ar

7(s) = (In(1+€*), In(1 +e~®), V8arctan(e®?)), s e [0,2In(T)].
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Foreliasning 4: Funktioner av flera variabler: gransvardet och kon-
tinuitet

Gransvarden och kontinuitet

Vi ska nu definiera grénsvirden for vektorvirda funktioner och funktioner av flera variabler.
Alla dessa funktioner kan generellt skrivas som en funktion fran R™ till R? f6r nagra positiva
heltal n och p.

Till varje punkt & = (21,22,...,2,) € D C R" ordnar funktionen f ett element
f(&) € RP. fs komponenter kan skrivas

(@) = (filzr, 22, . . @0, fol@1, @y .oy ),y fo(@1, Ty ).

Om n =1, p > 1 far vi en vektorviard funktion av en variabel (kurva, yta). Om n > 1, p =1
far vi en funktion av flera variabler. For att kunna ta fram en differential- och integralkalkyl
for funktioner fran R™ till RP behover vi en definition av griansvérde.

Definition 11. Lat f vara en funktion fran R” till RP med definitionsméngd D och antag att
a ar en inre punkt eller randpunkt till D. Vi sdger da att f har gransvirdet b € RP om det till
varje tal € > 0 finns ett tal § > 0 sa att

R ST R
:L‘_
ZeD ©

— —»

Detta skrivs lim = b eller f(Z) —

T—d

_@l

Man kan fraga sig hur grénsvirdena lim f(®) och lim f;(&) ar relaterade. Lat dérfor § =
r—a r—a

(y1,92,-..,Yp) € RP och notera at ¥ kan skrivas

y=wyie1 + e+ ... +ype, for e =(1,0,...,0), e2 =(0,1,0,...,0), ..., e, =(0,...,0,1)

Triangelolikheten ger |§] = |y1e1+. .. +ypep| < |y1e1]|+ ... +|ypep| = [y1] + ... + |yp|. Samtidigt

galler forstas |y] = \/y% +yS+ ..+ Yz > /yjz- = |y;| for alla j € {1,...,p}. Sammanfattnings-

—

vis far vi, om vi byter ut ¥ mot f(Z) — b

£3(Z) —

—

bi| < |f(@) — b < |A(&) = bi| + ...+ | fo(T) — by.

Detta innbér att lquf(f) = b precis d& lim f;(Z) = b; for alla j € {1,...,p}.
r—ra Tr—a

Gréansvirden for vektorviarda funktioner kan reduceras till gransvirden av de reellvirda kom-
ponenterna. Detta var anledningen till att vi kunde definiera derivatan av en parametriserad
kurva genom att derivera kurvans komponenter. Under aterstoden av detta kapitel kommer vi
darfor att arbeta med funktioner fran R"™ till R.
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lim  flny)=A
(x. J’)"(xosY())

Ve>0 35> 0 Y(x,y) €Dy @), (g yp))< 6 = | d(f(x,y).A) <

Vi kan komma med fs virden godtyckligt nira (¢-nira) virdet Alom

bara argumenten (x, y) ligger tillrackligt nira (6-nira) punkten (xo, yo)

r—0 = | f(xg+rcosf, y,+rsind)—A| = 0

oavsett 0

Figur 8: Foreldsning 4: Definition av gransvirdet lim, ) (20,40 f(2,y) = A. Oftast (zo,y0) =
(0,0). For trevariabelfunktioner &r definitionen samma, fast d-omgivningar av (xg,yo, 20) ar
Ooppna klot, inte 6ppna cirkelskivor. Man har alltsa &nnu fler vidgar mot punkten, inte bara i
planet, utan ocksa i rummet fran alla hall. (Bild: Hania, med KeyNote.)

Gransvarde och kontinuitet for funktioner fran R” till R

Man kan enkelt bevisa fran definitionen att alla linjira funktioner f(z,y) = az + by + ¢ ar kon-
tinuerliga. Dessutom uppfyller griansvirden av funktioner av flera variabler samma riakneregler
som for funktioner av en variabel, vilket leder till en hel massa nya kontinuerliga funktioner.
Om lim f(Z) = L och lim g(&) = M, sa géller:

r—a r—a

i (f(#) + (@) = L+ M, lim f(#)g(#) = LM, lim ; ((i SN

Om vi dessutom har en envariabelfunktion F': R — R som &r kontinuerlig i ¢t = L, da:

lim F(f(Z)) = F(L).

r—a
Den sista regeln ser kanske mindre sjdlvklart ut &n de andra, men jag tror att de flesta skulle
anvianda den intuitivt. Har kommer exempel pa anvandning av reglerna ovan, med f = f(x,y).
Man kan forstas tillimpa dessa regler bara om uttrycket ar bestdmt, fér bara i sddana fall kan
man kora inséttning:
L lim )05 4 +2y+2%) =4-24+2-3+27=8+6+4=18.
2. lim(x7y)_>(572) .’,1:‘2y3 = 52 . 23 = 25 -8 = 200.
TH2 3422 _ 7 _

3. lime ) 32) 2o, = ooy — 7

2M.h.a. reglerna 1-4 visar man enkelt att bl.a. polynomfunktioner, rationella funktioner och en hel del andra
ar kontinuerliga; man ska bara akta sig for obestdmda uttryck, men vi lar oss strax hur man kan hantera dessa.
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4. lim ) (rp)sin ;. = sing = % Har ar F(t) = sint och f(z,y) = £. Funktionen F' ar
) ) Yy Y
definierad for alla reella tal, och funktionen f &ar definierad Gverallt utanfér z-axeln, ty

dar y = 0. L = lim; ) (r.6) % = - Bilden illustrerar hur sammanséttningen fungerar.

R—I  r—F g fap=Z
(x,y)v . Y
Fof F(t) =sint

Fof(r.y) = F(f(x.y)) = F(%) = sing

Figur 9: Forelasning 4: Illustrationen for exemplet for regeln limz .z F'(f(Z)) = F(L). (Bild:
Hania, med KeyNote.)

For funktioner av en variabel skilde vi pa vénster- och hogergrinsviarden beroende pa fran
vilket hall som vi ndrmade oss den punkt i vilken vi ville veta gransviardet. Om vénster- och
hogergransvirdena sammanfoll, sd var de lika med gransvardet i punkten. For funktioner av
flera variabler kan vi nirma oss en viss punkt l&ngs odndligt manga kurvor. Vi kan rimligen
inte bestdmma gransvardet ldngs var och en av dessa kurvor och kan inte bestdmma gransvéirden
med denna metod. Vi inleder med ett par exempel:

Fér att visa att ett gransvirde lim f(Z) inte existerar récker det att hitta tva olika, vil valda
r—a

kurvor som géar mot @ och for vilka f(Z) narmar sig olika virden.

Exempel 19. Visa att gransvardet  lim inte existerar.

(z,9)—(0,0) T2 + y?

Vi provar med de bada réta linjerna (z,y) = (¢, 0) respektive (z,y) = (t, ).

t-0 t-t 1
=0 och den andra ger lim — = =

Den forsta ger: lim 15082 42 2

t—0 t2 + 02

Gréansvirdena ar olika, sa gransvérdet kan inte existera. Se illustrationen (pa

im —_
(z,9)—(0,0) 22 + 32

nésta sida) for ett likadant exempel, dar f(z,y) = %, som diskuteras hos Travis (Playlist
Calculus 3, Topic 10, minuterna 12:30-19:55).
Vi tar ett 4&nnu knepigare exempel.

o2

Exempel 20. Visa att gransvirdet  lim inte existerar.

(@y)=00) (2 +y?)?
Vi provar med alla réta linjer (z,y) = (t, kt) respektive (z,y) = (0,t). Dessa ger:
t4(kt)? k26 k2t?
1. — 7 =1 — =1 _—
o T (Re22 R e i@ e o RO
For (z,y) = (0,t) och (x,y) = (¢,0) ar funktionerna identiskt lika med noll. Gransvérdet ar noll

lings alla réta linjer. Lings parabeln (z,y) = (¢,t?) far vi dock grinsvirdet:

i th(t%)? y 8 L e it .
W e - = —. si gransvirdet existerar ej.
T ey I gy — g % erénsviindet exdsterar ¢]
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2xy ) 2xy
fy) = 21, Dy = R\{(0,0)} lim =9

(y)—=(0,0) X2 + y?2

Vi ndrmar oss origo lings olika végar och fér olika resultat:

i 2:1-0 I 0
5 - . im = lim —=
lings x-axeln: 0)—0,0) 12+ 02 (1,0)~©0,0) 12
. . 2:0-¢ . 0
lings y-axeln: lim —— = lim —=0
0.0-00) 024+12  (0.9-(0,0) 12
lings diagonal im 20 g 20
angs diagonalen y = x: im = lim =
= € ’ tH—00) 12+ 12 (t.)—(00) 212
. . 2-1- (-0 . —2r* Travis Playlist 3 Topic 10
langs diagonalen y = -x: im —~ = lim =-1 .
(t—0—(00) 24+ (=12 (t.-n—(00) 212 minuterna 12:30—19:55

Slutsats: grinsviirdet i origo existerar ej!

Figur 10: Foreldsning 4: lim, ,y—(0,0) zQZxTny existerar ej. (Bild: Hania, med KeyNote.)

I fallen d& man far samma griansviarde ldngs olika linjer kan man misstdnka att griansvéirdet
existerar. For att bevisa att det &r fallet, anvidnder man polért koordinatbyte och man visar att
om avstandet mellan origo (eller en annan punkt ddr man undersoker gransvirdet, men oftast
ar det origo) och punkter som narmar sig origo gar mot noll, d& gar &dven avstindet mellan
viardena i dessa punkter och det tilltdnkta gransvirdet mot noll, som i foéljande exempel.

Exempel 21. Visa att  lim S 0

(@) —(00) /72 + 352
Vi provar med alla rata linjer (z,y) = (¢, kt) respektive (z,y) = (0,t) och (z,y) = (¢,0) och
kommer i varje fall till gransvéirdet 0. Det dr dock inget bevis, eftersom det finns ju andra vigar
mot origo, inte enbart de rétlinjiga! For att bevisa att gransvirdet ar lika med 0, gor vi polart
koordinatbyte: © = rcos@, y = rsin@ och vi ska bevisa (enligt teorin i bilden pa s. R1|) att

| rcosf -rsinf

im =0 oavsett 6.
r=0 \/(r cos 0)2 + 3(r sin 0)2

rcosf - rsinf r2cos@ - sinf r2cos@ -siné rcosf -sind

V(rcos0)?2 +3(rsinf)?  ry/(cos0)2 +3(sinh)? /14 2(sinh)? /14 2(sinf)?
I nést sista steget har vi anvént trigettan i nimnaren. Nu kan vi visa att uttrycket gar mot noll
d& r gar mot noll, och detta oavsett # m.h.a. instangningssatsen. Vi anvinder ocksd detta att
bade sinus och cosinus ir begrinsade med —1 och 1 och att 2(sin§)? > 0:

r| cosf - sin 6| r-1-1 .,
T V/1+2(sinf)2 ~ VI+0

Instangningssatsen visar nu att uttrycket gar mot noll da » — 0 och detta oavsett 6.
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Att visa att ett gransvirde existerar ar ofta ganska svart. Ibland kan vi dock reducera problemet
till ett endimensionellt gransvairde.

Exempel 22. Avgor om griansvirdet ( %in%O 0)(3:2 + %) In(2? + y?) existerar och bestim det i
x?y ﬁ b
fallet att det existerar.

Nér (z,9) — (0,0) sa giller t = 22 + y? — 0. Alltsa far vi:

i 2 4142 2 2y 1 B
<x,y%131070)(x +y) In(a® +y°) = lim tln(tg’HT .tol
opita

In(1
Exempel 23. Visa att  lim M

=1féraz>0, y>0.
(z,9)—(0,0) zY + 2393 o Y

Vi kan skriva

In(1 + zy) In(1+zy)  In(1+1)

vy +adys  ay(l+ (ay)?) 1+

(ansétt t = zy)

Vi ser att x och y endast forekommer i kombinationen xy och sétter detta till en ny variabel.
Nér (z,y) — (0,0) sa géller t — 0, och

. In(l+ay) . In(l+4+¢) . In(l+1¢) 1
lim ——== =lim———-+ =1I1im . =1.
(z)—(0,0) Ty + 23y 50 t(t +12) =0 t 142

Med hjéalp av gransvirdesdefinitionen for funktioner fran R™ till R kan vi nu definiera kontinu-
itet. (Fallet R — RP behandlas komponentsvis).

Definition 12. Lat f vara en funktion fran R™ till R med definitionsméngd D. Vi séger att
[ ar kontinuerlig i punkten @ € D om lim f(Z) = f(d). f &r en kontinuerlig funktion om f &r
r—a

kontinuerlig i varje punkt @ € D

Precis som i envariabelanalys, kan man prata om kontinuerliga utvidgningar for tvavariabelfunk-
tioner. Som t.ex. f(z) = % som &r definierad 6verallt utom i noll kan utvidgas kontunuerligt
till hela R om vi ansitter f(0) = 1, men funktioner med olika hoger- och vinstergransvirden
i ndgon punkt inte kan utvidgas till kontinuerliga funktioner. Funktionerna i tva exemplen pa
s. P2 kan inte utvidgas till kontinuerliga funktioner pa hela R?, medan det dr mojligt for funk-
tionerna i tva nésta exemplen, genom anséittning f(0,0) = 0. I sista exemplet ovan: f(0,0) = 1.

Fran rédknereglerna for gransvéirden inses att summan, produkten, och sammanséttningen osv.
av kontinuerliga funktioner &r kontinuerlig. For kontinuerliga funktioner fran R™ till R finns en
motsvarighet till satsen om mellanliggande virden. Motsvarigheten till intervall i R™ &r foljande.

Definition 13. En méngd D C R™ ar en bagvis sammanhdngande mdangd om det for varje par
d,b av punkter i D finns en kontinuerlig funktion # fran [, ] till R™ som uppfyller Z(«) = @,

Z(B) =boch Z(t) € D Vt e [a,f].

Sats 4. Om D C R" dr en bdagvis sammanhdngande mdangd och f: D — RP dr kontinuerlig sd
ar f(D) en bagvis sammanhdngande méangd.
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Forelasning 5: Partiella derivator; tangentplan

Partiella derivator; tangentplan till grafytan z = f(z,y)

Ett enkelt sitt att studera en funktion f(x1,x2,...,2,) av flera variabler &r att undersoka
hur varje variabel for sig paverkar funktionen. Vi fixerar ddrmed alla variabler utom en och
betraktar funktionerna:

f(z1,a2,as,...,a,), flar,x2,a3,...,an), ..., fla1,...,an-1,2y)

Geometriskt innebar detta att vi studerar funktionens beteende langs réta linjer som ar paral-
lella med koordinataxlarna. De n funktionerna ovan &r vanliga funktioner av en variabel och vi
kan definiera deras derivator pa vanligt sitt. Lat nedan €; vara den j:te standardbasvektorn.

Definition 14. Lt d vara en inre punkt i definitionsméngden Dy till en funktion f : R" — R.
Om gransvardet

lim f(5+ hé}) — f(c_i) — Iim f(al, ey G—1, G5 + h, Ajtly-- -y an) — f(al, - ,an)
h—0 h h—0 h

existerar s& sdger vi att f ar partiellt deriverbar med avseende pd variabeln x; i punkten a.

0
Grénsvéirdet betecknas fJ'-(c_i) eller 8—f(d') och kallas den partiella derivatan med avseende pd x;
L

i punkten d.

Om alla partiella derivator f;(@), j € {1,...,n}, existerar si sigs f vara partiellt deriverbar
i d@. De partiella derivatorna kan anvéndas for att definiera funktioner fJ’- vars funktionsvarde i
en punkt ¥ ges av den partiella derivatan f}(7).

Vikommer att syssla mest med partiella derivator for tvavariabelfunktioner f(z,y), eftersom déar
kan man diskutera manga geometriska aspekter och tolkningar, bl.a. tangentplan till grafytan i
punkten (a,b, f(a,b)). I detta fall kan vi skriva om definitionerna fér tva partiella derivator pa
foljande séatt. En partiell derivata med avseende pa (m.a.p.) z och en m.a.p. y i punkten (a,b)
definieras da pa foljande sédtt. Man brukar kalla féréndringen i z-ledet fér h och féréndringen i
y-ledet for k:

0f o fla+hb) - flab) _
95 (@) = fala,b) = lim =g'(a)
0 , . b+ k) — , b ,

oL (00) = fyfan) = g T2 ERZHED )

Observera att dessa &r vanliga derivator fér envariabelfunktioner g(z) = f(z,b) (i z = a) och
h(y) = f(a,y) (i y = b). Dessa ér forstas lutningskoefficienterna for tangentlinjer till kurvor
z = f(x,b) i planet y = b (den réda kurvan i bilden) och z = f(a,y) i planet x = a (den
grona kurvan i bilden), bada i punkten (a, b, f(a,b)). Ett tangentplan (kalla den 1I) till grafytan
z = f(x,y) i punkten (a,b, f(a,b)) definieras som planet som gar genom denna punkt och som
innehaller bada tangentlinjer enligt beskrivningen ovan (den svarta och den vinréda i bilden).
Vi kommer att ta fram ekvationen fér detta plan.
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Planets ekvation pa standardform, alltsa Ax + By + Cz + D = 0, fas genom en normal-
vektor (A, B,C) till planet och en punkt i planet (som ger vérdet for Dg. I vart fall far vi
en normalvektor till planet II som kryssprodukten av riktningsvektorerna# (1,0, f.(a,b)) och

(0,1, f!(a,b)):

]k
10 fi(a,0)] = (=fz(a,), —f5(a,0), 1),
0 1 f(ab)

alltsd ar vektorerna Ni = (—f7(a, b), —fya,b), 1) och Ny = (f.(a,b), fy(a,b), —1) normalvek-
torer till ytan z = f(x,y) i punkten P = (a,b, f(a,b)): den forsta pekar uppat (ty Az =1 > 0)
och den andra nedat (ty Az = —1 < 0). Alla punkter A = (x,y,2) i detta plan uppfyller
villkoret att PA ir vinkelrit mot vektorn ]\_fz, vilket betyder att deras skaldrprodukt ar lika
med noll. Definitionen av skaldrprodukt for tva vektorer v = (v1, ve, v3) och 4 = (uy, uga, ug)
ar ¥ - 4 = viuy + voug + v3ug, och darfor har vi:

A€l & PA-N;=0 & (z—a,y—b, 2z~ f(a,b)-(fi(a,b), fi(ab), —1)=0

(-0 foa, D=0 fy{a.8) -+ F (0,0 =0 & == fla,b)+ 5L (@D)(a—a)+ 5 (@ D)s-b)

vilket ar en standardekvation for tangentplanet II till grafytan z = f(x,y) i punkten (a, b, f(a,b)).

tangent till kurvan z = f (x , b); riktningsvektor (1, 0 , £’(a,b))

A

z
tangent till kurvan z =f(a , y);
riktningsvektor (0, 1, f,’(a,b))

(a. b, f(a, b)):

planet y =5
. : skér grafen till funktionen
e :\ .1 ldngs kurvanz=f(x, b)

-

T planetx =a
<. (anb). - «°  skdr grafen till funktionen
langs kurvan z = f(a , y)

Figur 11: Foreldsning 5: Tangentplan till grafytan z = f(x,y) i punkten (a,b, f(a,b)). (Bild:
Hania, med KeyNote.)

3Varfor dr just dessa riktningsvektorer? Vektorn (1,0, f2(a, b)) ligger i planet y = b dir y &r konstant, alltsa
sker det ingen forandring i y ledet: ddrav Ay = 0 som andra komponenten. Kvoten medan den tredje och den
forsta komponenterna éir lika med derivatan f;(a,b), alltsd kan man t.ex. ta Az = 1 och Az = f;(a,b). Samma
resonemang fors for riktningsvektorn (0,1, f; (a,b)) i planet z = a.
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Exempel 24. Bestim en standardekvation for tangentplanet till grafytan till f(z,y) = —2%—v>

i punkten (1,1, —2). Tangentplanets ekvation ar

_ of of
z = f(a,b) + %(a, b)(x —a) + 8—y(a,b)(y —Db).

Vi behover alla element i ekvationen. Hos oss dr a = 1 och b = 1. Eftersom f(z, y) —x? =y,
ar f(1,1) = —2. De partiella derivatorna: %(ax,y) = —2z, g—i(m,y) = —2y, alltsa 2L (1 1)=-2

T

och g—g(l, 1) = —2, vilket ger tangentplanets ekvation

z2==-2-2xz-1)-2y—-1) <& 224+2y+2z—-2=0.

f(X,)’)= _x2_‘y:2

Figur 12: Foreldsning 5: Tangentplan till grafytan z = —2? — 32 i punkten (1,1, —2). OBS:
planet i bilden &r inte tangentplanet! (Bild: Hania, med KeyNote.)

Vid partiell derivering betraktas alla variabler, utom den man deriverar med avseende pa, som
konstanter. Partiell derivering dr ddrmed egentligen derivering av en funktion av en variabel,
sa samma, deriveringsregler giller som for funktioner av en variabel:

Exempel 25. Bestam f](z,y) och fi(z,y) for f(z,y) = f_ .
rTy
For att bestdmma f{(x,y) betraktar vi y som en konstant och far:
l-(z4+y)—1-x y
!/
z,y) = = )
Men) =Gy ~ v

For att bestamma f4(z, y) betraktar vi x som en konstant och far, med omskrivningen f(z,y) =
(x4 y)~h
x

folx,y) =z(-1)(z+y) (1) = NEETE

Fran ovanstaende exempel ser vi att funktionen f(x,y) &r en 16sning till den partiella differen-
tialekvationen

8f of of . of y x _
Yor TVa = W T, UG, $(<m+y>2)+y(‘<x+y>2)‘
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Man kan faktiskt visa att alla funktioner pa formen f(z,y) = g(£) l6ser den givna partiella
differentialekvationen. Kedjeregeln ger namligen

QRO O) o a1
of _ oy 9 (vy_ L (v T or Yoy T “’”<‘ﬁ)g<;>+y‘;g <;>=0-
dy _g(:v>8y<x)_ g<x>

Notera vidare att om en partiellt deriverbar funktion f(z,y) uppfyller f|(z,y) = 0, V(x,y) € R%
sa ar f oberoende av x, dvs. f(z,y) = p(y) for ndgon funktion .

I kursen envariabelanalys visade vi att en deriverbar funktion ar kontinuerlig. En partiellt de-
riverbar funktion av flera variabler behdver dock inte vara kontinuerlig, vilket visas i néasta
exempel.

Exempel 26. Funktionen f ar definierad som f(x,y) = % for (z,y) # (0,0) och som
22 +y

£(0,0) = 0. Funktionen &r partiellt deriverbar utanfér origo, men ocksa i origo eftersom det ar
identiskt lika med noll pa koordinataxlarna. Alltsa géller f1(0,0) = f5(0,0) = 0. Observera att,
for att berdkna partiella derivatorna i (0,0), maste man rikna direkt fran derivatans definition,
eftersom funktionen i origo definieras pa ett annat sétt an for punkterna utanfoér origo:

of £(0+h,0) — £(0,0) F(h,0) =0 h-0 0

I = lim =2 = lim o5 = lim 5 =
ox 9500 = B0 h B0 h = h(h? + 02) B0 2 0
of . f(0,04+ k) — f(0,0) . f(0,k)—=0 0-k .
oy (0,0) k0 k B0 k klg%) k(02 + k2?) ka0 k2 0

Funktionen ar dock inte kontinuerlig eftersom nér vi ndrmar oss origo ldngs linjen y = x sa far
vi gransvardet

som &r skilt fran funktionsvérdet i origo.

Partiell deriverbarhet ar darfor ingen lamplig flerdimensionell motsvarighet till deriverbarhet i
en variabel och vi hittar nedan (i Foreldsning 6) en battre motsvarighet.
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Hogre ordningens derivator

Om de partiella derivatorna av en funktion f av n variabler i sin tur &r partiellt deriverbara, sa
kan vi definiera andra ordningens partiella derivator

2
of 0 <8f): o for i,j€{l,...,n} osv.

al'jaxi - ail‘j al‘z gl

Exempel 27. Bestim andra ordningens partiella derivator av funktionen f(z,y) = zy+In(zy?)

1 1 2

fo=y+t—5 -y =y+—, fo=a+—5 - 2uy=1+"

xy x Yy y

ﬁ: 1" :_i >’f — *f _ g _ 627f: " __z
Ox? e x2’ Oyox T Qz0y yr T oy? vy &

Vi kan aven berékna tredje ordningens partiella derivator, exempelvis

>*f
ox3

2 03 f
= foze = =5 = fore =0,

23’ 0x20y

_Pf
0x0yox

Pf
= =0 g = =0

OSV.

I exemplet ovan var de blandade partiella derivatorna ;'y och fé’x lika. Detta &r ingen tillfallig-
het som foljande sats visar

Sats 5. (Schwarz) Ldt f vara en funktion av n variabler med definitionsmdangd D. Om alla
partiella derivator upp till och med ordning k dr kontinuerliga, sa dr alla blandade derivator av
ordning k (tagna m.a.p. samma variabler, fast i olika ordningar) lika.

Beviset ar relativt likt beviset av att en funktion med kontinuerliga partiella derivator ar diffe-
rentierbar och bygger pa medelvirdessatsen (bevis i kursboken). Vi kommer att anvinda denna
sats flera ganger under kursens gang.

Vi introducerar ocksa foljande beteckningar, som ér praktiska (kortal) ndr man senare ska skri-
va ner antaganden i olika satser:

Definition 15. Lat f : Q@ — R dir Q C R"™ dr en 6ppen méngd. (Funktionen f dr alltsa en
funktion av n variabler.) Man séger att:

o faravklass C°iQ om f ir kontinuerlig i . Man skriver ocksé kort f € €,

o férav klass C' i Q om f &r partiellt deriverbar i Q och alla partiella derivatorna (som
funktioner av n variabler) #r kontinuerliga i 2. Man skriver ocksé kort f € C*,

o generellt, for k > 2: f ar av klass C¥ i Q om f ar k génger partiellt deriverbar i Q och
partiella derivatorna (som funktioner av n variabler) av ordning k &ar kontinuerliga i €.
Man skriver ocksa kort f € C¥.

Andra ordningens partiella derivator forekommer i manga partiella differentialekvationer (PDE).
En viktig sadan PDE &r Laplaces ekvation
0*u  0%u 5 , 0*u  0*u  O*u R
W—i—a—yQ:O iR respektive @4_877;24_@:0 i R°.
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Losningar u(x,y) respektive u(x,y, z) till Laplaces ekvation kallas for harmoniska funktioner.
Laplaces ekvation anvéinds for att beskriva system i jamvikt. Givet att temperaturen pa randen
0D av en kropp ges av en kand funktion f(x,y) sa kommer temperaturen i kroppens inre u(z, y)
i jamvikt att vara losningen till det sa kallade Dirichletproblemet

o
0z? oy
u(z,y) = f(2,9).

Exempel 28. Lt D = {(z,y) € R? : 1 < 2? + y? < 4} och anta att u(x,y) =0 pad 22 +y? =1
samt att u(z,y) = 21n(2) pd 22 +y* = 4.

Dirichletproblemet ovan har losningen u(x,y) = In(z? + y?). Vi ser direkt att randvillkoret dr
uppfyllt. Vidare géaller

;1
2 1 2 4a?
e = ——— T 20(-1)———— - 20 = —
Yoz = 2 T2 + 2a( )(x2+y2)2 TR @2ty
@Jraiu 2 4z L2 4y?
922 T 02 22+ (2+y2)? 22442 (22 +42)?
4 22+ y?

x2_|_y2 (w2+y2)2

Harmoniska funktioner har manga intressanta egenskaper. Exempelvis antar harmoniska funk-
tioner alltid maximum och minimum pé randen av omradet (rimligt med tanke pa tempera-
turtillimpningen). Vidare dr medelvirdet av en harmonisk funktion pa en omgivning N(a, J)
eller pa ytan ON(d,¢) alltid lika med funktionsvirdet i punkten a. Slutligen ar alla begrénsade
harmoniska funktioner definierade pa hela R™ konstanta.
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Forelasning 6: Differentierbarhet, linjarisering

Differentierbarhet
Om en funktion av en variabel dr deriverbar i en punkt a och dar har derivatan f/(a), sd innebér
det att

p(h)

£%<ﬂa+2—fMXiN@>:Q

Funktionen p(h) ér definierad for alla h # 0 sadana att a + h € Dy, och uppfyller }llir% p(h) = 0.
—>

i fath) — f(a)

h—0 h - f/(a) =

f ar alltsa deriverbar i punkten @ om det finns en konstant A och en funktion p(h) s.a.

fla+h)— f(a) = Ah + p(h)h, dar }llin% p(h) = 0.
%
Om vi kallar a+ h for z, sa far vi h = z —a och f(x) = f(a)+ f'(a)(x —a) + p(z — a)(z — a), s&
termen p(z — a)(x — a) blir felet vid linjar approzimation av funktionen f. Vi utvidgar denna
definition till flera variabler.

Yy = Af df 0 dah—0

funktionsgraf

(x, f(x))

tangentlinjen
&, fla) +f(a)(x — a))
[ df = f(a)dx

€xf(a))

> X

! I

; |

H Al
a X

h=x-—a

Figur 13: Foreldsning 6: Geometrisk tolkning av deriverbarheten i punkten a av en envariabel-
funktion y = f(x). Af beskriver den verkliga skillnaden mellan f(z) och f(a) for en z néra a;
df = f'(a)dz = f'(a)h beskriver den approximativa (linjara!) skillnaden mellan dessa vérden.
Deriverbarheten i punkten a innebér att (Af — df)/h — 0 da h — 0, alltsa att virdena pa
kurvan approximeras mycket bra med virdena pa tangentlinjen.(Bild: Hania, med KeyNote.)

Definition 16. Lit @ vara en inre punkt i definitionsméngden D till en funktion f av n
variabler. Vi séger att f ar differentierbar i punkten @ om det finns konstanter Aq,..., 4, och

—

en funktion p(h) sadan att

F(@+h) — £(@) = Athi + Ashy + ...+ Aphy, + p(h)|h|  dér lim p(h) = 0.
h—0

Precis som konstanten framfor h i det endimensionella fallet var derivatan f’(a), sa ar konstan-
terna Aj, ..., A, i det flerdimensionella fallet de partiella derivatorna av f. For att visa detta
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fla+h,b+k) —f(a,b) =@(a, b)h + f(a, b)19+
\”/ZKT//

= df \ da (k) — (0,0)
0

(x, y, f(x, )

_-*~tangentplang

I
>
1
I
1 S~
I
1
1
I
1
I
1
1

A

Figur 14: Féreldsning 6: OBS: samma férger som i bilden for envariabelfunktionen! Geometrisk
tolkning av deriverbarheten i punkten (a, b) av en tvavariabelfunktion z = f(x,y). Af beskriver
den verkliga skillnaden mellan f(z,y) och f(a,b) fér en (x,y) nira (a,b); df = fL(a,b)dx +
fy(a,b)dy = fi(a,b)h+ f;(a,b)k beskriver den approximativa (linjira!) skillnaden mellan dessa
virden. Deriverbarheten i punkten (a, b) innebéar att (Af—df)/vh? + k?> — 0da (h, k) — (0,0),
alltsa att virdena pa ytan approximeras mycket bra med virdena pa tangentplanet. (Bild: Hania,
med KeyNote.)

kan vi sitta h = te; och far da

[t€}]

— A;, dat—0.

Men enligt definitionen av partiell derivata &r ovanstaende gréansvéirde lika med f;(d’). Alltsa
géller:

Sats 6. En differentierbar funktion dr partiellt deriverbar och A; = f]'-(c_i), jed{l,...,n}.

Sats 7. En differentierbar funktion dar kontinuerlig.

Beuvis.

lim f(@+h) = f(@) + m (A1 + ... + Agh + p(B)|B]) = £(@)
h—0 h—0
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Exempel 29. Visa fran definitionen att f(z,y) = 224y ér deriverbar i varje punkt (z,y) € R2.

Vi berdknar gf(a;, y) = 2x och gf(x, y) = 2y. Lat oss ta en godtycklig punkt (x,y) och sma h
€z Y
och k:

Af = flx+hy+k)— fla,y) = (@ +h)?+ (y+k)? - 2% —y? =2zh + 29k + B> + &*

= Un s

Af—df:(2xh+2yk:+h2+k2)—(2xh+2ykz):h2+kz2

Af —df . h? + k> .
1 —_— = ] Vh24+k2=0
(h k)a (0,0) /h? 4 k2 (h,k)lﬁm(o,O) Vh? 4+ k? (h7k);n}0’0) *

vilket betyder att funktionen &r deriverbar i punkten (z,y).

k =2xh + 2yk

Exempel 30. Hir kommer ett exempel pa en funktion som &r kontinuerlig i origo, men har
inga partiella derivator dar. Detta dr en 3D-motsvarighet till absolutbelopp-funktionen fran en-
variabelanalys (kontinuerlig, men ej deriverbar i noll).

z=Vx2+y? flx,y) = \,x2+y2

Skarningen mellan grafytan och xz-planet (y = 0) dr grafen till absolutbelopp:

y=0 = z=4x>+0*= \/_ | x|

Eftersom funktionen fdr pa formen:

fx,y)=gx*+y%»), g:R—>R

=]

X

dr grafen en rotationsyta som uppstar niar man roterar kurvan i xz-planet nimnt ovan kring z-axeln.
Ytan dr mantelytan till en kon. Funktionen ar kontinuerlig i origo, men har inga partiella derivator i origo,
ty funktionerna z = |x| och z = |y| inte &r deriverbara i noll (hdger- och vénsterderivatorna &r olika).

Yy
f(o 0) = lim w = lim ﬂ existerar ¢j! il—
h—0 h h—0 h

X
9 0,k L
—f(O 0) = lim f( ) =lim u existerar ej!
k=0 k-0 k

Figur 15: Foreldsning 6: Funktionen f(x,y) = y/22 + y? ar kontinuerlig, men har inga partiella
derivator i origo. (Bild: Hania, med KeyNote.)

Exempel 31. Approximera skillnaden mellan f(2,1) och £(2.01, 1.03) dér f(z,y) = In |22 +2y|.

Den verkliga skillnaden ar svar att berdkna och vi méste anvidnda rdknaren. Da far vi
Af = f(2.01, 1.03) — £(2,1) = In|(2.01)> +2.01 - 1.03| — In 6 ~ 0.0182.

Det ar enklare att berdkna differentialen df i stéllet, eftersom vi da blir av med logaritmen och

har bara polynom att hantera, och dessutom med heltals argument. Och vi vet ju att Af = df.
f f 2z +y

df = d -

= +8yy 2+ zy x+x2+xy

dy.
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Visitter (z,y) = (2,1) och (dz,dy) = (0.01, 0.03). Da: df = 2-0.01+2-0.03 = 44-0.01 ~ 0.0183.

Definition 17. For partiellt deriverbara funktioner f av n variabler definierar vi gradienten av
f i punkten & som

of
8.%'1

af

’ 8.1‘2

(%)

,...,axn

grad f(Z) = < (%) af(:f)) (betecknas &ven V f(Z))

Symbolen V heter nabla; ordet betyder 'harpa’ pa grekiska. Gradienten &r ett vektorfalt (en
funktion fran R™ till R™).

Till slut sammanfattning av olika samband mellan begreppen deriverbarhet, partiell deriver-
barhet och kontinuitet for tvavariabelfunktioner. Titta ocksa gérna pa Travis playlist Calculus
3, Topic 12, minuter 30—40.

af 0 farav klass C!
— och — (har kontinuerliga partiella derivator)
ox dy C’°>C'oC?>--oC™
. . . Adams 12.6
ar kontinuerliga folid av
Definition 5

Adams 12.6

Adams 12.6
Theorem 4 }K
foljd av

[ fir deriverbar] Definition 3 [f ar kontinuerligj
% z=4/x2+y?
Adams 12.6

Xy
folid av ) G
e o

Definition 5 ;
se Exempel 26, 5.28
i Pouyas anteckningar

of of

- OCh z=1/x2 432

ax ay se Exempel 30, §.33
eXlSteI'aI‘ 1 Pouyas 'dnteckmngar

Figur 16: Foreldsning 6: Deriverbarhet, partiell deriverbarhet och kontinuitet for tvavariabel-
funktioner. Implikationen markerad med en guldstjarna &r praktiskt anvindbar, som t.ex. i
Travis Topic 12, minuter 39-44 (Titta garna!). Det &r enklare att visa att partiella derivator
ar kontinuerliga an att en funktion ar deriverbar (jobbig definition). Och det &r bra att veta att
en funktion ar deriverbar: da vet vi att vi kan approximera dennes virden m.h.a. differentialen.
(Bild: Hania, med KeyNote.)
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Jacobianen

For en vektorvird funktion ¥ = f(Z) : R — R™,

ylzfl(l‘l,,l'n) %
= Ti1,...,Tp o 1

v = 2o ) ar Jacobimatrisen D f(Z) = :
O fm
ym:fm(xla---axn) ox1

—

af

o0z,

Ofn
o0z,

Jacobimatrisen &r alltsa en m x n-matris dar j:te raden i Df(Z) ar V f;(Z).

= 6
Exempel 32. Bestdm Jacobimatrisen till avbildningen z = cos(f)
y = rsin(6)

Eftersom

far vi Jacobimatrisen <

/ T

P pl ) 842

3BLUE1BROWN SERIES S1+E6
The determinant | Essence of linear algebra, chapter 6

580,098 views

3Blue1Brown
Published on Aug 10,2016

The determinant of a linear transformation measures how much areas/volumes change during the
transformation.

cos(6)
sin(6)

o)

SUBSCRIBED 1.1M A

Figur 17: Foreldasning 6: Lanken mellan det(A) och arean av parallellogrammen genererad av

A:s kolonner. Fran YouTube, 3Bluel Brown.

Betrakta nu en funktion f : R — R™ (som i ovanstaende exempel). For linjara avbildningar
iy = AZ vet vi fran den linjira algebran att viktiga egenskaper hos avbildningen kan hérledas
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fran determinanten av matrisen A. Vi ska nu se att determinanten av Jacobiamatrisen kan

ge viktig information om de lokala egenskaperna hos en funktion f Lat for enkelhetens skull
f:R? — R2. Ponera en rektangel vars horn ligger i

(a1,a2), (a1 +hi,a2), (a1,a2+hg) och (a1 + hi,az + he).

Arean som innesluts av denna rektangel ar hqho. f ordnar rektangelns horn enligt féljande:

R k)

2!
(a + hi,a )_) fl(a1+h1,(l2) - fl(al7a2)+87x1(al’a2)hl
1 o fa(a1 + hy,a2) =

0
fa(ai,a2) + 8£(G1,G2)h1

o
(a1, a3 + ha) — fi(ai, a2 + ha) - fl(alva2)+87xz(a1,a2)h2
phETE fa(a1, a2 + ho)

fa(ar,a2) + %(GI;GQ)}’Q

8%2
Area ~ , (")f; . Bfg :hlhngf(:c)
15— Nem—
8x1 8$2

s& areaféréindringen av en avbildning ir det(D f(Z)). Jimfér med det(A) for den linjira avbild-
ningen ¢ = AZ som avbildar basvektorerna (1,0

) och (0,1) pa vektorerna (a,c) och (b,d) (se
bilden pa sidan Bj):
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Foreliasning 7: Kedjeregeln

Kedjeregeln behovs for att derivera sammansatta funktioner. I envariabelanalys finns det bara
en enda version av kedjeregel, men det finns hur ménga som helst versioner av kedjeregler for
flervariabelfunktioner. Vi kommer att ga igenom nagra viktigaste versioner och lara oss anvinda
dem m.h.a. Jacobianer och m.h.a. diagram som hos Adams.

Version 0 Den endimensionella kedjeregeln for
fog:R-LR-LR

d
sager att %f(g(t)) = f'(g(t))g'(t). Om vi infoér beteckningarna v = f(v), v = g(t), sa kan

kedjeregeln ocksa skrivas

du du dv
M _U L RSR
a  dvat YN

Version G Den mest generella version av kedjeregeln: Med hjélp av Jacobimatrisen kan
kedjeregeln for en sammansatt funktion uttryckas med hjilp an en matrismultiplikation. Lat
=gt :R? = R", och ¥ = f(Z) : R* - R™, s

Fog:RI I, re Ly g

991 991 df1 df1
o ol ) Fral -
pgity=| : . |, Df@=| : .
agn agn 8fm 8fm

D(foq)(t)= Df(g(t)Dg(#)
N——’

Matrismultiplikation

(f o §)(#) &r en funktion fran RY till R™. Enligt kedjeregeln &r i(f_'o 7)i(t)

ot
i(fo i) = =~ 0fi(G(t) Ogr(8) _ 0fi(F(F)) Ogn () - Ofi(3(t)) gn (1)
(1) = = e
at]’ el al'k 8tj al’l 875]- 8.”1,‘” at]’
och detta &ar precis resultatet pa rad ¢ och kolonn j i matrismultiplikationen ovan (i = 1,...,m
och j =1,...,¢, ty produkten av en m x n-matris och en n x g-matris 4r en m X g-matris).

I exemplen nedan kommer vi att anvinda samma beteckningar som ovan i de generella formlerna,
men foljande beteckningar for att illustrera vad funktionerna star for. Da anvéander vi:

e s for en envariabel skaldrfunktion,
e ¥ for en vektorvéird funktion,

o f for en flervariabelfunktion med skaldra vérden,
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o & for ett variabelbyte i R? eller i R3.

d 0
OBS: pr anvands for derivator till envariabelfunktioner och 2 for flervariabelfunktioner.
T

Version 1: (se F3: del 5 i Sats a pa s. @) med ¢ =1 och n =1 och m = n.

Fos:R—3R -5 R
d -
5 () = &'(1) - 7 (s(1))-
Varfor ar det sa? Eftersom derivering av vektorvirda funktioner sker komponentsvis och kom-
ponentfunktionerna x1,...,x, ir vanliga envariabelfunktioner och fér dem géller den vanliga
envariabel-kedjeregeln. Alltsa, om U(t) = (z1(t),...,zn(t)), dd &r T'(t) = (2} (¢),..., 2} (t)) och
darfor far vi:
d o d d / ’ / / ’ .y
2 (W) = | (@1(s®t))),.., 2 (@a(s(t)) | = (@1(s(t))-5(2), ..., 25 (s(1))-5'(2))) = 5°(£) T (5()).

I det sista steget har vi brutit ut skaliren s'(¢) framfor vektorn samt satt in 0/(s(t)) i.s.f. vek-
torn med derivatorna till komponentfunktionerna, och i det nést sista: tillaimpat den envariabel-
kedjeregeln till komponentfunktionerna. I det hér varianten for kedjeregeln kan man tanka pa
s-funktionen som omparametrisering av kurvan.

Version 2: (se F4: regel 4 pa s. @) med ¢g =n ochn=1ochm=1.

Forst generellt. Den endimensionella kedjeregeln kan ocksd anvéndas for partiell derivering av
funktioner av typen f(g(t1,...,t,)), alltsa

fog:R" LR LR

eftersom nér vi deriverar partiellt, sd fixerar vi alla variabler utom en. Alltsa géller, med ¢ =
(t1, ... tn),

8f(g(£))_ / / : %_dﬁ@ . o7
78@ =f (g(t_))gj(ﬂ alternativt ot = 7 8t]’7 u:R" =R

Exempel 33. Uppgift 5 frain Adams 12.3: Nu pa ett konkret exempel och med beteckningar som

0z 0z
aterspeglar karaktéren hos de inblandade funktionerna: berdkna 7 och — dar z = arctan Ly
x x x

Situationen &r foljande:

s=sof:R2 LR 2R,
dar f(z,y) = Y och s(t) = arctan t.
x
Vi berdknar partiella derivatorna av sammanstéllningen z = s o f enligt formlerna:

0z ds Of 0z ds Of

Or  dt Oz’ oy dt Oy’
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som ger

- 5 o (B -2 (B -
or - 1+ (%)2 T2 T ox24y2 2 - 2 +y2 2 - 2 +y2

2
0z 1 11 1 22 1
oy  1+(L)? z 28z 224y’ oz a2+ y?
T

Det ar inte svart, men man maste ldra sig kénna igen situationer ddr man har sammansatta
funktioner.

Exempel 34. Bestdm alla l6sningar till den partiella differentialekvationen

som har formen u(x,y,z) = f(y/2? + y% + 22) (radiell symmetri).
Satt uw = f(r), r = /a2 + y? + 22. Kedjeregeln ger nu:

Ou_dudr o or ou_dudr o or Ou_dudr o or
%_drax_f(r)(‘)x’ 8y_dr8y_f(r)8y’ 8z_draz_f(r)8z

Vidare géller:

8
3|8

BT (av symmetriskél)

2 2 2
= ot by + gt =2l Oy )+ 2f (1) = P = e )

r r r

sa differentialekvationen kan skrivas rf’(r) = f(r), vilket &r en separabel ordinir differentia-
lekvation med losningen

/Cj{: ar In(f(r)) =l(r)+C = f(r)=e""C=Dr.

r

Version 3: med ¢ =1 och m = 1.

Betrakta nu en sammansatt funktion pa formen f(g(t)) = f(g1(t),...,gn(t)), alltsa

fog:R-LR" LR

Kedjeregeln har da foljande utseende:
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Sats 8. Lat f vara en differentierbar funktion pa D C R™ och lat ¢1,...,gn vara deriverbara
funktioner pa ett intervall (a,b). Om g(t) € D for alla t € (a,b), sa ar f(g(t)) deriverbar pd
(a,b) och

%f(ﬁ(t)) = f1F0)g1 () + .- + [ (1)) gn (1)
eller med u = f(v), ¥ = g(t):

du _ Qudv -, Oudvn
dt — Ovy dt 7 Ov, dt

f(g(t+ k) = f(g(1)

2 . Eftersom f &r dif-

Bewvis. Vi undersoker gransvirdet av differenskvoten
ferentierbar, sa vet vi att
n

P+ E) = f@) = 3 R@hi +Rle(B),  dar lim o(F) =0.
i=1 -

Sétt nu & = §(t) och h = gt + k) — G(t), s att T+ h = §(t + k). DA far vi:

k k k

— 4 F(G®) =9 ()

1@ +0) = 1G0) 3 it @@(ﬁ) S e B —a) LG
] i=1

Det aterstar att visa att resttermen gar mot noll d& k£ — 0. Da k — 0 s& &ven h—0

-

(g; deriverbara och ddrmed kontinuerliga) och da &ven ¢(h) — 0. Vidare géller

gt + k) — gt S
_ 1g( 13; g()|_>‘g/1(t)7,..,g;(t)‘zc, sa|k|<p(h)—>0-

??“El

O]

Hela situationen blir betydligt enklare att forstd om vi skriver upp det for n = 2. Och exemp-
let ar viktigt, eftersom har kommer det for forsta gangen plus-tecknet i formeln! Hittills var
allt mycket likt situationen fran envariabelanalys och formlerna var ratt sa intuitiva. Fran och
med nu blir det riktigt nyttigt med bade diagram som hos Adams och med matrismultiplikation.

Exempel 35.

foi:R-5LR2 LR
Vi har z(t) = f(x(t),y(t)). Sammanséttningen ar en vanlig envariabelfunktion och derivatan
berdknas med vanliga metoder. Forst ersiatter vi bara z(t) med f(x(t),y(t)):

2(8) = lim 2t+h) —=0) _ o fel+h)yt+h) - f2@)y@) _

h—0 h h—0 h

och nu tillampar vi en typisk trick med att subtrahera och addera samma sak for att kunna
trolla fram de partiella derivatornas:
f@),y(t+h)) — fz@),y(t))

o JGEE R Y 1)~ @) -
T RS0 h h—0 h -
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och nu kan man tillimpa den vanliga envariabel-kedjeregeln:

= A 0.0) -0 + 500 10 = (50,5 ) - @) = v -

och nu ser vi bade hur plus-tecknet kommer in i bilden OCH hur kedjeregeln kan noteras med
hjalp av matrisprodukt!

d
Exempel 36. Bestam —tf(g(t)) for f(z,y,z) = xz + cosy och
(1) = (sin(t), 2, In(22 +'1)).

Vi kan anvianda kedjeregeln och far da:

%f(i(t)) FGE)9 () + f2(F())ga(t) + f3(5(1))g3(t)
1

=In(t? + 1) cos(t) 4 (—sin(t?))2t + sin(t)

(Q? Y,z )_27 fé(x7yaz):_Siny7 fé(.’fj,y,Z):l']

2t
14+t2°

Vi kan ocksé bestdimma den sammansatta funktionen f(g(¢)) och derivera den som en funktion
av en variabel:

F(g(t)) = (sin(t)) In(t* + 1) + cos(t?)

N % F@(#)) = cos(t) In(t + 1) + sin(t)— 21— — 2t sin(12).

t
t24+1

I exemplet ovan var det mer invecklat att anvinda kedjeregeln. Med hjilp av kedjeregeln kan
vi dock l6sa vissa problem utan att kidnna till bada funktionerna f och g(t) explicit.

Exempel 37. Lat f(x,y) vara en differentierbar funktion som loser differentialekvationen

0
:Ea—f =Yg, i forsta kvadranten. Visa att f &ar konstant pa alla hyperbler xy = c¢ i forsta
€z Y
kvadranten.

I detta fall kinner vi inte f explicit, utan vet bara att f l6ser en viss differentialekvation. Vi
c c

vill veta f pa alla kurvor y = —, x > 0 och sétter darfor f (:E‘, —). Kedjeregeln ger:
x x

ol (0 5) =A@ ) a0 0) () = 5 (ot (=) - S8 (=)

Den givna differentialekvationen ger nu att xf(z,y) — yf5(z,y) = 0, vilket for y = € ger att
x

d
uttrycket i parentesen ovan dr noll. Ddrmed foljer att o f (x, E) = 0 och f &r konstant langs
x x

c

y=-.
X

Version 4: med ¢ =n och n =p och m=1.

Den mer generella kedjeregeln far vi nér g(t) ar en vektorvird funktion av n variabler, dvs.
G0 = (gi(t1, ..., tn), cogp(te, .o ty)), eller:
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fog:R" -Lire Ly R
Genom att kombinera de bada féregaende varianterna av kedjeregeln far vi:
9 ... _ = 09 _ =\ 0g
T (G@#) = AGB) 5 + -+ [(G(H) 5
J

ot ot
eller med u = f(%), ¥ = §(t):
ou Ou Ovy  Ou Ovy %%

= —— =4+ .
8tj 8v1 8tj avg atj avp 8tj

Sa fort som den inre funktionen ar vektorvérd far vi i kedjeregeln en summa med lika manga ter-

mer som dimensionen pa de inre funktionen. Ibland kan beroendet mellan variablerna vara mer

invecklat som i nista exempel. Da ar det praktiskt att anvdnda diagram som i kurslitteraturen®.

for je{l,...,n}, §: R" - RP

Exempel 38. Version 4 med ¢ = 2 = n (och ¢ = 3 = n i bilden pa nésta sidan) och m = 1,
alltsa

fod:R2-2R2 R,
dir @, ett variabelbyte i R?, definieras som: x = x(s,t), y = y(s,t).

7 z

XS0 y) = (.0, ¥(s.0)
s t s t
Figur 18: Foreldsning 7: Kedjeregeln, Version 4 med ¢ = 2 = n och m = 1. Passar perfekt vid
polart koordinatbyte. (Bild: Hania, med KeyNote.)

Derivatan till z = f(x(s,t),y(s,t)) berdknas pa foljande sétt, vilket kan avlisas antingen fran
diagrammet (pa precis samma sétt som man avldser sannolikheterna fran ett likartat utseende
diagram!) eller m.h.a. matrismultiplikationen:

0z 0z Ox 0z Oy 0z 0z Ox 0z Oy

9s 0z s 0y 95 ot 0z 0t "oy ot

of o0
Gradienten till f ar Vf = —f, —f och Jacobianen till ®:
oz’ Oy
oz 0o
Os Ot
Dd =
9y 9y
Js Ot
sa dr derivatan av sammanséattningen lik med matrisprodukten av dessa tva, alltsa:
Oxr Ox

ds Ot
0: 0=\ _ o pe_ (0 OFY (0= 00 0z 0y 0: 0r 0= 0y
0s’ Ot ox’ Oy dy Oy Jdr 0s Oy 0s Ox Ot 0Oy Ot

s Ot

4For ett dnnu mer komplicerat exempel se Adams 12.5, Exempel 7.
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f&,y,2), x=x(a,b,c),y=ya,b,c),z=2za,b,c) C] — 3 —
o
R} = R? EA R SR
W L
(@bc)  (x2) ®(a,b,c) = (x,y,2)
of of ox of dy  of oz
da  Ox da dy da 0z da
0f_af0x+0f0y of 0z o -
ob oxob dyob 0z 0b
dof dfox dfdy dfoz B
dc  oxdc dyodc 0z dc ox  ox  ox
da ob dac
Ja of o
Vfedy=vfpo= | L LI |y oy oy
ox dy 0z da b  dc
0z 0z 0z
oa ob oc |

Figur 19: Foreldsning 7: Kedjeregeln som i Travis T.14, min. 26-28. (Bild: Hania, med KeyNote.)

Exempel 39. Lat f(x,y,v), diar x = g(u,v) och y = h(u,v), sa att f har ett direkt beroende
av variabeln v och tva indirekta beroenden av variabeln w (via funktionerna g och h). Bestdm

0
%f(xa Y, U)'

Figur 20: Foreldsning 7: Kedjeregeln, Exempel @ Det finns tre vigar i diagrammet som leder
till variabeln v. (Bild: Hania, med KeyNote.)

Kedjeregeln ger (se diagrammet!):

g — f! @ / @ !
&Uf(w,yﬂf) - fl(xay7v) By +f2($7yvv) o +f3(.’IJ,y,’U)
~~ ~—~
95(u,v) hiy (u,v)

Den generella kedjeregeln ar ofta anvindbar for att avgora hur olika partiella derivator fordndras
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nir man byter variabler. Exempelvis an man visa att Laplaces ekvation i tva dimensioner

0%u n 0%u 01 oliira koordinater & 0%u N 1 0u n 1 0%u 0
—— + — = 01 poldra koordinater &r — + —— + 5 —5 =
0x?  Oy? P or2  ror 12062
(vilket direkt ger att 21In(r) &r harmonisk).
: : : 0z 0z . .
Exempel 40. Transformera differentialekvationen e + Evi 0 genom att inféra de nya vari-
L Yy

ablerna x = v + v, y = u — v. Los dérefter ekvationen.

1 1
Sambandet mellan (x,y) och (u,v) kan skrivas u = §(az+y) och v = §(x —y). Kedjeregeln ger:

0z 0z Ou 82@ 10z 10z 82_828u 0z Ov 10z 1%

oz Oudr " Ovor 20u 2000 Oy Oudy " ovdy 20u 200

kombinerar vi bada dessa ekvationer far vi:

0= 0z 0Oz <1 0z 187;) (1 0z 18z> 0z 0z _0

“or oy \20u 200) T \20u " 200) T80 T B

med l6sningen z = f(v) = f(z — y) for ndgon envariabelfunktion f € C*.

Exempel 41. Lat f(z,y) vara en kontinuerlig funktion med kontinuerliga partiella férstaderi-
vator. Antag att for alla reella tal ¢t > 0 giller f(tz,ty) = t3f(z,y). Visa att da géller

Figur 21: Foreldsning 7: Kedjeregeln, Exempel @ Det finns tva vigar i diagrammet som leder
till variabeln ¢. (Bild: Hania, med KeyNote.)

Vi anviinder kedjeregeln (se diagrammet!) pa sambandet t3f(z,y) = f(tz,ty) och far da:

32 () = (b ty) = fl(te, t)e + fi(ee )y
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samtidigt géaller

0 o 0 o .
%f(tx,ty) = fi(tz,ty)t och ayf(t:n,ty) = fotx,ty)t sa

T

0 0
%f(tx, ty) + yafyf(tﬂ:, ty) = afi(te, ty)t + yfo(ta, ty)t = t - 32 f(z,y) = 3f(tz, ty).

Till sist nagra anmérkningar om PDE (partiella differentialekvationer). Se ocksa Jonas Méanssons
anteckningar till Foreldsning 6 pé sidorna 4—6.

Har kommer nagra instruktioner angaende 16sning av riktigt enkla PDE:er. Man harleder kom-
plicerade PDE:er till enkla sidana m.h.a. ett lampligt koordinatbyte.

ODE sokes y=y(x)| PDE sokes z=f(x, y) eller w=f(x,,z)
‘=0 0z 0z
Y — =0 ger zZLY) =@ —=0 ger z(xy) =y
ger 0x konstant m.a.p. x !E ay konstant m.a.p. y !
yo=C

bara en konstant funktion dir ¢ : R - R ir deriverbar

diar w : R — R ar deriverbar
har derivatan noll

0%z 0z L 0%z 0z
y”(x)=0 er — =90 er — = I — =0 er — = X
g e ger —=n0) X & Y1 (%)
y)=C  ger ger 2(0Y) =@ Mx+@(y) | ger (%) = (0)y +ysx)
tvé konstanter m.a.p. x ! | tva konstanter m.a.p. y !
Y =Cx+D diar ¢y, ¢, : R = R ér deriv. E diar vy, v, : R = R r deriv.
V(x) = f(x) ger Analysera sjdlva: Jonas Méanssons Forel.4, s.3—4 och Forel. 6, s.4—6.
of
YW =F@  sa | gy 7" f=Jwy)
, v? 0 v?
F)=fx) | fun= Jvdv =5 e efesom (-t @) =v+0=v.

Figur 22: Foreldasning 7: Kedjeregeln, Hur ska man hantera enkla PDE:er; en jamforelse med
ODE:er. (Bild: Hania, med KeyNote.)
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Foreliasning 8: Tangentplan, gradient, riktningsderivator

Differentierbarhet (forts.)

I F6 sade vi att en funktion f(z,y) var differentierbar i en punkt (a,b) om det fanns konstanter
Ay = fi(a,b), Az = fj(a,b) och en funktion p sidan att

f(a +h,b+ k) _f(avb) = f{(aa b)h_‘_fé(a? b)k+ h% + k2p(h7 k)
—_— — Y
f(a+h) f(@) A1hy Azha |h|p(R)
dir  lim  p(h,k) = 0. Lat nu x = a+ h, y = b+ k, sé vi far féljande uppskattning av
(h,k)—(0,0)

f(z,y):

f(x,y) = f(a,b) + fi(a,b)(z —a) + f3(a,b)(y — b) + V' h? + k2p(h, k)

Tangentens motsvarighet i tva dimensioner blir tangentplanet

2= f(a,b) + fi(a,b)(x — a) + f3(a,b)(y — ).

Exempel 42. Bestdm tangentplanet till paraboloiden z = 22 + 2y? i punkten (1,1, 3).

Funktionen f(z,y) = x2 + 2y? ér differentierbar (motivering nedan) och har partiella derivator
f1(z,y) = 2z samt fi(xz,y) = 4y, vilket ger f{(1,1) = 2 och fi(1,1) = 4. Tangentplanet har
saledes ekvationen

z2=342z—-1)+4y—-1) = 2z+4y—2=3

Normalvektorn till ett plan med ekvation ax + by 4+ cz = d ar ju (a, b, ), sd fran tangentplanets
ekvation f{(a,b)x + fj(a,b)y — z = d inses att funktionsytan z = f(z,y) i punkten (a,b, f(a,b))
har normalvektorn

n= (f{(aa b)vfé(% b): _1)'

Tangentplanet kan anvindas for att gora linjir approximation av en funktionsyta. Vi aterkom-
mer till detta senare nér vi tar upp Taylorapproximationer av funktioner av flera variabler.

En differentierbar funktion var partiellt deriverbar och kontinuerlig. Foljande sats ger tillrack-
liga villkor for att en funktion ska vara differentierbar.

Sats 9. Lat f vara en funktion av n variabler med dppen definitonsmdngd D. Om f dr partiellt
deriverbar och de partiella derivatorna f1,..., fl ar kontinuerliga, sd ar f differentierbar pa D.

Bevis. Vi visar satsen for funktioner av tva variabler och vill uppskatta

fla+h,b+k)— f(a,b)
=fla+h,b+k)— f(a,b+k)+ f(a,b+ k) — f(a,b)

def. a(t)=f(a+t,b+k) def. B(t)=f(a,b+t)
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Medelvardessatsen for funktioner av en variabel ger:

Q
—~
=

|
2

(=)
~

|

= (h—0)a/(01h) = hf](a+ O1h,b+ k)
B(k) — B(0) = (k — 0)5'(62k) = k f3(a, b+ b2k)

for nagra 601,02 € (0,1). Eftersom f] och fi ar kontinuerliga, s& finns det funktioner p;(h, k)
och pa(h, k) som uppfyller

fila+61h,b+ k) = fi(a,b) + p1(h, k) f5(a,b+ 02k) = fi(a,b) + p2(h, k)
dar p1(h,k) — 0 och pa(h, k) — 0 da (h,k) — (0,0) Alltsa far vi

fla+h,b+Ek)— fa,b) = hfi(a,b) + kfy(a,b) + hpi(h, k) + kpa(h, k)
=VR2Fk2p(h,k)

O]

Observera att satsen implicerar att funktionen f(z,y) = 22 + 2y? i Exempel @ ar deriverbar,
ty funktionerna g(z,y) = 2z och h(z,y) = 4y ar kontinuerliga.

Gradient och riktningsderivata

De partiella derivatorna séger var for sig hur en funktion av n variabler forandras langs en rét
linje parallell med négon av koordinataxlarna. Vi vill kunna avgéra hur en funktion fordndras
langs en godtycklig réit linje, dvs. i en godtycklig riktning. Foljande vektor visar sig da vara
anvandbar.

Definition 18. For partiellt deriverbara funktioner f av n variabler definierar vi gradienten av
f i punkten & som

of
8$1

af

grad f(Z) = < (Z), Dg (7) af(:f)) (betecknas &ven V f(¥))

7”.’8,’1},,1

Gradienten ar ett vektorfalt (en funktion fran R™ till R")

Exempel 43. Berikna Vf(%) for f(7) = || = /27 + 3.

De partiella derivatorna ér:

of L 9 2y—1 L1 Z1

——=—(r1+23) 2 20 = —/——ms = =

dry 212 Vai+ax o |7

0

852 = % (av symmetriskal)

sa gradienten blir:

Vi) = () = o) =

2" 1) |7
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(1) = (X' (1), y'(1)) Nivéakurvan f(x , y) = C
kan parametriseras:

VI, (1) = (x(1), y(1))

Foéljande funktion &r konstant pé hela
nivékurvan, alltsd har samma virde (C) for alla ¢

@) = f(x(1), (1))
Darfor ar funktionens derivata noll:

fe,y)=C ') =0

Vi kan rékna derivatan m.h.a. kedjeregeln:

9 9 o 9
0=¢'(n= a—j:x'(l‘) + a—fyl(l‘) = (a—i:’a_i) - (1), YD) = V- F(t)

Frén detta att funktionen f ar konstant pa hela nivdkurvan foljer alltsé att gradienten i varje punkt pa nivakurvan
ar vinkelrdt mot kurvans hastighetsvektor i denna punkt (tva vektorer har skaldrprodukt lika med noll om och
endast om de &r vinkelrita), alltsa dr gradienten i varje punkt normal mot nivikurvan genom punkten!

(P& samma sitt bevisas att gradient till trevariabelfunktion &r i varje punkt vinkelrdt mot nivdytan genom denna
punkt. Detta ger oss en ekvation for tangentplanet till en nivayta.)

Figur 23: Foreldsning 8: En forklaring varfér gradient i varje punkt i definitionsméangden till
f(z,y) ar vinkelrdt mot nivikurvan genom denna punkt, och samma sak fér gradienten och
nivaytor till g(z,y, z). (Bild: Hania, med KeyNote.)

Nivakurvorna till funktionen i exemplet ar cirklar med centrum i origo. Gradienten till funktio-
nen &r alltsa vinkelrdt mot funktionens nivakurvor. Detta giller allmént for funktioner av tva
variabler.

Sats 10. Lat f(x,y) vara en funktion av tva variabler med kontinuerliga partiella derivator.
Om V f(a,b) # (0,0), sa dr V f(a,b) vinkelrdat mot den nivakurva till f som gar genom (a,b).

Bevis. Lat (z(t),y(t)) vara en parametrisering av nivakurvan till f som gar genom (a,b) och
antag att £(0) = a, y(0) = b. For alla ¢ néra noll &r alltsa f(z(t),y(t)) = f(a,b) (fran definition
av nivakurvor &ar alla funktionsvarden langs dem samma, i det hér fallet lika med f(a,b)).
Kedjeregeln (samt detta att derivatan till en konstant funktion &r lika med noll) ger

0 :% (@(t),y(t)) = fi(z(t), ()2 (t) + fo(x(t), y()y'(¢)

= Vf((t),y(t) - (&'(t),y'(t) = 0.

Vektorn (2/(t),y'(t)) ar en tangent till nivikurvorna, si gradienten maste vara vinkelrdt mot
nivakurvan. O

P& samma satt kan man visa att gradienten till en funktion av tre variabler dr vinkelrdt mot
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funktionens nivaytor. Med ett liknande resonemang kan vi ocksa visa att om gradienten av en
funktion men n variabler ar noll i ett omrade s& ar funktionen konstant pa omradet (jAmfor
att om derivatan av en funktion av en variabel dr noll sa &r funktionen konstant). Lat D vara
ett bagvis sammanhéngande omrade och antag att Vf(Z) = 0 for alla Z € D. DA finns det,
for varje par av punkter @,b € D, en deriverbar kurva #(t), sidan att £(0) = @ och #(1) = b.
Déarmed géller:

vilket implicerar:

1. f(Z) ar konstant 2. f(@)= f(b), Vva,beD

Gradienten kan ocksa anvéindas for att bestdmma hur en funktion féréndras ldngs en godtycklig
rat linje £ = @ + t¥ (och inte bara langs koordinataxlarna). Vi antar att || = 1, dvs att linjens
riktningsvektor ar normerad.

Definition 19. Riktningsderivatan av funktionen f i punkten @ i riktningen U, [|0] = 1,
definieras

Daf(@) = fi(@) = tim L@+ = /(@)

= = ] /=
Py ; (V=€) ger fj(a))

Om f &r en tvavariabelfunktion (vilket oftast kommer att vara fallet for oss), da dr riktnings-
vektorn ¥ = (v, v2) och definitionen ser ut pa foljande sitt:
fla+ tv, b+ tva) — f(a,b)

Dyf(a,b) = fi(a,b) = %gr[l) " .

(@ + vy, b+v,)

Figur 24: Foreldsning 8: Illustration till riktningsderivata, vad hénder i definitionsméngden.
(Bild: Hania, med KeyNote.)

Riktningsderivatan uttrycker lutningen fér tangentlinjen i punkten (a, b, f(a, b)) till kurvan som

skéars ut fran funktionsgrafen z = f(z,y) av det vertikala (d.v.s. parallella med z-axeln) planet
genom punkten (a,b) och i riktning med vektorn . Foljande sats tillater oss bade berdkna
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riktningsderivator pa ett enkelt sitt och gora nagra geometriska observationer om funktionens
tillvaxt i olika riktningar:

Sats 11. Om f ar en differentierbar funktion och ¥ s.a. |U] = 1 en given riktning, sd ar

1@ =V f(@) - .

Bevis. Satt ¢(t) = f(d + tv), sa att ¢ beskriver f:s beteende langs linjen @ + t¥. Vi ser att

Fil@) = lim 2 = (0).
Samtidigt ger kedjeregeln:
¢'(t) = fil@+ to)v + ... + fr(@ + tO)v, = V(@ + t0) - T

Ansétter vi t = 0 i ovanstaende formel, sa foljer fL(d) = V f(a) - ¥, vilket skulle bevisas.

Anvander vi Cauchy—SchvvalrzE olikhet pa formeln fér f7(a), sa far vi:
|fz(@)| = [V f(@)- 0] < V@] = V(@)

med likhet precis sa ¥ och V f(a) &r riktade &t samma hall (cos 0 = 1). Riktningsderivatan blir
alltsd som storst i gradientens riktning. Vi kan dra féljande slutsatser:

 En funktion véxer snabbast i riktningen V f(@) och tillvixten &r i denna riktning |V f(@)].

o En funktion avtar snabbast i riktningen —V f(@) (d& d&r o = m och cos @ = —1) och avta-
gandet ar i denna riktning |V f(@)|.

Exempel 44. En riktigt typisk dugga- eller tentauppgift Lt
3
fey) =g
a) I vilken riktning och med vilken fart véixer f(x,y) snabbast i punkten (1,1)?
b) Berikna riktningsderivatan i punkten (1,1) i riktning med vektorn i+ v/3j.

¢) Bestdm ekvationer for tangent- och normallinjerna till nivakurvan f(z,y) =1
i punkten (1,1).

d) Bestam en ekvation for tangentplanet till ytan z = f(x,y) i punkten (1,1,1).

Losning:
Man maste forstas borja med att berdkna gradienten, eftersom den behévs till alla deluppgif-
terna! Observera att funktionen dr sammansatt som i Version 2 i Forelasning 7:

Vi) 6x 6y 6x
€T = — — e
Y Ara2 1992 (14221 42)2 1+ a2+ y2)2
SEller, i R?, formeln @ - ¥ = |i] - |¥] - cos o, déir « &r vinkeln mellan vektorerna @ och @; vi har ju |cosa| < 1
for alla virden pa a. Riktningsvektorns ldngd &r lika med 1, per definition.

’ (—l’, _y)'
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a) Snabbaste tillvaxt sker i riktning med gradienten V f(1,1), alltsa g(—l, -1) = (—%, —
Farten ar lika med langden pa gradientvektorn, alltsa

VAL D] = \/(—§>2 n (—§>2 SENe)

b) Férst maste man normera riktningen: |(1,v/3)| = v/I +3 = 2. Riktningen @ = (%7 @)
Riktningsderivatan:

).

wiN

Daf(l,l)ZVf(l,l)-ﬁ:<_§,_§>,(;ég) 21 2 V3_ 143

¢) Normallinjens riktningsvektor &r gradienten i punkten (eller en godtycklig skalning av
denne, som t.ex. (1,1)), alltsa normallinjen har en parameterekvation:

(r,y) =(1,1)+¢(1,1), teR

eller, i xy-planet: y = x.
Tangentlinjen ar vinkelrdt mot normallinjen, alltsd dennes riktningsvektor dr en god-
tycklig vektor vinkelrdt mot (1, 1), t.ex. (1, —1) och ddrmed en parameterekvation:

(z,y) = (1,1) +t(1,-1), teR.

For att omvandla denna ekvation till (k, m)-ekvationen i i xy-planet, 16ser vi ut ¢ koor-
dinatsvis och jamfoér vardena: * = 1+t och y =1 —+¢ ger x — 1 = 1 — y, alltsd har
tangentlinjen (k, m)-ekvationen i i xy-planet: y = —x 4+ 2. Observera att den verkligen ar
vinkelrdt mot linjen y = x i xy-planet.

d) Tangentplanets ekvation &r z = f(1,1)+ Vf(1,1)- (x — 1,y — 1), alltsd z = 1+ (-2, %) -
(z—1,y—1), alltsd z = 1— 2(z—1) — 2(y— 1). Multiplikation av bida leden med 3 och lite
omorganisering ger foljande ekvation for tangentplanet till grafytan i punkten (1,1,1):

20 +2y+32—-7=0.

2

Exempel 45. Antag att funktionen f(z,y,z) = 5 beskriver temperaturen i ett omra-

z
x? 4+

de i rummet. Antag att vi befinner oss i punkten (1,1,1). Hur férdndras temperaturen da i
riktningen (1,1,1)7 I vilken riktning fordndras temperaturen snabbast och hur stor &r tempe-

raturfordndringen i denna riktning?
Vi deriverar funktionen partiellt for att bestdmma gradienten:

O o2y 2ee 202 OF P Of 22
89:_2( (@ +y7) )2 = (x2+92)?2" oy (2249?22 0z 2?4 y?

2.1-12 2.1-12 2.1 1 1
=ViLLY = (‘(12+12)2’ (124 12)Y 12+12) - <_2’_2’1>'

1
Vektorn (1,1, 1) normeras till —=(1, 1, 1). Riktningsderivatan i denna riktning &r

V3

/ _ L R
f%(l,l,l)(l’ 17 1) - Vf(l, 17 1) \/g(la 17 1) - < 2" 97 1) \/g(la 17 1)
1

(== 1—

1 1+1-1)=0
2 2 -
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sa temperaturen forandras ej i denna riktning. Den maximala temperaturfordndringen sker i

1 1
gradientens riktning, dvs. i riktningen <—2, —5 1). Storleken av denna tillvixt ar

i =|(5-2) = () e () em Tt B

Léas i kursboken om relationen mellan gradienten och tangentplan.

Exempel 46. Bestim en standardekvation for tangentplanet till niviytan till f(z,y, z) = 22 +
y? + 2% genom punkten (1,3,4). Gradienten i punkten &r normal till niviytan (kedjeregeln!
plus att f ar konstant pa nivaytan), alltsa ar tangentplanets ekvation:

i of of
0= %(17374)(1‘ - 1) + @(1’374)(y - 3) + &(17374)('2 - 4)

De partiella derivatornaE:

0 0 0
l(‘rayaz):2w7 a':]yc(:U,y,Z) :2% 8{;(%3/&) :227

ox

alltsa of of o7
ZLa,3.4)=2, ZL(1,3,4) =6, =(1,3,4) =
=2 Fasy-s Fasy-s

vilket ger tangentplanets ekvation

2 —1)+6(y—3)+8(z2—4)=0 < 2x+6y+82—52=0.

Figur 25: Foreldsning 8: Tangentplan till nivaytan till f(z,y, z) = 22 + y? + 22 genom punkten
(1,3,4), alltsd Nag. Nivaytan ar sfaren med mittpunkten i origo och med radien v/26 och nor-
malvektorn till ytan ar lika med gradienten V f(1,3,4) = (2,6,8). (Bild: Hania, med KeyNote.)

5Mycket viktigt! Alla normalvektorer till sfirer med mittpunkten i origo 4r skalningar av ortsvektorn med
slutpunkten déar normalen stélls upp! Har @ = (2,6,8) = 2(1, 3,4).
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Forelasning 9: Taylorserier, kvadratiska former

Taylorapproximationer, kvadratiska former

Fér differentierbara funktioner av n variabler vet vi att f(@ + k) ~ f(@) + Vf(@) - h. For att
erhélla en béattre uppskattning av f ndra punkten @ behover vi hérleda en flerdimensionell
motsvarighet till Taylors formel.

Lat, for enkelhetens skull, f vara en funktion av tva variabler med kontinuerliga partiella de-
rivator av ordningen 1, 2, 3 osv (sd manga som behovs). Vi vill hirleda en approximation av
f(a+h,b+k) och anvinda den endimensionella funktionen F'(t) = f(a+th,b+tk) for ¢t € [0, 1].
Da ar F(0) = f(a,b) och F(1) = f(a+ h,b+ k).

Kedjeregeln ger:

F'(t) = hf{(a+th,b+tk) + kfy(a + th,b+ tk)
F'(t) = h2f{1(a + th,b + tk) 4+ 2hk fi5(a + th, b + tk) + k> f)y(a + th, b+ tk)
OSV.
= F'(0) = hf{(a,b) + kf}(a,b)
F"(0) = h? £} (a,b) + 2hk fi5(a,b) + k2 fon(a, b)

Men, eftersom F &r endimensionell, ger Taylors formel samtidigt

, F'(0)
fla+hb+k)=F(1)=F(0)+ F'(0)-1+ 51 1T
1
= f(a,b) + fi(a,b)h + f3(a,b)k + 5 11(a; b)h® + 2 fi5(a, b)hk + frp(a, b)k®) + ...
f(@) Vf(@)-h ~ 7

hTHs(@)h

. o . . 1 (a,b)  fl5(a,b) " " . .

dir Hy(d@) ér Hessianmatrisen (7, i (notera att fi5 = f3)). Vi har hérlett
51(a,b)  fap(a,b)

Taylorpolynomet av ordning tva. Notera att resttermen har storleksordningen

O((h? + k?)3/2), eftersom h®, hk, hk? och k® alla &r uppét begransade av (h? + k2)3/2. Har

skriver jag Taylorformeln fér tva- och trevariabelfunktioner pa matrisform. For att fa in hela

formler pa en rad, utelimnar jag argumenten for derivatorna, men det ska std f](a,b) o.s.v. i

det forsta fallet och fi(a,b,c) o.s.v. i det andra fallet.

flas o) = flan) + () () + ow (52 (1) + o + )

21 22

h AN
flath,b+k, c+l) = f(a,b,c)+(fl, f5, f3) | k | +(h, k, 1) éjl 22 23 k | +O((h*+E*+1%)%/2)
l 31 32 33 l

For funktioner som ar tillrackligt manga ganger deriverbara dr Hessianmatriserna symmetris-

ka (Schwarz sats!), alltsd f;; = fJi for alla par indexer 4,j. Dérfér &r den kvadratiska delen
(kvadratiska formen) i utvecklingen féljande for tva- och trevariabelfunktioner:

Q(h k) = flyh® + fiok® + 2f15hk

Q(h,k,1) = [I1R° + f3ok? + f551% + 2f{ohk + 2f{3hl + 2 foskl.
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Exempel 47. Bestdm Taylorpolynomet av ordning tva till f(z,y) = e + 2+ 2xy> + 3y kring
punkten (2,0). Partiell derivering ger:

[/ 2 ,xy — " —
= yoety 42 f(2,0)0= 5 (2,0)= 2
fl — yexy+2x+2y3 T TT
P = e 4 Gay? 4+ 3 no=(zy+1)e™ + 6y = fi(2,00= 4 fr(2,00= 1
v = %+ 120y f(2.00= 5 fh,2,0)= 4

Taylorutvecklingen av ordning tva blir ddrmed:

1
f(2+ h,k) =5+ 4h + 5k + 5(2h2 + 2hk + 4k?).

Extremvarden

Precis som for funktioner av en variabel ar det ofta intressant att veta storsta och minsta varde
fér en funktion av n variabler. Vi borjar med att studera lokala extremvérden.

Definition 20. En funktion av n variabler sigs ha ett lokalt maximum i @ om det finns ett
d > 0 sadant att f(Z) < f(@) for alla 7 sa att | — @] < 9.

I analogi med situationen for funktioner av en variabel &r det latt att visa att om f ar partiellt
deriverbar sa ér fi(@) = 0, j € {1,...,n} i alla punkter @ dér f" har lokala maxima eller
minima. Varfor dr det sa? Funktionen f (av tva variabler) uppnar sina extrema i synnerhet
langs kurvorna z(z) = f(x,b) och z(y) = f(a,y), alltsd maste derivatorna till dessa envaria-
belfunktioner vara lika med noll. Och dessa ar ju f:s partiella derivator! Villkoret betyder da
att tangentplanet till grafytan i punkten (a, b, f(a,b)) &r parallell med xy-planet. Villkoret ar
ocksa, precis som i envariabelanalys, enbart nodvandigt, dock inte tillrackligt (tdnk pa terrass).

Definition 21. En punkt @ dir V£(@) = 0 kallas en kritisk punkt till f.

Eftersom alla lokala extrempunkter @ till f i vilka f &r partiellt deriverbar ocksa ar kritiska
punkter, sa kan lokala extrempunkter bara intraffa i kritiska punkter, singuléra punkter (V f
existerar ej) och randpunkter till D. Jimfor situationen i envariabelanalysen.

Det &r inte sékert att en kritisk punkt &r en lokal extrempunkt. Allmént kan en funktion ha tre
typer av utseende kring en kritisk punkt.

f(z,y)
A%
Y
T x
(a) Lokalt minimum (b) Lokalt maximum (c) Sadelpunkt

Med hjalp av Taylorapproximationen av en funktion ska vi ta fram en metod for att karakterisera
kritiska punkter.

Lat f vara en funktion av n variabler med en kritisk punkt i .
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Lokalt min i (a, b) Lokalt max i (a, b)
L (@b, f(a. b))

“‘-"- b, fla,b)

’ Ca
(a+ h,b+ (a+ h,b+

Om f(a+h, b+k) > f(a,b) Om f(a+h,b+k) < f(a,b)
for alla  (h, k) # (0,0) foralla  (h, k) # (0,0)
sddana att \/h2+k*<$§ sddana att A2+ k> < S

Figur 27: Foreldsning 9: Lokalt minimum och maximum. (Bild: Hania, med KeyNote.)

Lokalt minimum i @ = f(@+ k) — f(@) > 0 for alla & s& att |h| < &
) <

I
Lokalt maximumid =  f(@+h)—f(@) < 0foralla h s att || < & (se illustrationerna
)

ovan for bade minimi- och maximipunkt

Sadelpunkt i @ = f(d+ h) — f(@) antar bade positiva och negativa virden oavsett
hur litet vi valjer h.

Taylorutveckling av f kring a@ ger
F@+h) = f(@) + V(@) -h+ b He(@h + O(h*).
N——

=0, om f har en kritisk punkt i @

Tillréickligt néra origo dr O(|h|?) obetydlig jamfort med hTH f(c_i)i_i, som har storleksordning

O(|h|?), s& beteendet hos f(@ + h) — f(a@) bestéims av beteendet hos ET’Hf(c?)f_i (for rigorost
bevis, se kursboken).

Definition 22. En n x n-matris A sigs vara
e positivt definit om hT Ah >0 Vh e R™\ {0},
e negativt definit om hTAh <0 Vh € R"\ {0},
e positivt semidefinit om hT Ah >0 Vh e R™\ {0},
e negativt semidefinit om hT Ah <0 Vh € R\ {0},
e indefinit om hT Ah antar bade positiva och negativa varden.

Genom att kombinera definitionen ovan med Taylorutvecklingen och diskussionen om tecknet
pé f(@+ h) — f(@), s& ser vi tamligen direkt att:

Sats 12. Antag att a dr en kritisk punkt till f och att Hessianmatrisen Hy(Z) dr kontinuerlig
i en omgivning till @. Dd gdller

1. Om Hy(a@) dr positivt definit, sa har f ett lokalt minimum i d.
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2. Om Hy(a@) dr negativt definit, sa har f ett lokalt maximum i a.
3. Om Hy(a) dr indefinit, s har f en sadelpunkt i @.

4. Om Hy (@) dr positivt eller negativt semidefinit, sa kan f ha lokalt maximum, minimum,
eller en sadelpunkt i d.

Slutsatsen i fjirde fallet foljer av att resttermen i Taylorutvecklingen fér semidefinita H ¢(a)

—

kommer bestéimma tecknet pa f(@+ h) — f(@).

Sats 13. (Sats 8, Adams 10.7) Lat A vara en symmetrisk n x n-matris med reella element,

alltsd a;; € R for alla © och j. Lat D; for ¢ = 1,2,...,n betecknar del-determinanterna som i
bilden.
D,
a13 N aln Dlzlalll
o3 oy, an ayp
D, =
a3 A3p ay) %)
Ay ) a3 Ay

Figur 28: Foreldsning 9: Illustration till Sats 8 fran Adams 10.7. (Bild: Hania, med KeyNote.)

Da dér matrisen A:
e positivt definit om D; > 0 for alla i

o negativt definit om D1 < 0,D2 > 0,D3 < 0,Dyq > 0,..., alltsa omvdzlande minus och
plus, dnda till den sista D,

e indefinit om |A| = D,, # 0, men ingen av ovanstdiende gdller.

Om |A| = D,, = 0, ger satsen inget svar om A:s karaktdr.

Satsen ovan i kombination med Sats 12 ger oss ett vildigt enkelt test (andra derivatatestet)
for lokala extrempunkter for tvavariabelfunktioner. Da d&r n = 2 och funktionen f har ett
lokalt extremum i punkten (a,b) omm V f(a,b) = (0,0) (d.v.s. (a,b) ar en kritisk punkt) och
Hessianens determinant i punkten (a, b) ar positiv, alltsa

1 b) " (CL b)
Dy = 11(&, 12\

51(a,0)  fyo(a,b)
definit. Om da dessutom Dy = f{;(a,b) > 0, da &r (a,b) ett lokalt minimipiunkt (Hessianen
ar positivt definit) och om Dy = f{;(a,b) < 0, da ar (a, b) ett lokalt maximipiunkt (Hessianen
ar negativt definit).

> 0, eftersom precis da ar Hessianmatrisen positivt- eller negativt

OBS: Sa hér kidnner man igen om en kvadratisk form &r positivt- eller negativt definit, eller
indefinit utan Sats 10.7 fran Adams:

« om uttrycket bestar av kvadrater av reella tal med enbart plustecken (som t.ex. h? + k2
eller 6(h + 3k)? + 1k?), dr formen positivt definit, ty z2 > 0 fér z € R.
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o om uttrycket bestar av kvadrater av reella tal med enbart minustecken (som t.ex.
—h? — k2 eller —6(h + %k‘)Q — %kQ), ar formen negativt definit, ty —2% < 0 for x € R.

 om uttrycket bestar av kvadrater av reella tal med olika tecken (som t.ex. h? — k? eller
6(h+ %k)2 — %kz), ar formen indefinit, ty vi kan uppna bade positiva och negativa resultat
genom att nollstdlla ett kvadratuttryck och inte nollstélla det andra. Sa till exempel blir
h?—k? positivt for (h, k) = (1,0) och negativt for (h, k) = (0,1). Uttrycket 6(h+1k)?— k>
blir positivt fér (h, k) = (1,0) och negativt for (h, k) = (—3,1).
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Forelasning 10: Extremvarden, klassificering av kritiska punk-

ter

globalt!

Figur 29: Forelasning 10: Extrempunkter (maximi- och minimipunkter) till en envariabelfunk-
tion kan finnas: i definitionsméngdens randpunkter, eller i inre punkter till definitionsméngden
som dr singuldra punkter (dar derivatan inte existerar) eller stationdra / kritiska punkter (dar
funktionens derivata dr lika med noll) om derivatan byter tecken i denna punkt. (Bild: Hania,
med KeyNote.)

Forst nagra exempel som man klarar utan att anvinda avancerade teorier:

f(z,y) = /1 — 22 — y? som &r definierad pa foljande definitionsméngd (uttrycket under

rottecknet ska vara icke-negativt!):
Dy =A{(z,y) eR* 1-2®—y* >0} = {(z,y) €R* 2” +y° <1}

alltsa pa enhetscirkelskivan med mittpunkten i (0, 0). Funktionen uppnéar bara icke-negativa
varden, och uppnar virdet 0 pa definitionsméngdens rand (enhetscirkeln). Det globala
minimum &r alltsa lika med 0. Det globala maximum &r lika med 1 och uppnas bara i
punkten (0,0). Grafytan till funktionen &r forstas den 6vre halvsfiren med radien 1 och
mittpunkten i origo. Det &r ocksd ganska klart &ven utan berdkningar att tangentplanet
till grafytan i punkten (0,0, 1) ar planet z = 1 som &r parallellt med xy-planet.

1
few) = Ty
varden. Det globala maximum &r f(0,0) = 1 och det globala minimum existerar ej. Varfor
inte?

ar definierad pa hela R?. Denna funktionen uppnar bara positiva

1
lim f(z,0) = lim =0

T—00 z—o0 1 + 2
men viirdet 0 uppnés inte for nigot argument fran R2.

f(z,y) = ax + by + ¢, dér a,b,c # 0, har ett plan som graf. Da &r det ocksa tydligt
att funktionen uppnar varken ett globalt max eller min. Héar finns det inte heller nagra
guppar i grafen eller punkten dér tangentplanet ar parallellt med xy-planet. Déarfér finns
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1
1

funktionen: f |

mhx terrass
1 1
miln | |
avtar : vixer vaxer,avtar vtar | avtar
1 1
a a

derivatan!f E E E
/ \ \\ E / har ett miaximum
= I —0—

a . L a
. . har ett; minimum \
aXer avtar X X

andraderivatan 1
POSITIV NEGATIV NOLL NOLL
. . . . som derivatan till som derivatan till
som derivatan till som derivatan till . . . .
.. .. . . forstaderivatan som forstaderivatan som
vixande forstaderivatan avtagande forstaderivatan . . . .
uppnar ett minimum uppnar ett maximum

Andraderivatan kan faktiskt ocksa vara noll i de tva forsta fallen! Och detta om forstaderivatan har en terrasspunkt i a.
Ta till exempel f'(x) = x* och f'(x) = - x4. Detta betyder att andra derivatatestet dr oavgorande (indecisive) om f’(a) =
Precis allt mojligt kan hdnda da: min, max eller terrass! Det kommer att vara likadant for flervariabelfunktioner. Forsta
derivatatestet ar i sin tur alltid avgorande, men det finns ingen motsvarighet till detta i flervariabelanalys.

Figur 30: Foreldsning 10: Forsta- och andra derivatatestet i envariabelanalys. Forsta derivata-
testet: funktionen har ett extremum i dessa stationéra punkter déar derivatan byter tecken: fran
minus till plus i minimipunkter och fran plus till minus i maximipunkter. Testet fungerar alltid;
Andra derivatatestet (for tva ganger deriverbara funktioner): ett extremum uppnas i dessa kri-
tiska punkter dér andraderivatan i &r positiv (min) respektive negativ (max). Testet ger inget
svar om andraderivatan ar lika med noll. (Bild: Hania, med KeyNote.)

det inte ens lokala extrempunkter. Tank att funktionens graf &r sitt egna tangentplan i
varje punkt.

o flx,y) = 2>+ y? — 62 + 4y + 10 (xemplet fran Travis Topic 15: se filen
F10_appendix_TRAVIS_Topicl15_Local_Extrema
pa sidan 2 och andra sidor; dér hittar du ménga roliga exempel!). Man kan faktiskt
kvadratkomplettera:
2242 —624+4y+10 = (22 —62+9)+(1y°+4y+4)—13+10 = f(z,9) = (z—3)*+(y+2)?-3,

vilket betyder att grafen dr paraboloid med vertex i (3, —2,—3), uppnar ddrmed inget
maximalt virdet och har ett globalt minimum lika med —3 = f(3, —2).
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Idag kommer vi framforallt att undersoka extrempunkter for tvavariabelfunktioner som ligger
inutil definitionsméngden och dér funktionen &r deriverbar. For detta anvénder vi andra deri-
vatatestet som var héarlett under Foreldsning 9:

Sats 14. (Andra derivatatestet). Lit f : R* — R vara en C3- funktion och (a,b) vara en
stationdr punkt inuti Dy, d.v.s.

Vf(a,b) = (f{(aﬁ b)a fé(aa b)) = (07 0)'

Lat dessutom Dy beskriva determinanten till funktionens Hessianmatris i punkten (a,b), alltsa

Do = {/1 (a’v b) {IQ(CL’ b)
L) fh(ab)]
Da gdller foljande:
e Om Dy >0, dr (a,b) en extrempunkt #ll f:

— Om Dy = f{(a,b) > 0 (alltsd dr Hessianen positivt definit), dr (a,b) en minimi-
punkt til f

— Om D1 = f{i(a,b) <0 (alltsa ar Hessianen negativt definit), dr (a,b) en maxi-
mipunkt il f

— (OBS: Om Dy = f{}(a,b) = 0, har vi Dy = 0 — (f]5(a,b))? < 0, alltsd kan inte
Dy > 0 galla.)

e Om Dy <0 (alltsa dr Hessianen indefinit), dr (a,b) en sadelpunkt till f.

e Om Dy =0, ger satsen inget svar.

Satsen ar direkta foljden av Taylorutvecklingen och satsen om kvadratiska former (Adams
10.7, sats 8) som vi gick igenom under senaste foreldsning. Om ni ska analysera en funktion
f:R® - R med n > 2, behéver ni bedoma Hessianen m.h.a. kriterier for Dy, Do, ..., D, i
sats 8 (En uppgift med en trevariabelfunktion finns som sista exemplet i Forelasning 10.). Vi
ska nu tillimpa satsen pa nagra exempel av tvavariabelfunktioner. (Se d&ven den ovanndmnda
appendix-filen med fler exempel fran Travis.)

Exempel 48. Karakterisera de kritiska punkterna (0,0) och (1—12, —%) till funktionen f(z,y) =
322 + 3ay + % + 5.
Partiell derivering ger:

filz,y) = 6z + 3y

Flay) = 30+ 2y + 312 (och vi ser att de givna punkterna faktiskt ar kritiska)
2\ -

"
= 6
11
= 3 Sa Hessianmatrisen blir, i de kritiska punkterna:
= 2+6y

"P4 forelasningar 11 och 12 kommer vi att se nirmare vad som hénder pa randen till ett omrade, och vi
kommer att lara kdnna flera metoder for att undersoka detta. Det blir ndmligen betydligt mer komplicerat an i
envariabelanalys!
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- - 172 1
’Hf(o,o):@ ;’) = hTHf(O,O)h:6h2+6hk:+2k2:6<h+§k) + 5k

vilket endast antar positiva virden, och vi saledes far ett lokalt minimum

=

Hf(T127_

= 63 hT 1 _1\p _ 632 2 1 2_1 9
)—<3 1) = h'Hy(i5, —5)h = 6h" + 6hk + k —6(h—|—2k) 2I<:

vilket antar bade positiva och negativa véirden, och vi saledes far en sadelpunkt.

Exempel 49. Bestim alla kritiska punkter till funktionen f(z,y) = zy—2%y—y? och klassificera
dessa.

Vi deriverar funktionen partiellt for att hitta de kritiska punkterna.

filwy) =  y—=220y  _ Jy(l-22) =0
folz,y) = x—a? =2y r—22-2y =0

Forsta ekvationen ger y = 0 eller 1 — 2z = 0. Nu kollar vi vad som hidnder med den andra
ekvationen i bada fall:

=0
y=0 = z-2’=0 = {w ) = kritiska punkter (0,0) och (1,0)
xTr =
1 1 1\2 1
1-22=0 = z=5 = §—<§> -2y=0 = v=g = kritisk punkt i (3, 1)

Vi deriverar funktionen igen for att bestdmma Hessianmatrisen.

" _ o
f}} (z,y) = 2y —2y 1-2x
1
9o(z,y) = —2

I de kritiska punkterna far vi:

Hf(o,()):((l) _12) ”Hf(LO):(_Ol :;) %f(%’é):Cf1L —02>

Vi undersoker motsvarande kvadratiska former:

h\2 h?
<(1) _12> = 2hk—2k* = —2(16 - 5) + 5 (indefinit, alltsd sadelpunkt)
— h 2 h2
(_01 _;) = —2hk—2k* = —2<k + 5) + 5 (indefinit, alltsa sadelpunkt)
-1 0 h?
< 04 _2> = 1 k? (negativt definit, alltsa lokalt maximum)

Alternativt, fran Sats 10.7 fran Adams:

o Punkt (0,0): D =0-(—2)—1-1= —1 < 0, alltsd dr Hessianen indefinit, vilket ger en
sadelpunkt.
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e Punkt (1,0): Dy =0-(—=2) — (—1)-(—1) = —1 < 0, alltsa 4r Hessianen indefinit, vilket
ger en sadelpunkt.

e Punkt (3,4): Do = (—%)-(-2)—0-0=1 >0, och D; = —1 < 0, vilket betyder att
Hessianen ar negativt definit, alltsd har f ett maximipunkt dér.

Om den kvadratiska formen ar semidefinit for en kritisk punkt sa kan den kritiska punkten ka-
rakteriseras genom studie av funktionsuttrycket eller Taylorutveckling av hégre ordning kring
punkten. For funktioner av en variabel géller att om funktionen f har ett lokalt minimum i
x = a och inga andra kritiska eller singuléra punkter sa har f globalt maximum i z = a. Som
féljande exempel visar kan vi inte dra den slutsatsen for funktioner av flera variabler.

Exempel 50. Undersok de kritiska punkterna till f(z,y) = 22(1+y)34y? och se om funktionen
har ett globalt minimum.

Partiell derivering och insdttning i villkoret gradienten dr lika med noll ger forst:
filzy) =22(1+y)° =0, fi(w,y) =32*(1+y)* +2y =0.

Den forsta ekvationen ger x = 0 eller y = —1, vilket insatt i den andra ekvationen ger den enda
kritiska punkten (0,0). Vidare géller

h(z,y) =201+ y)*|0,0) =2
(x,y) = 62(1+y)*| (0,0 =0
po(z,y) = 62%(1+y) + 2|0 0) =2

s& den kvadratiska formen for Hessianmatrisen dr 2h%42k2, vilket motsvarar ett lokalt minimum
0. Funktionen har dock inget minsta virde. Lings den rata linjen « = 1 ar

f(Ly) =1 +1y)3 +4> vilket gar mot —oo da y — —oc.

Funktionen antar hur stora (till absolutbeloppet) negativa virden som helst.

Om vi for en funktion f(z,y) kan visa att |f(z,y)| < L for alla 2 +y?> > R s& kan man
dock dra slutsatsen att om m &r det minsta lokala extremvérdet och m < —L s& har f globalt
minimum m.

Exempel 51. Bestiam alla kritiska punkter till f(z,y) = 3zy—x?—3y?4x—12 och karakterisera
dessa.

De kritiska punkterna uppfyller

{f{(x,y)zsy—mﬂzo _ {3y—2a:—|—1:0 . {3y—4y+1:0

fo(z,y) =32z —6y =0 T =2y xr =2y

= (z,y) = (2,1).
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Funktionen har andraderivatorna f{}(z,y) = =2, fi5(x,y) = 3, och f5,(x,y) = —6 sa Hessian-
matrisen, med motsvarande kvadratiska form, blir

-2 3 332 9
<3 _6> = —2h2+6hk—6k2:—2(h2—3hk)—6k2=—2((h—2k> —4k2>—6k2

3\ 9., ., 3\* 3,
=-2(h—zk) +2k*"—6k"=-2(h—=k) —=k“<0 V(h,k)#(0,0).
2 2 2 2
Hessianmatrisen ar negativt definit, sd den kritiska punkten ar ett lokalt maximum.

Till slut ett exempel med en trevariabelfunktion. Observera att man hér inte kan anvinda
andraderivatatestet som i Sats @, eftersom Dy > ( inte garanterar ett extremum som for tva-
variabelfunktioner. Tank pa den méjliga sekvensen Dy > 0, Dy > 0, D3 < 0, som beskriver en
Hessianmatris som ar indefinit. Har ska man i stéllet anvinda Sats @ formulerad i anteckningar
till Forelasning 9.

Exempel 52. bestim alla kritiska punkter till f(x,y,2) = 23 + 322 + 4y? + 622 — 62y — 622 +
8yz + 4z och karakterisera dessa.

De kritiska punkterna uppfyller

f{(x,y,z) :3$2+633_6y_62,:0
fﬁ(x,y,z) =8y—6x+82=0
f3(@,y,2) =122 — 62+ 8y +4 =0

Vi kan forst ta fram z genom att jamfora uttrycken 6z — 8y som forekommer i bada ekvationer:
8z = 12z + 4 ger —4z = 4, alltsa z = —1. Nésta steget ar inséttning av z = —1 i de forsta tva
ekvationer. Detta ger ett 2 x 2 ekvationssystem med variablerna x och y:

322 4 6z — 6y = —6
8y —6xr =28

Vifar y = —x+1 fran den andra ekvationen, vilket insatt i ekvation 1 reducerar antalet variabler
till ett:

3 9
3:1:2—1—6:::—6(196—1—1):—6 = 3x2+6x—§x—6=—6 = 22°4z=0 = z(2z+1)=0.

1 5
Detta ger z = 0 eller x = —5 vilka ger y = 1 resp. y = 3 Och, forstas, z = —1 i bade fallen.

15
Vi far alltsa tva kritiska punkter: (0,1, —1) och (—5, 3’ —1).

Dags for Hessianmatrisen (jag utelimnar argumentet, men alla derivatorna ska vara evaluerade
i punkten (z,y, 2):

[ =Gri6, [y =6 ffy =6
" _ " _ " _
21 - _67 22 - 87 23 =8
" _ " _ 11 _
31 - _67 32 - 87 33 12



vilket ger Hessianen

6xr+6 —6 —6
Hi(x,y,2) = —6 8 8
—6 8 12

Deldeterminanterna ar:

1
e Dy =6z + 6 ar positiv for bade x = 0 och = = 5

Dy = 6“7_; 0 _86‘ — 48z + 48 — 36 = 48z + 12 = 12(4z + 1)
ar positiv for £ = 0 och negativ for x = —5
6z +6 —6 —6
D3=| —6 8 8| =48(1+4x)
—6 8 12
ar positiv for £ = 0 och negativ for x = —5
Sammanfattningsvis:

o I punkten (0,1,—1): D; > 0, Dy > 0, D3 > 0, alltsd dr Hessianen positivt definit,
vilket betyder att punkten édr en lokal minimipunkt.

15
e I punkten (—5, 3’ —1): D1 > 0, Dy < 0, D3 < 0, alltsa ar Hessianen indefinit, vilket
betyder att punkten dr en sadelpunkt.
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Foreliasning 11: Extremvarden pa begransade omraden, bivillkor
och Lagrangemultiplikatorer

Extremvirden for funktioner pa kompakta omraden

For kontinuerliga funktioner av flera variabler som ar definierade pa ett kompakt (begrédnsat och
slutet) omrade géller, precis som i envariabelanalysen (satsen om extremvérden) att funktionen
har ett maximum och ett minimum. Vi ska dérfor ta fram en metod for att bestémma dessa
globala extremvérden.

Exempel 53. Bestim storsta och minsta virde for f(z,y) = xy?> — x — y i kvadraten D:
0<x<2,0<y<2.

1. Inre punkter. Vi underscker om funktionen har nagra kritiska punkter i D° och deriverar
partiellt:

fllz,y)=y*—1=0 y ==l -
fél(gmy))— 22y —1=0 = ﬁ (kritiska punkter (%, 1),(—%, —-1))

Endast den forsta av de kritiska punkterna ligger inom definitionsméngden.

2. Rand. Vi parametriserar de fyra randbitarna och underséker om f har nagra kritiska
punkter pa dessa.

o(x) = f(z,0), ger o(x)= for 0<x<2 (inga kritiska punkter)
o(x) = f(z,2), ger ¢(z)=3zx—-2 for 0<z<2 (inga kritiska punkter)
oy) = f(0,y), ger p(y) = for 0<y<2 (inga kritiska punkter)
oy) = f(2,y), ger @(y) = 2y —2—y for 0<y<2 (kritisk punkt i (2, ))

s& pd randen har vi bara den kritiska punkten (2, 1)

3. Horn. Randstyckena har &ndpunkter i hornen (0,0), (2,0), (0,2), (2, 2).

Vi undersoker slutligen funktionsvirdena i de sex punkter dir maximum eller minimum kan
intréffa.
1
f(070):07 f<072):_27 f(270):_27 f<272):47 f(§71):_17 f(27i):_1§77

vilket ger oss ett maximum 4, och ett minimum — 187

Vi hittar alltsa eventuella extrempunkter i det inre genom att underséka de kritiska punkterna
som tidigare. Kritiska punkter pa randen fas genom att vi parametriserar randen och betraktar
funktionen péa randen som en funktion av en variabel (parametern). Om vi hade velat hitta
maximum och minimum till funktionen i exemplet ovan pa cirkelskivan z? 4+ y? < 4, sa hade vi
fatt anvinda parametriseringen

¥(0) = f(2cos(h),2sin(f)), 0<6 <27
vilket ger
¥(0) = 8cos(f) sin?(#) — 2 cos(f) — 2sin(h)

och sedan satt derivatan av 1) till noll och 16st ut 6. "Hornet” i detta fall hade varit (2 cos(0), 2sin(0)) =
(2,0).
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Exempel 54. Bestdm storsta och minsta virde av f(z,y) =z +y+ 22 +5? dd 22 + 9% < 1.

Vi soker forst eventuella kritiska punkter i definitionsméangdens inre

{f{<x,y>=1+2$=° = {mz‘ fogy) = (‘D*Q(‘;)Z:‘;

falw,y) =142y =0 y=-
Vi parametriserar dérefter randen enligt = cos(f), y = sin(#), 6 € [0, 2x].

N[ N

Y(0) = f(cos(h),sin(f)) = cos(#) + sin(h) + cos?(#) + sin*(0) = 1 + cos(#) + sin(f)

)
Y'(0) = —sin(f) +cos(f) =0 = tan(@)=1 = 0= % +nr

— i _ (1 1 _ o7 o 1 1
0= Z ger (.’E,y) - (ﬁv ﬁ) och 0 = Z ger <m7y) = (—E,—ﬁ)

Funktionsvéirdena i extrempunkterna ar f (%, %) = 1+ /2 respektive f (—%, —%) =1-2.
Maximum blir 1 + /2 och minimum blir —1 (eftersom —1 < 1 —+/2).

Om en funktion f av flera variabler ar definierad pa ett icke-kompakt omrade &ar det inte sikert
att den har ett storsta eller minsta virde, utan detta maste motiveras pa nagot sétt.
R . 4 — 3 . ..
Exempel 55. Avgor om funktionen f(x,y) = 11212 har ett maximum och ett minimum
ety
pé omradet —1 <y < 1.
Om funktionen &r begréansad for stora varden pa r = \/m , s& kommer eventuella maximum
eller minimum att finnas pa den kompakta méngden —1 < y < 1, 22 4 3? < r och pa denna har
varje kontinuerlig funktion maximum och minimum
|4z — 3| [4x|+3 _ 4r+3

, = < < — 0, —
[f(@ )l 14+22+92 =~ 1+7r2 = 1+12 e

Detta implicerar att f &r begrédnsad for stora r, och foljaktligen att f har max och min.

Exempel 56. Visa att om 22432 — 0o, da f(z,y) = (m+2y)e_(f‘32+y2) — 0. En bra 16sning kan
vara att ga over till polira koordinater x = rcosf, y = rsinf (da giller forstis 22 + y? = r?)
och visa att f(z(r,0), y(r,0)) — 0 da r — oo, och detta oavsett 6:
f(z(r,0), y(r,0)) = (rcosf + 2rsin 9)642 = (cosf + 2sin 9)7"677"2.
0 <|f(x(r,8), y(r,0))] =|cosb + 2sinl9|7“e_r2 < 3% =0
e

da r — oo (ett standardgransvéirde i odndligheten). Begriansning for sinus och cosinus kommer
fran | cosf| <1 och |sinf| <1 for alla 6, samt triangelolikheten.

66



Lagrangemultiplikatorer

Vi ska i fortsidttningen studera problemet att maximera eller minimera en funktion under ett
eller flera bivillkor. Ett typexempel &r:

maximera f(x,y) givet att g(x,y) = C.

Bivillkoret g(z,y) = C definierar en kurva i planet. Vi borjar med ett exempel dér det, for kurvan
g(z,y) = C, ar latt att 16sa ut y som en funktion av z. Problemet blir da genast endimensionellt.

Exempel 57. Bestam det kortaste anstandet fran origo till kurvan zy =1, z,y > 0.

Vi vill minimera h(z,y) = /22 + y2, eller ekvivalent f(z,y) = 2% +%? under bivillkoret zy = 1.

Villkoret kan skrivas y = %, s& vi vill alltsd minimera
1 2 1 .
9(x) = flz,3) == ) (for > 0)
, — 1
Jd(x)=20-203=0 = 22(1——)=0 = =0
x

notera att de tva forsta mojliga virdena pa = ej uppfyller initialvillkoret x,y > 0. I = 1 far vi
avsténdet /12 + (1)2 = v/2 och det &r det kortaste avstandet eftersom ¢”(1) =2+ 5 =8 > 0.

Ett alternativ som kan vara anvidndbart om det inte gar att 16sa ut y som en funktion av x i
g(x,y) = C ar att anvdnda en parametrisering av g(z,y) = C. Om vi exempelvis vill maximera
f(z,y) = (2¢ + 3y + 1)? pa cirkeln 22 + y? = 1 kan vi siitta o = cos(t) och y = sin(t) och
istallet forsoka maximera g(t) = f(cos(t),sin(t)), ¢ € [0,27]. Detta envariabelproblem liknar
de vi stotte pa nar vi sokte extremvérden till randen av kompakta omraden. Rékningarna blir
dock ganska invecklade, sa vi ska ta fram en mer generell metod som ger enklare rékningar.

Lagranges metod variant 1

Antag att vi pd nagot sitt vet att f(z,y) har ett maximum pa kurvan g(z,y) = 0. Om max-
imumet intraffar i punkten (a,b) och Vg(a,b) # 0, sa kan kurvan néra (a,b) parametriseras
som (z(t),y(t)) med (x(tg),y(to)) = (a,b) (foljer av implicita funktionssatsen). Funktionen
o(t) = f(z(t),y(t)) har d& maximum i ¢t = tg, sa

0= ¢'(to) = fi(z(to), y(t0))2' (to) + fo(x(to), y(t0))y'(to) = V f(a,b) - (' (t0), ¥/ (to))-

Men (2'(to), v’ (to)) ar tangentvektorn till kurvan g(x,y) = 0 i (a,b). Denna vektor ar vinkelrit
mot Vg(a,b), sd enligt ekvationen ovan sa ar

V f(a,b) och Vg(a,b) parallella.
Detta &r i sin tur ekvivalent med V f(a,b) = AVg(a,b), eller

1f
g1 95
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Figur 31: Forelasning 11: Den réda kurvan visar bivillkoret g(x,y) = ¢. De blaa kurvorna
ar nivakurvor for f(x,y). Punkten dér det réda bivillkoret tangerar en bla nivakurva ar det
maximipunkten for f(z,y) langs bivillkoret, eftersom d; > dg. (Bild: Wikipedia.)

Maximum (minimum) av f(x,y) givet att g(z,y) = 0 kan alltsa intréaffa i foljande punkter:

1. Andpunkter till g(x,y) =0

2. Punkter dir Vg(z,y) = 0 (eller ej exist.)

3. Punkter som uppfyller ekvationssystemet
(metoden i Adams)

fi(z,y) = Ay (2, )
folz,y) = Agy(z, )
g(z,y) = 0.

Ekvivalent (som pa foreldsningar):

=0.

file,y) fo(x,y)
9(z,y)  gh(z,y)
g(z,y) = 0.
Ekvationssystemet kan ocksa skrivas kortfattat som VL(z,y, ) = 0 dir L(z,y,\) = f(z,y) —
Ag(x,y) kallas for Langrangefunktionen. I figuren ovan ser vi paraboloiden som ges av f(x,y) =

%(m2 +%?) + 9 med tillhérande nivikurvor projicerade pa ry—planet. Vi ser dven nivikurvan
g(z,y) = 0 till funktionen g (svart) som tangerar en av f:s nivakurvor.

Titta ocksa girna pa en alternativ forklaring fér metoden, utan den implicita funktionssatsen
och parametrisering for bivillkoret i Travis Topic 16, minuterna 19:00-26:00:

F11_appendix_TRAVIS_Topicl6_Constrained_Extrema

Foljande superfina bilder (en bild ovan och tva till i borjan till F12) kommer fran Wikipedia
och referensen for kéllorna finns pa:

https://en.wikipedia.org/wiki/Lagrange_multiplier
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Till slut ndgra ord om begreppen inre punkt, randpunkt, oppen mdngd, sluten mdngd, randen
och pa vilket sdtt dessa begrepp &r relativa:

o Omgivning: ett 6ppet (utan d&ndpunkter) intervall i R, en cirkelskiva utan rand (cirkeln) i
R?, ett klot utan rand (sfiren) i R3.

o Inre punkt i en méangd: en punkt som kommer in i médngden med en viss (hel!) omgivning.

o Randpunkt till en méngd: en punkt vars varje omgivning innehaller bade element fran
méngden och utanfér mangden.

o Oppen mdingd bestar av enbart inre punkter, alltsi innehaller inga randpunkter
e Sluten mdingd innehaller alla sina randpunkter

Det finns forstds méngder som ar varken Oppna eller slutna (om de innehaller vissa sina
randpunkter, men inte alla).

en viss
omgivning)

in med en omgivning.
Tva randpunkter saknas.
Maingden bestér enbart av
iR2

R! R? R3
oppen : en cirkelskiva ett klot
omgivning e:t mter\(/iall utan randen utan randen

utan randen (cirkeln) (sfiiren)
(2 dndpunkter)
—— —
oppen méngd varken dppen eller sluten.
(alla punkter Inga punkter kommer varken 6ppen eller sluten.
oo kommer in med Inga punkter kommer in med

en omgivning. Tva randpunkter
saknas. Méngden bestér enbart av
iR3.

Existerar ej

Oppen mangd
(alla punkter
kommer in med
en viss
omgivning)

varken oppen eller sluten.
Inga punkter kommer in med en omgivning.
Maénga randpunkter saknas. Mangden bestar
enbart av iR3.

Varje klot med mittpunkten i en punkt pa
cirkelskivan innehéller bade punkter fran
cirkelskivan och utanfér den (pa bade
“baksidan” och “framsidan”), alltsd &r per
definition en randpunkt!

Existerar ej

Existerar ej

Oppen mingd (alla punkter
kommer in med en viss
omgivning)

Figur 32: Forelasning 11: Relativitet av vissa begrepp. Viktigaste budskap: nagot som &r en
oppen mingd i R? (t.ex. éppen cirkelskiva) dr bara randen i R? (respektive: ett 6ppet intervall
ar 6ppet i R!, medan en kurva-trots att den kan vara en kontinuerlig avbildning av intervallet—ér
bara randméngden i R?); detta &r jitteviktigt, eftersom det bestimmer vilka metoder vi véljer
medan vi letar efter extrempunkter till flervariabelfunktioner pa olika méngder. Stationéra
punkter och Hessianen undersoks bara for oppna méngder, pa randen ar det Lagrange som
giller! (Bild: Hania, med KeyNote.)
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Forelasning 12: Fortsidttning pa bivillkor och Lagrangemultipli-

katorer

Exempel 58. Maximera och minimera f(z,y) = x + y pa enhetscirkeln z2 + y? = 1, alltsa pa
nivakurvan g(z,y) = 0 till g(z,y) = 2% + ¢ — 1.

15 15

Figur 33: Foreldsning 12: Exempel. (Bild: Wikipedia. For exakta referenser se lanken i F11.)

1 1
2z 2y

“l%

2
= = x:y:7 eller x=y=—

g(xz,y) =0 24yt =1

V2 Q) = /2 och min f(—\f, —Q) = 2.

Svar: Funktionens max pa enhetscirkeln ar f (7, 5

Exempel 59. Maximera och minimera f(z,y) = 22y pa cirkeln 22+y? = 3, allts& pa nivakurvan
g(z,y) =0 till g(z,y) = 2° +y* - 3.

Figur 34: Foreldsning 12: Exempel. (Bild: Wikipedia. For exakta referenser se lanken i F11.)

70



"z, Nz, 2zy 22
f/1( Y) f/Q( Y) -0 Y -0 dry? — 223 =0
gl(xay) 92($7y) = 2z 2y = $2 + y2 =3
glz,y) =0 vyt =3

doy? —22° =222y —2®) =0 = (2 =0 eller 2= 2y?).

Inséttning av dessa tva mojligheter i villkoret 2 + y? = 3 ger sex kritiska punkter:
(07 \/3)7 (0> —\/5)7 (\/§a 1)7 (\/§> _1)7 (_\/§> 1)7 (_\/57 _1)'

De forsta tva elimineras direkt, eftersom dér &r funktionens vérde lika med noll, medan det &r
bade positivt och negativt i de 6vriga fyra, vilket betyder att de forsta tva punkter ger varken
det minsta eller det storsta virdet pa cirkeln. Vi berdknar virdena i de 6vriga fyra punkter (se
bilden) och sa &r vi redo att formulera svaret:

Svar: Funktionens max pa cirkeln ar 2 (i tva punkter) och min —2 (i tva punkter). Se bilden!

Exempel 60. Maximera och minimera f(x,y) = (22 + 3y + 1)? for g(z,y) =22 +y*> =1 =0.

Eftersom enhetscirkeln &r en sluten kurva med nollskild gradient, sa uppfyller alla extrempunk-
ter ekvationssystemet

22z +3y +1)2 = N2z
= {22z +3y+1)3 =22y

{f{(w,y) = Ag1(z,y)
x2 —|—y2 —1=0

fa(x,y) = Agy(z,y)

Om A # 0, dividerar vi den andra ekvationen med den foérsta och vi far ekvationen

2
)—1:0 - By

3 9 3
:>y:fa?:>ac+< 1

2 27
— 2 _ 2 3 2 3
= e=tom = @)= (Fe) e (- Fvh)

Ekvationssystemet har ocksa 16sningen A\ = 0, 2z + 3y + 1 = 0. Foér denna 16sning géller
uppenbarligen f(z,y) = 0. De 6vriga funktionsvirdena ar f(\/%,\/%) = (V13 + 1)2 och

= (=13 + 1)?, s maximum &r (v/13 + 1)? och minimum é&r 0.

2 3
f ( \/ﬁv - \/ﬁ)
Lagranges metod variant 2
Lagranges multiplikatormetod fungerar pa samma sétt

om vi vill maximera funktionen f(z,y,z) pa ytan
g(z,y,z) = 0, vilket motsvarar att vi maximerar / mi-

nimerar en trevariabelfunktion p& nivaytan till en annan fila,y,2) = Mi (2,9, 2)
trevariabelfunktion. Aven hér ar villkoret att gradienter- f3(z,y,2) = Ags (2, y,2)
na till bada nivaytor sla vara parallella i extrempunkter f5(z,y, 2) = Ags(x,y, 2)
(eftersom nivaytorna maste tangera varandra). Vi far da g(z,y,2) =0

istéllet ett ekvationssystem med 4 ekvationer och 4 vari-

abler.
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Aven hir kan man rikna utan )\, fast det finns ingen mojlighet att skriva upp en determinant
(vi har bara tva rader med gradienter, medan varje gradient har tre komponenter: helheten ar
inte kvadratisk!). Man kan ofta stélla upp en proportion som uttrycker faktum att gradienterna
ar parallella, men man far aldrig nagonsin sidtta en variabel i nimnaren utan vidare!
En variabel kan ju vara lika med noll!

Har blir det ocksa extra viktigt att forstd begreppet rand och faktum att begreppet &r relativt
och beror pa om vi analyserar en mingd i R, R? eller R?. (Se forklaringen i bilden pa s. §9)

Exempel 61. Bestdm storsta och minsta virdena for funktionen f(z,y,z) = x + 2y + 3z med
bivillkoret 22 + 3% + 22 = 14, alltsd pa sfiren med mittpunkten i origo och radien /14.

Vi anviander Lagranges metod variant 2. Extrema finns dér gradienterna till f och g &r parallella.
Vf=(1,2,3), Vg=(2z, 2y, 2z).

Att vektorerna ar parallella betyder att foljande proportion géller (OBS: bara konstanter i
ndmnaren!):

2v 2y 2z

12 3

x =y = z = 0 uppfyller proportionen, men punkten (0,0,0) inte ligger pa sfdren, ar alltsa
fullstandigt ointressant for oss. Om Vg # 0, d& implicerar proportionen att

VfllVg <

2 3 3
2x:y:§z < (y=2x och z:iy:§-2$:3x).

Inséttning av dessa i bivillkoret g(z,y, z) = 0 ger
2420+ (B’ =14 & 142°=14 < (z=1 eller z=-1).

x = 1 ger punkten (1,2,3) och f(1,2,3) =1+2-2+3-3 = 14, medan x = —1 ger punkten
(=1,-2,-3) och f(—1,-2,—3) = —14.
Svar: Funktionens maximum pa sfiaren ar 14 och minimum —14.

Exempel 62. Bestim stérsta och minsta virdena for funktionen f(z,y, z) = v/zyz? i omradet
D dar
D={(z,y.2); 20,y>0, 220, z +y+2z=1}.

Omradet D ar en (kompakt!) triangel i férsta oktanten, f ar kontinuerlig, alltsa uppnar garan-
terat sina max och min i D.

Vi observerar att i forsta oktanten (dir z,y, z > 0) funktionen f(x,y,2) = \/zy2z? antar enbart
icke-negativa virden och att dessutom f(x,y,z) = 0 om atminstone en av variablerna ar lika
med noll, och bara da! Detta betyder att

min xT z)=0.
f( 'Y, )
Maximum maste antas i en punkt dar

x>0, y>0, 2>0, g(z,y,x)=x+y+2z—1=0.
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(0,0,1)

planet
x+y+z=1

i forsta oktanten

(1,0,0) (0,1,0)

y
X

Figur 35: Forelasning 12: Planet i exemplet @ (Bild: Hania, med KeyNote.)

I maximipunkten maste V f||Vg (Lagrange!).

(v
v/= <2f

Att V f||Vg betyder att foljande proportion géller:

V22, 2ﬁyz> ,  Vg=(1,1,1).

2
2%2/5_\/522_2\/5yz
1 1 1

2\/x
Vi multiplicerar hela proportionen med —f (vi vet redan att alla intressanta for oss variabler

z
ar nollskilda!) och far:

yz = 2xz = 4xy,
vilket ger (ty z,y,z # 0) y = 2z och z = 4z, alltsa, fran villkoret g(z,y,z) =x+y+2z—1=0:

1
l=o+4+2x+42=Tx = x:?

Vi har darfér den unika 16sningen (x,y, z) = (%, %, %), vilken méaste vara maximipunkten.
4

32
Svar: Det minimala viardet ar 0. Det maximala vardet ar f (%, %, 7) = m\ﬁ .

OBS: overkurs pa 5hp-kursen: Lagranges metod variant 3:

Lat oss hiarnist undersoka problemet att maximera f(x,y, z) givet tva villkor g(z,y, z) = 0 och
h(z,y,z) = 0. De bada villkoren definierar en kurva i rummet (skdrningskurvan till nivaytor till
tva trevariabelfunktioner). I varje punkt (z,y, z) pa kurvan ar bade Vg(z,y, z) och Vh(x,y, 2)
vinkelrat mot kurvan, sa vektorn T'(z,y, 2) = Vg(z,y, z) X Vh(z,y, z) ar parallell med kurvans
tangent i (z,y,z). Enligt resonemanget nir vi inférde multplikatormetoden, sd maste det i
extrempunkten (a, b, ¢) géilla att V f(a,b,c) - T(a,b,c) =0, dvs

Vf(a,b,c), Vg(a,b,c), Vh(a,b,c) liggerisamma plan.

De tre gradienterna ar linjart beroende, vilket ar ekvivalent med att determinanten av en matris
med Vf, Vg, Vh pa var sin rad méaste vara noll i ett maximum/minimum.
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Exempel 63. Maximera och minimera f(x,y,z) = y under bivillkoren

gz, y,2)=x+y+2—1=0 och h(z,y,2)=2>+9y>+22—1=0.

Ekvationen g(z,y, z) = 0 definierar ett plan och h(x,y, z) = 0 en sfir, sa skarningskurvan mellan
dessa funktioner blir en cirkel, dvs en kompakt méngd. Det s6kta maximum och minimum existe-
rar saledes. Eftersom V f(z,y,2) = (0,1,0), Vg(z,y,2) = (1,1,1) och Vh(z,y, z) = (2, 2y, 2z2)
ar linjart beroende sa géller:

0O 1 0 Vi far x = z, vilket insatt i g och 2% 4y =1
0=(1 1 1]|=2x-2z h ger ekvationssystemet { 9 9
2r 2y 2z 2t +ym =1

Vi sétter in y = 1 — 2z i 202 + y? = 1 och far da:

=0
202 + (1 -22) =1 = 22°+1—-do+42’=1 = z6r—4)=0 = {x )
:C:§
=0 ger 2z=0 och y=1-2-0=1 = f(0,1,0)=1 (maximum)
2 2 L9 21 F2. 12y 1 (minimum)
r = — er z = —- OC = — 4T = ——= 3y " Qya) — ——. minimuim
3 8 3 Y 373 37337y

Svar: Det minimala vardet ar —%. Det maximala vardet ar 1.
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Forelasning 13: Dubbelintegraler, itererad integration

Vi inforde integraler for att kunna 16sa problemet att rdkna ut arean under grafen till en funktion
i en variabel. Vi har tidigare sett att grafen till en funktion av tva variabler kan tolkas som en
yta i rummet. Vi kan anvinda integraler ocksa for att rdkna ut volymen under grafen till en
funktion av tva variabler. Vi borjar med ett enkelt specialfall.

2
=3
N
h
|\ B Y R—
|=
L

|

(xij, yij)

Figur 36: Foreldsning 13: Riemannkonstruktion: dubbelintegral som ett satt att berdkna volym
(med tecken!) mellan funktionens z = f(z,y) graf och zy-planet. (Bild: Fran nétet.)

Lat A = [a,b] x [c,d] vara en rektangel i R?. LAt P; vara en partition av [a,b] (a = zg < z1 <
... < xp = b) och lat P, vara en partition av [c,d] (c=yo <y1 < ...<yn =d). P X Py &r
en partition av A i delrektanglar A;;. En funktion ¢(x,y) kallas fér en trappstegsfunktion om
det finns en partition P; x P> av A sadan att ¢(z,y) = ¢;; for alla (z,y) € [@i—1, z5] X [yj—1,y;].
Volymen under en trappstegsfunktion ges direkt av

Z Z cij (s — xi—1)(yj — yYj—1) = Z Z cijAx;Ay; vilket betecknas // o(z,y)dzdy.
A

i=1j=1 Arean av Ay; i=1j=1

—
Dubbelintegral

Dubbelintegraler kan beridknas genom att vi forst integrerar éver den ena variabeln, och sedan
over den andra, dvs:
Sats 15. For trappstegsfunktioner ¢ gdller

d

] étaydody = /b /d o)y | da = [ /b oz, y)dz | dy.
A a c a

[

Beviset foljer av att vi forst kan summera 6ver ¢ och sedan éver j och vice versa (detaljerna
b

uteldmnas). Notera att integralen [ ¢(z,y)dz ger tvirsnittsytan av kroppen under grafen till ¢
a
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Arean av den vertikala skivan mellan xy-planet
och grafytan, parallell med z-axeln:

{(xx,y,2; a<x<b, y=y, 05z f(x,))}

ar lika med A4()0) och volymen av skivan ar
A(yo)dy.

b
A(yy) = J S, yp)dx

Volymen mellan xy-planet och grafytan rdknad
pa tva olika sétt. I vénsterledet som i
Riemannkonstruktionen (tunna, hga

ritblock), 1 hogerledet m.h.a. vertikala skivor.

d d b
H fx.y)dxdy =J AG)dy =[ J fer,y)dxdy
D : c Ya

&

Figur 37: Foreldsning 13: Sambandet mellan dubbelintegral och itererade integraler. (Bild: Ha-
nia, med KeyNote.)

skuren sa att y hélls konstant. Déarmed géller:

d b d
[ | [ o) ay= [ Awa.

vilket dr formeln for volymen av en kropp med tvérsnitt A(y) som vi hirledde i envariabelana-
lysen. For att visa den andra formeln skér vi grafytan men vertikala plan med en konstant z.

Lat nu f vara en godtycklig begrdnsad funktion definierad pa A. D4 finns det med sékerhet tva
trappstegsfunktioner ¢ och ¢ sadana att

d(x,y) < flz,y) <Y(z,y) Y(z,y) € A

Definition 23. Den begriansade funktionen f sédgs vara integrerbar Gver rektangeln A om det
till varje € > 0 finns trappstegsfunktioner ¢, som uppfyller olikheten ovan, samt

//¢(£,y)dfcdy//¢(:n,y)dﬂcdy < e.
A A

Dubbelintegralen av ¢ blir som en 6versumma till f och dubbelintegralen av ¢ blir som mot-
svarande undersumma, sa precis som for enkelintegralen dr en funktion integrerbar om under-
och 6versumman kan komma godtyckligt néra varandra.
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Sats 16. Om f dr integrerbar éver A sd finns det exakt ett tal I sadant att

| dwady <1< [[ v oy
A A

Vi later dérfor talet I i ovanstdende sats betecknas I = f [ f(z,y)dzdy. Avslutningsvis nagra

egenskaper for dubbelintegraler (av integrerbara funktloner

//Afxy + Byg(z,y)) dxdy—A//fxyd:Udy+B// (x,y)dzdy

2 M) €A floy) <glzy)] = // f(,y)dzdy < // oz, y)dedy
A A

//f(x,y)d:z:dy S/ |f(x,y)| dedy (Bevisas forst for trappstegsfunktioner)
A

Egenskaperna ovan heter linjdariteten, monotoniciteten och triangel-olikheten.

Definitionsmingden symmetrisk enligt origo
f:[-a,a] - R
Funktionen dr udda, d.v.s.:

Vx €[—a,al f(—x)=—f(x)

Riemann-integralen [arean (med tecken!) mellan grafen och x-axeln] r noll: de positiva och negativa bitarna tar ut varandra:

Ja f)dx =0

Definitionsméngden 4 &r symmetrisk enligt x-axeln Definitionsmangden 4 dr symmetrisk enligt
f:A—-R Funktionen ir udda m.a.p. y, d.v.s.: f:A->R Funktionen dr udda ,dovs.:
V) €A flx,—y) = = fx,y) Vi,y)e A f(=x,y) =—=fxy)
Riemann-integralen [volymen (med tecken!) mellan grafytan och xy-planet] Riemann—ifltegralen [volymen (med tecken!) mellan grafytan och xy-planet]
ar noll: de positiva och negativa bitarna tar ut varandra: ar noll: de positiva och negativa bitarna tar ut varandra:
y Y
H fx, y)dxdy = 0 ﬂ fCx,y)dxdy = 0
A A
X - + X
+
OBS: i dessa bilder ser vi bara definitionsméngden, inte grafen som i
envariabel-fallet! Tecknen plus och minus kan ligga tvért om, forstas!

Figur 38: Forelasning 13: Integration by inspection som i Adams 14.1 upp.13-22. (Bild: Hania,
med KeyNote.)
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Vi skulle vilja veta vilka funktioner som é&r integrerbara.

Sats 17. Om f dr kontinuerlig pa A, sa dr f integrerbar dver A.

Precis som i envariabelfallet bygger beviset pa att en kontinuerlig funktion pa en kompakt
méngd (rektangeln A &r kompakt) ar likformigt kontinuerlig.

Det ar ganska enkelt att visa att dubbelintegralen av alla integrerbara funktioner kan berdknas
som en upprepande enkelintegral (Fubinis sats) och vi tar ett exempel pa detta.

Exempel 64. Berdkna

//mzwdxdya A:{(m,y)ER2:1§x§3, 0<y<1}
A

Integranden &r kontinuerlig och dédrmed integrerbar. Vi integrerar férst med avseende pa .

3 1

3 e
x x
———dxdy = / /dy dr = / [— ] dx
Z/ (1+ zy)? (1 + zy)? 1 L+ay],

1 0

3
1
:/<1+x“)dx:[$ln'1”'ﬁ
1

=3-2In(2) — 1 +1n(2) = 2 — In(2).

Vi hade lika gidrna kunnat bérja med att integrera Over x, men d& hade vi behévt partial-
braksuppdela integranden och berdkningarna hade blivit mycket mer invecklade.

P& samma sétt som arean mellan graferna till funktioner f : [a,b] — R och g : [a,b] — R sadana
att f(z) > g(z) for alla x € [a, b] uttrycks med formeln

b
A= [ (#(a) = gl

kan volymen mellan grafytorna till tvavariabelfunktioner f : D — R och g : D — R sadana att
flx,y) > g(x,y) for alla (z,y) € D uttryckas med formeln

V= //D(f(wvy) — g(z,y))dzdy.

78



Forelasning 14: Dubbelintegraler, fortsattning; variabelsubstitu-
tion (polira koordinater)

Fubinis sats pa x- och y-enkla omraden

For att kunna integrera funktioner 6ver andra omraden dn rektanglar infor vi féljande definition:

Definition 24. Lat f vara en begrinsad funktion pa den begransade méngden D. Eftersom
D &r begréansad sa finns det en rektangel R sadan att D C R. Vi infér den utvidgade funktionen

; _Jf@y),  (zy)eD
fe-y) = {O, (z,y) € R\ D

och sa séger vi att f ar integrerbar pa D om f ar integrerbar pa R och vi deﬁnierarE
] oty = [ F(o.pdsay
D R

Men &dven om f &ar kontinuerlig pd D sa kommer bara f att vara kontinuerlig om f(x,y) — 0 da
(z,y) ndrmar sig randen 0D. Funktionen f kommer dock &nda att vara integrerbar om randen
ar en sa kallad nollméngd, dvs. en méngd som vi kan técka med dndligt manga rektanglar med
total area . Man kan visa att grafen till en kontinuerlig funktion dr en nollméngd (dven detta
bevis utnyttjar likformig kontinuitet) och ddrmed géller foljande, mycket anvandbar sats.

Sats 18. (Fubini) Om f dar kontinuerlig pa mdangden
D={(z,y) eR*: a<z<b, clx)<y<dx)}

(ett y-enkelt omrade) for tva kontinuerliga funktioner ¢ och d, sd ar f integrerbar éver D och

b [ d(z)
//f(w,y)dxdy—/ /f(w,y)dy de.
D a \¢(x)

y
v =d)
y=c(x)
p R

Figur 39: Foreldsning 14: ett y-enkelt omrade D. (Bild: Hania, med KeyNote.)

8P4 méngden D &r ju bada funktioner lika varandra, och utanfér D har f vardet noll. Det ar darfor rimligt
att volymen (med tecken) mellan deras grafer och xzy-planet ar lika varandra.
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P& samma satt géller att om det finns tva kontinuerliga funktioner a och b, sdidana att

D={(z,y) €R*: a(y) <z <b(y), c<y<d}

(ett z-enkelt omrade; se bilden) sa dr f integrerbar éver D och

ﬂ}wwmwzi 73@@% dy.
D

¢ \a(y)

x
Figur 40: Foreldsning 14: ett z-enkelt omrade D. (Bild: Hania, med KeyNote.)

For bra illustrativa forklaringar for satsen oven se Travis Topic 18. Se ocksé extra filen
F14_TRAVIS_Topicl18_Exempel_Fubini_x_y_enkla

De flesta omraden kan skrivas som en &ndlig union av ovanstaende tva typer av omraden, z-enkla
och y-enkla. Notera ocksd att om D = D1 U Dy dar Dy N Dy dr en nollméngd sa géller

| t@ sty = || swpizay+ [[ s sy
D D1 Dy

Vi inleder med tva rdkneexempel med dubbelintegraler 6ver icke-rektanguldra omraden i planet.

Exempel 65. Berdkna dubbelintegralen

//(:1:2 + y?)dzdy
D

dér D ar triangeln med hérn i (0,1), (1,0) och (1,1). Se bilden med integreringsomradet.

Omradet begriansas i y-led av 1l —ax <y <1 ochiz-led av 0 < x <1, s om vi férst integrerar
med avseende pa y och sedan med avseende pa x, sa far vi:

1 1 1

37y=1
//(m2 + 92 dady = / / (22 + ) dy | do = / [ny + yg] dx
y=1—x
D

11—z 0

(et (s Y i [ (O Y
0

[en]



X

1

Figur 41: Foreldsning 14: Integreringsomrade D, Exempel @ (Bild: Hania, med KeyNote.)

I exemplet ovan hade vi kunnat anvinda 1 —y <z <1, 0 < y <1 och istéllet forst integrerat
6ver x och sedan 6ver y. Rékningarna hade dock blivit identiska fast med y utbytt mot x och
vice versa. Som synes i nésta exempel kan det dock vara omdjligt att berdkna vissa integraler
om vi borjar med fel variabel.

Exempel 66. Berdkna dubbelintegralen

// e“dedy

D

dér D &r triangeln med horn i (0,0), (1,1) och (1, —1). Se bilden med integreringsomrédet.

i (10
X
©00)| | |
| 1
—x
1t |
(1,-1)

Figur 42: Forelasning 14: Integreringsomrade D, Exempel @ (Bild: Hania, med KeyNote.)

Primitiv funktion till f(z) = e®* kan inte beriiknas med metoder som vi behérskar, s vi maste
borja med att integrera med avseende pa y.

1 T 1

1 =x
//ex2d:cdy:/ /e”2dy dx :/ [yequ_ dr = /2a;ex2da:
D 0 0 - 0

— T

1

2

ex} =el—e¥=e—1.
0
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Variabelsubstitution (poldra koordinater)

Precis som i envariabelfallet kan berdkning av dubbelintegraler ibland férenklas avsevért om vi
gor ett variabelbyte fran (z,y) till ett annat par av variabler, exempelvis poldra koordinater
(r,0). Da kan man ofta omvandla knepiga integreringsomraden i axelparallella rektanglar i
variablerna r och 6. En fantastisk motivering av nyttan med detta koordinatbyte finns hos
Travis Topic 18. Se ocksa skridckexemplet pa sista sidan i extra filen

F14_TRAVIS_Topicl18_Exempel_Fubini_x_y_enkla

For att ta fram formeln for variabelbyte i dubbelintegraler maste vi dock forst undersoka Rie-
mannsummor. Lat f vara en funktion som ar definierad pa en méngd D. En Riemannsumma
till f dr en summa

Zf(xk,yk)(Arean av Dy) déar (zg,yi) € Dy.
k=1

Man kan visa (aterigen med likformig kontinuitet) att om f &r kontinuerlig si konvergerar

Riemannsumman till f mot
// f(@,y)dzdy
D

nar storsta diam(Dy) — 0 (dvs storsta avstandet mellan tva punkter i Dy,).

Lat nu = z(u,v) och y = y(u,v) vara en bijektiv avbildning mellan omradet E i uv—planet
och omradet D i xy—planet. Varje uppdelning av D i smabitar Dy motsvarar en uppdelning av
FE i smabitar E). Vi undersoker hur arean av D} och Ej ar relaterade.

Nar vi studerade Jacobimatrisen (Foreldsning 6) sag vi att areaférstoringen vid en avbildning
var lika med determinanten av Jacobimatrisen (Jacobianen). Alltsa géller:

o oo
(Arean av Dy) = (Arean av E}) ]ggz:zi |, dér ggz:z; = % %
#0 for bijektiva avbildningar du v

(absolutbelopp kring Jacobiandeterminanten: arean kan ju inte vara negativt!) Fran areaforsto-
ringsformeln far vi f6ljande relation mellan Riemannsummor uttryckta i (z,y) och (u,v):

> J @k ye)(arean av Dy) = 3 7 f (@, vx), y(ur, ve)) (avean av Ey)| 25‘5 ‘Z§|
= k=1 )

k=1
/| (o, y)dody /I f<x<u,v>,y<u1>>yg§§;g§\dudv
D E

Sats 19. Om (z,y) = (z(u,v),y(u,v)) dr en bijektiv funktion med kontinuerliga partiella
0(z,y)
O(u,v)

Z/f(x,y)dxdyzé/f(:r(u,v),y(u,u))ggz:g%dudv

for alla integrerbara funktioner f.

derivator och om #0, Y(u,v) € E utom pa en nollmdangd, sa dr:
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Jamfor den endimensionella motsvarigheten

b B
| o= [ see)a @ ar
S

dt

for x = z(t) och z(a) = a, xz(B) = 0.

~
=

¢I x = x(f)

Figur 43: Forelasning 14: Variabelbyte (invers substitution) i enkelintegraler. (Bild: Hania, med
KeyNote.)

v ) oy
E 1/ D \ _
u : :\ oo ) : X
Variabelbytet: x = x(u,v) N R //
Y ¢ {y = y(u,v) ‘\\ K
a(x,y)
SO, yydxdy = || fCc(u, v), y(u, v)) - | | dudv
D E o(u, v)
ox ox
a(x, 0 0
dér Jacobianen / funktionaldeterminanten rdknas som: (x.y) = " Y
o(u,v) ay ady
ou ov

Figur 44: Forelasning 14: Variabelbyte (invers substitution) i dubbelintegraler. Allt som ska
uttryckas m.h.a. de nya variablerna: 1. omradet, 2. funktionen, 3. area-elementet dxdy. (Bild:

Hania, med KeyNote.)

Vi tar tva exempel pa variabelbyte for dubbelintegraler.

Exempel 67. Berdkna integralen

2 $2+y2
e
// Frw 7 dxdy
D
over den halva cirkelskivan 22 +y?> <1, y > 0.
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Vi byter till polara koordinater x = r cos(#), y = rsin(#). Jacobianen blir da

or Ox
ow,y)  |or ool _ |cos(d) —rsin()] ) B _ B
a(r.0) |0y dy|~ |sin(6) rcos(6) |~ rcos?(0) — (—rsin?(h)) = r(cos?(0) + sin?()) = r

or 00

Man kan alltsa skriva areaelementet som dxdy = rdrdf och det finns en mycket bra geometrisk
tolkning for detta:

v rdo D dy
= dx
do dxdy = rdrd6

Figur 45: Foreldsning 14: Areaelementet vid poldrt koordinatbytet; geometrisk tolkning. (Bild:
Hania, med KeyNote.)

Integrationsomradet begréansas i poldra koordinater av 0 <7 <1,0<6 <, sa

T 1 w1
z2e® Yy r2 cos?(0)e" 2
//xg_l_ygdxdy://rg)rdrdﬁz/ cos?(0)e" rdrdf
D 0 0 00
™ 1
= /COSQ(G)dG /reTer
0 0

Nar integranden i en dubbelintegral ar en produkt av en funktion av den ena variabeln och
en funktion av den andra variabeln pa en axelparallell rektangel, sa kan dubbelintegralen
skrivas som en produkt av tva integraler. Vidare géller

by ™ 1

1 + cos(26) 0 sin(20)]" « 2 121" 1 1
2 T T

0)dl = | —————=db = |= == dr == — Ze_ =
/cos() / 5 [2—1— 1 T2 /re r 5¢ . 56~ 5

0 0 0

—1
sa dubbelintegralen ar 7r(e4).

I berdkningen ovan anvinde vi foljande sats, som kommer att vara mycket nyttig d&nda till slutet
av denna kurs:

Sats 20. Om D = [a,b] X [c,d] dr en axelparallell rektangel och f : D — R dr en kontinuerlig
tvdvariabelfunktion s.a. f(x,y) = g(x) - h(y) ddar g och h dr kontinuerliga funktioner, sd dr:

|| 1w sis= | (e / hy)dy.
D

Varfor ar det sa? Detta foljer fran Fubinis sats och fran integralens linjaritet, alltsa att man
kan bryta ut en konstant framfor integraltecknet:
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[remias = [ ([[o0 woa)er = [ ([ swar)

D Fubini g(z) ar konst. m.a.p. y

= /cd h(y)dy - /abg(fv)dw-

int. fran c till d ar ett tal!

Observera att satsen géller enbart om vi integrerar 6ver en axelparallell rektangel och om
integranden &r produkt av tva funktioner av en variabel (en av x och en av y).

Exempel 68. (Overkurs pa 5hp-kursen: direkt substitution) Berikna integralen

// (z* — y*)dady
D

dir D ér det omrade i y—planet som begrinsas av de fyra kurvorna 2% — 3?2 = 1, 2% — y? =

2, zy = 1 och 2y = 3. Om vi byter till koordinaterna v = 2% — y? och v = xy si kan
integrationsomradet uttryckas som 1 <u <2,1 <wv < 3.
3 Ty 41,

3
2 |1

2 E
1 |1

1

T ‘ U
1 2 3 1 2 3 4

Jacobianen blir (man anvénder hir den Inversa Funktionssatsen som inte ingar i den 5hp-
kursen):

. ou  Ou|™! )
ONz,y) _ (0w, 0)\"" _|oz dy 2z —2y| 2 | 5 21 1
d(u,v) (5(9:,y) v v y @ Q27+ 2) 7 = Sy
or 0Oy

vilket slutligen ger oss:

Z/(z‘l —ytdady = g/(ﬁ F ) (a2 — ) dady = é/(lﬂ Fy?)(a? - y2)2($21+y2>dudv

2 3

1 1
:2//ududv:2 /udu /dv

E 1 1

ST
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Trigonometriska formler for flervariabelanalys

Berékning av multipelintegraler (och kurvintgraler) kréver ofta grundldggande kunskaper i tri-
gonometri, eftersom sinus och cosinus férekommer i bade polar och rymdspolédr koordinatbyte,
och sa anvdnder man ofta trigonometriska funktioner vid parametrisering av kurvor.

Hér kommer négra riktigt viktiga formler som anvénds véldigt ofta vid berdkning av trigonomet-
riska integraler. Memorera dem, eftersom det inte kommer ndgot formelblad pa tentan:

o Trigettan
cos’ o+ sin? o = 1.

e Cosinus av dubbelvinkel

2 i02

cos(2a) = cos? a —sin® a = 1 — 2sin a = 2 cos?

a—1.
e De tva senaste formler ger vildigt viktiga formler som hjélper hitta primitiv funktion till
f(z) = sin?x och g(z) = cos® z:

1-— 2 2 1
sin? o = L c0s(20) cos? oy — COS<(2%>+

2

o Hér kommer anvindningen av formlerna ovan:

1- (2 2 1 1

/sin2 rdr = / cos(2) / / cos(2z) = -z — —sin(2x) + C.
2 4
2 (2 1 1

/0052 rdr = / COS( z) / / cos(22) =3t+ 7 sin(2x) + C.

2n+1

e Om man ska bestdmma primitiva funktioner till sin x eller cos?” !z, anvinder man

trigettan for att senare kunna tillimpa variabelsubstitution, som i exemplet nedan:

sinfrdr = [ sinfzsinzdr = (1 — cos® z)sinx dx = *
~—~
trigettan

Substitution: cosx = t, —sina dx = dt ger vidare:

t3 cos®
*:—/(1—t2)dt:/(t2—1)dt:3—t—|—C’: 5 —cosz +C.
P4 samma sétt hittar man primitiv funktion till f(z) = cos® z genom att skriva cos® z =
cos? xcosx = (1 — sin? x) cos x och tillimpa variabelbyte sinz = t.

e Det mest typiska exemplet fran omradet av dubbelintegraler 4r nidr man ska kora polar
koordinatbyte och integranden innehaller 22 + y2. Trigettan tillimpat till z = 7 cos @ och
y = rsinf ger 22 + y? = r? och dérfér (Jacobianen dxdy = rdrdf) far vi t.ex.:

1 p2m 1 P4t 1
// (x2+y2)d:r:dy:/ / T2-rd9dr:27r-/ 7“3dr:27r-[4] :27r-1:§.
0<z24y2<1 00 ’ 0

e Den forsta formeln fér cosinus av dubbelvinkel hjélper att berdkna dubbelintegraler med
22 —y? i integranden. Efter polirt koordinatbyte: 22 —y? = 72 cos? —7r2 sin? 6 = r? cos(20).
Lat oss nu integrera 6ver D: attondelen av cirkelskivan:

1 pr/4 : w/4 411
//(332 —y?)dady = / / 2 cos(20) - r dfdr = [sm(29)] . [r] _1
2 0o Jo 2y 41, 2
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Forelasning 15: Generaliserade integraler; Medelviardessatsen

Vi har hittills studerat dubbelintegraler av begransade funktioner 6ver slutna, begrdnsade om-
raden i planet. Precis som for enkelintegraler kan vi utvidga integralbegreppet till att omfatta
dven obegransade integrander och obegrinsade integrationsomraden.

Definition 25. Lat f vara en funktion av tva variabler som &r definierad pa en, mojligen
obegransad, mangd D i planet och antag att f(z,y) >0, V(z,y)e D.Lat Dy C Dy C...C D
vara en foljd av méngder med f6ljande egenskaper:

e UXD;=D
e D, ar begransad for alla i.
e f &r begridnsad pa D; for alla 1.
(Sadan foljd heter uttémmande foljd.) Den generaliserade integralen av f pa omradet D defi-

J] sty = i [[ 5.z
D D;

nieras av

om gransvérdet existerar.

Exempel 69. Berdkna den generaliserade dubbelintegralen

| armarme
D

dér D ar forsta kvadranten i zy—planet. Funktionen ar begrdnsad pa hela méngden D, men
méngden D &r obegransad. Vi kan lata D; = [0,1] x [0,:] och far da:

) )

1 dx dy
dedy = 1 dody = Ti 4T
£/<1+x2><1+y wdy zir?o// Tt = im 0/1”2 0/1+y2

2

= lim [arctan(x)]} [arctan(y)]y = lim (arctan(i) — arctan(0))
1—00 i—00 w_/ R/_/

_(z>2_£
\2/) 4
2

Den generaliserade dubbelintegralen var konvergent med vardet %

—0

w\ﬁ

Precis som for vanliga dubbelintegraler har vi ofta anvindning av variabelbyten nér vi ska
berdkna generaliserade dubbelintegraler. Vi illustrerar med ett mycket viktigt exempel med
otaliga tillimpningar.

Exempel 70. Visa att

o0

/ e dr = /1

—00
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Vi kan inte berdkna nagon primitiv funktion, men genom att g omvégen via en dubbelintegral
kan vi &nda berdkna den bestdmda integralen.

y y

1IN
NI

Drp ar cirkelskivan med radien R
Dgp=[-R,R] X[-R,R] och mittpunkten i origo

Figur 46: Foreldsning 15: Tva olika exempel av uttémmande féljder som approximerar R?; vi
anvander den forsta i nedanstaende berdkningen till vanster och den andra i berdkningen till
hoger. Teorin (6verkurs) sédger att viardet pa den generaliserade integralen av en positiv integrand

ar samma oavsett vilka uttémmande f6ljd vi véljer. Exempel [70. (Bild: Hania, med KeyNote.)
o 2 o o0
/ede:c :/eIZda:/edey://e‘”Qdea:dy
(o] —00 —00 R2
2T R 2m R
. 2 ) 1 _»
= lim //errdrdez lim [—er] do
. ~~"R—o R—o0 2 0
polara koordinater ( () 0
2m
1 2 1 1 2
= 1i —e 4 2 )do = lim _(1-e )2
P ( 2 +2)d9 A gt e
0
Li—0)2
=—(1—-0)27 = 7.
2

I ovanstaende exempel berdknade vi generaliserade dubbelintegraler med hjilp av itererade
enkelintegraler.

Om en generaliserad dubbelintegral med positiv integrand &r konvergent, sa spelar det ingen
roll i vilken ordning vi integrerar enkelintegralerna. Om integranden har olika tecken kan vardet
dock bero pa ordningen. Vi tar ett exempel dér integranden ar obegréansad.

Exempel 71. Avgor om integralen

[

ar divergent for D = {(x,y) : 0 < z < y < 1}. Se bilden med integreringsomradet.
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Figur 47: Foreldsning 15: Integreringsomrade D, Exempel @ (Bild: Hania, med KeyNote.)

Integranden dr obegrdnsad néra linjen y = x, sé

1 1 1
1 1
dzdy = i dydz = i Inly—z[}_ . .d
P ey (R
D 0

0 xz+e
1

= lir(r]1+ (In|1 —z| —In(e))dz = 00 eftersom integranden ar oo for alla x.
E—

0

Vi tar ett till exempel pa variabelbyte i generaliserade dubbelintegraler:

Exempel 72. (Overkurs pa den 5hp-kursen) Beriikna den generaliserade dubbelintegralen

// zye” Ydxdy

D

dir D &r remsan 1 <z <2, gy > 0. Se bilden med integreringsomradet.

Y

X

1 2

Figur 48: Forelasning 15: Integreringsomrade D, Exempel @ (Bild: Hania, med KeyNote.)

Vigledda av formen pa integranden sitter vi u = xy, v = x. Remsan D kan da skrivas u > 0,
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1 <wv < 2. Jacobianen blir:

@ ou
O(u,v) _ |Ox 83/ y T
Oz,y) |9v Ov| 1 0
oz (9y

= =X = —v

sa (direkt substitution igen, alltsd den Inversa Funktionssatsen som véander pa Jacobianen;
dessutom sa tar man absolutbeloppet, alltsa forsvinner minustecknet vid v):

R 2

R 2
1 1
zye” Ydrdy = lim ue “—dvdu = | lim [ ue “du —dv
R— oo v R—o00 v
01 0 1

D

R—o0

R
= lim [—ue_"]é%—/—e_udu [In(v)]?
0

=1n(2) lim (—Re e 4+1) =1n(2).

R—o00

For integrander med varierande tecken kunde vi inte dra sédkra slutsatser fran itererade enkelin-
tegraler. Dock géller det att

// f(z,y)dxdy ar konvergent <= // |f(z,y)|dzdy &r konvergent.
D D

Sa om vi vill avgdra om en generaliserad dubbelintegral vars integrand f har varierande tecken
ar konvergent, sa behover vi bara undersoka motsvarande integral av |f|. Om vi inte kan hitta
primitiva funktioner kan vi anvinda ett jamforelsekriterium for att avgéra konvergens. For att
visa att

1+ 2sin(x
// + y) ar konvergent pa z? 4+ 2 > 1, s& kan vi undersoka
2m

(22 + y2)3/2
[ 3 31
// dx dy<// a?Q—i-y 3/2alnlcd // )3/2drd0—27r [_T]l = 6m,
01

och eftersom integralen av |f| &r mindre dn en konvergent integral, s maste integralen av |f|,
och dédrmed &ven av f, vara konvergent.

1 + 2sin(zy)
(22 + 42) (2 1 12)3/2

Vi avslutar detta kapitel med att hérleda den flerdimensionella motsvarigheten av integral-
kalkylens medelviardessats. Lat f vara en kontinuerlig funktion av tva variabler definierad
pa ett kompakt omrade D. D& har f ett storsta och ett minsta virde M respektive m pa D,
och alltsa géller m < f(z,y) < M V(x,y) € D. Integration éver D ger:

m(arean avD) = //m dxdy < //f(:v,y) dxdy < / M dxdy = M (arean avD)
D D D

~ arean av D

1
= m< —— /f(:c,y)dxdySM

=C
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Om D &r bagvis sammanhingande, sa finns det en kurva (z(¢),y(t)) som uppfyller

F(2(0),5(0)) =m och  f(2(1),y(1)) = M.

Figur 49: Foreldsning 15: En méngd (den graa delen i bilden; de vita delarna illustrerar hal,
alltsa tillhor inte méangden) kallas bagvis sammanhdingande om det for varje par punkter A och
B som tillhér méngden finns det en glatt (C1) kurva (liggande fullstindigt i méngden; den réda
kurvan i bilden) som férenar punkterna. (Bild: Hania, med KeyNote.)

Eftersom bade f och kurvan ar kontinuerliga, si &r sammansittningen g(t) = f(z(t),y(t))
en kontinuerlig funktion av en variabel med egenskaperna ¢(0) = m och ¢(1) = M. Enligt

satsen om mellanliggande virden (fran envariabelanalys) s& finns det ett ¢ € [0, 1], sidant att
g(t) = f(x(t),y(t)) = C. Det finns alltsa en punkt (zg,yp) € D sddan att:

f(xo,90) = C = m //f(x,y)dxdy.
D

Hogerledet kan tolkas som medelvirdet av funktionen f pa omradet D. Om D, &r en cirkel
med radie r och centrum i (a,b) sa géller:

1
—5 || f(z,y)drd0 — f(a,b) dar — 0.
o IZT/

For harmoniska funktioner dr ovanstdende integral lika med f(a,b) Vr > 0.
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Forelasning 16: Trippelintegraler; variabelbyte i trippelintegra-
ler

Trippelintegraler

P& precis samma séatt som vi definierade dubbelintegraler 6ver rektanglar i planet, kan vi de-
finiera trippelintegraler 6ver rdatblock R i rummet genom att dela in rdtblocket i del-ratblock.
Genom att approximera den funktion f som man vill integrera med en trappstegsfunktion som
ar konstant pa varje del-riatblock sa far man en Riemannsumma med ¢;;, = f(z], Y 25):

Z Z Z cijrAx;AyjAz,  som konvergerar mot // f(x,y, z)dxdydz.
R

i=1 j=1 k=1
Vi kan ocksa definiera trippelintegraler 6éver kroppar K i rummet som inte dr rdtblock genom
att lata integranden vara noll utanfor K och integrera 6ver ett ratblock som innehaller K.

P& samma sdtt som vi berdknade dubbelintegraler m.h.a. integration by inspection pa s. @ (se
bilden déir), kan vi gora samma sak med trippelintegraler. Har har vi dock sd manga som tre
olika fall som omedelbart (utan att rikna) ger

/IZ f(x,y, 2)dvdydz = 0 :

o Integranden dr udda m.a.p. z (d.v.s. f(—=z,y,2) = —f(z,y, z) for alla (z,y,z) € K) och
K ar symmetrisk enligt yz-planet (planet x = 0).

o Integranden dr udda m.a.p. y (d.v.s. f(z,—y,2) = —f(z,y, 2) for alla (x,y,z) € K) och
K ar symmetrisk enligt xz-planet (planet y = 0).

o Integranden ar udda m.a.p. z (d.v.s. f(z,y,—2) = —f(z,y,2) for alla (z,y,2) € K) och
K ar symmetrisk enligt xy-planet (planet z = 0).

I varje av dessa fallen finns det lika manga volymelement AxAyAz i integreringsomradet K pa
béda sidor av symmetriplanet, och varje av dem har sin motsvarighet pa andra sidan planet,
med funktionens virde som ar det motsatta talet (integranden ar ju uddal), sa att dessa element
tar ut varandra i Riemannsumman:

cAxAyAz — cAxAyAz = 0.

Trippel- och multipelintegraler har ingen geometrisk tolkning, men manga fysikaliska tolkningar.
Om exempelvis p(z,y, z) ar densiteten i punkten (x,y, z) sa ges massan m och volymen V av

en kropp K av
m = ///p(:c,y,z)dxdydz, V= ///daﬁdydz.
K K

Vi kan berdkna trippelintegraler med hjélp av itererad integration eller genom att utnyttja
symmetrier och variabelbyten. Om integrationskroppen K kan skrivas som

K={(z,y,2) eR>: (z,y) € D, p(z,y) <z<q(z,y)}
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(alltsé ar ett z-enkelt omrade) sa kan en trippelintegral 6ver K berédknas

a(z,y)
//f(x,y,z)d:cdydz:// /f(m,y,z)dz dxzdy.
K D \p(z,y)

Harifran kan vi ta tre vigar, beroende pa hur méngden D ser ut:

1. Om omréadet D &ar y-enkelt:

b [ d(=) [ a(z.y)

// q7y)f($,y,z)dz dmdy:/ / /f(:n,y,z)dz dy | dx
D o)

(z,y a \c¢(z) \p(zy)

2. Om omradet D &r z-enkelt:

q(z,y) d [ by [ a(zy)
1 [ fevaa|awa=[{ [ [ swoed|d]a
D (z,y) ¢ \a(y) \p(zw)

3. Om omradet D ar r-enkelt (radiellt): berikna dubbelintegralen dxdy m.h.a. polar koordi-
natbyte.

Om vi pa ett enkelt sdtt kan bestdmma tvérsnitten av kroppen vinkelrdta mot nagon av koor-
dinataxlarna, sa kan trippelintegralen berdknas

q
lf(x,y,z) dxdydz:p/ D/Z/f(x,y,z) dxdy | dz

dar D, ar tvarsnittet av kroppen vinkelrdt mot z—axeln.

Exempel 73. Berdkna trippelintegralen

/// 2 dedydz

K

f(z,y)

dar kroppen K definieras av de tre olikheterna

w2 4+y? <22 2?4y +22<1, z>0.

Den forsta olikheten motsvarar innandémet av en cirkulér
kon med spetsen i origo och de bada andra olikheterna
ovre halvan av enhetssfiaren.

Kroppen K har formen av en ’glasstrut’g. Vi berdknar trippelintegralen med den tredje metoden
ovan och tar fram projektionen av omradet i zy—planet. Projektionen av skdrningskurvan har
ekvationen

1

Pyt =1-2>—y* = x2+y2:§

9Titta girna pa Travis Topic 20, helt pa slutet: dir beriknar Travis volymen pé glasstruten.
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S& D ={(z,y) e R : 2% +y* = I}.

Vidare ar p(z,y) = /22 + y2 och ¢(x,y) = /1 — 22 — 2, s

1— 1271/ 22 m
z dxdydz = dxdy = — dxdy
2 N

xQ—i-y

//1—1: — 2 — (22 + %) dmdy:;//(1—2x2—2y2)dmdy
D
2r 1/Y/2 2 L 4ql/V2
:1// (1—2r?) rdrd9:12ﬂ[r—r} :E(l—l)zi.
20 ) 2 2 2 |, 2\2 4 8

Variabelbyte i trippelintegraler
I exemplet ovan sa utférde vi ett variabelbyte i den anslutande dubbelintegralen. Vi kan ocksa
utfora variabelbyte direkt i trippelintegralen. Om vi byter variabler fran (x,y, ) till (u, v, w) sa

maste vi ta hansyn till hur volymelement skalas vid avbildningen. Precis som f6r dubbelintegra-
ler sa bestédms detta av absolutbeloppet av Jacobianen, s& trippelintegralen kan skrivas:

// flx,y, 2) dedydz = // fz(u,v,w),y(u,v,w), z(u,v w))\g(( ))]dudvdw

dar E ar kroppen K uttryckt i variablerna u, v och w. Vi tillimpar formeln pa ett exempel.

/// 2 dadyd>

K

Exempel 74. Berdkna

dér kroppen K &r ’glasstruten’ i foregaende exempel.
Vi kan byta till sfariska (rymdspoldra) koordinater. Som vi har sett i borjan av kursen,

4

L 2)

y
X

Figur 50: Rymdspolira / sfiriska koordinater i R3. (Bild: Hania, med KeyNote.)

motsvarar variabeln R avstandet till origo (R > 0), variabeln 6 &r vinkeln mellan den positiva
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z-axeln och projektionen av punkten pa zy-planet (0 < 6 < 27), och variabeln ¢ ar vinkeln mot
positiva z-axeln (0 < ¢ < 7). Relationen mellan kartesiska och sfiriska koordinater ges av:

x = Rsin(¢) cos(f), y = Rsin(¢)sin(f), =z = Rcos(¢p).

Jacobiandeterminanten fér koordinatbytet ar (glom inte hur man riknar med determinanter:
man far bryta en gemensam faktor fran hala raden eller kolonnen, och s& kan man utveckla
enligt rader eller kolonner; glém inte att vid radutvecklingen multiplicera med (—1)"*/ dér 4
och j beskriver positionen av elementen i determinanten! Vi utvecklar enligt den sista raden
och anvander ocksa trigettan, flera ganger!):

OR  9p 9 singpcosf Rcospcosf) —Rsingsinb

m: g]g{z gy (339/ = | sin¢sinf Rcos¢singd Rsingcosf | =
(R, ¢,0) Oz a;b ) cos ¢ —Rsin¢ 0

OR 04 00

sin¢gcosf cos¢pcosf —sinf
= R%sin¢ - | singsinf cospsinf cosf | =
cos ¢ —sing 0

+ (=177 (=sing)

cos¢pcosf) —sinf
cos¢psinf  cosf

sin ¢ cosf —sinf
singsinfd  cosf

>_

= R*sin¢ - (cos® ¢(cos® O + sin® ) + sin® ¢ - (cos® O + sin®0)) =
= R%sin ¢ - (cos® ¢ + sin” ¢) = R?sin(¢).

= R%sin¢ - <(_1)3+1 cos ¢

)_

cosf) —sinf

+sin”¢ sinf cosf

R%sin¢ - (cos 0]

Detta ar nagot att memorera: volymelementet vid sfirisk koordinatbyte é&r:
drdydz = R?sin(¢)dRdgdd.
I sfériska koordinater kan kroppen ('glasstruten’) uttryckas med olikheterna
0<SR<1, 0<¢<7, 0<6<om

vilket innebar att kroppen &r ett axelparallellt ratblock i dessa koordinater. Jacobiandetermi-
nanten for detta variabelbyte ar (OBS: absolutbelopp behévs ej, eftersom R > 0 och sin ¢ > 0,
eftersom 0 < ¢ < 7):

a(m,y, Z) P2 -
o | = @
och, eftersom z = Rcos(¢), sa far vi:
1 m/42n 1 m/4 2m
///zdxdydz: / / /Rcos ¢)R?sin(¢) dOdpdR = /R3 dR/sin(gZ)) cos(¢) d¢/d9
K 00 0 0 0 0
w/4 4
B R74 /sm _ 1] cos(2¢) ”/2 _112 T
~ |1 =1 1 ], TTa T Ty
0
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Nu kan vi ocksa berdkna volymen pa ett klot med radien a:

Exempel 75.

K={(ry,2): o+ +2=a?).
Under det sfiariska koordinatbytet © = Rsin(¢) cos(d), y = Rsin(¢)sin(f), z = Rcos(¢) om-
vandlas K i foljande axelparallellt ratblock (APR) E

E={(R,¢$,0): 0<R<a, 0<¢<m, 0<6<2r}

Vol(K /// ldzdydz = /// R%sin ¢dRdpdl = / ] 7}22 singdf | do | dR =
0 0

Eftersom F ar ett APR och integranden dr en produkt av envariabelfunktioner (en motsvarighet
av Sats @ fran s. @ géller dven for trippelintegraler piA APR, dér variablerna i integranden kan
separeras), kan vi anvinda formeln med produkt av enkelintegraler:

2 T

/R2dR /1d9 /smgbdgb [210.277. [~ cos ¢]F = %.2%-(_(—1) —(-1) =
0

0

dra’

Om integrationsomradet har axiell symmetri kan vi dra nytta av cylindriska koordinater. Vi
tar ett exempel dven pa detta.

Exempel 76. Berdkna

/// 2 dadyd>

K
dir K ges av olikheterna 22 > 22 492, 0 < z < 1.

I cylindriska koordinater (z = rcosf, y = rsinf, z = z) kan omradet uttryckas med olikheter-
na 0 <r <z 0<6 <2n. Jacobianen blir:
0r 00 0

ar a0 9z cos(@) —rsin(f) 0
3(3?, Y, Z) — ay % % — (0) r COS(Q) Ol =r COSQ(H) +7r SinQ(e) =T
1

or6.2) | gr 39 3| | o 0
(S

precis som for poldra koordinater. Sa

2 1 =z 1 =z
///zdmdydz:///zrdrdzd@—%r//zrdrdz
K 0 0 0 0
1 L, el .
:271'/ r— dz:27r/zdz:2ﬂ'z :27'("*:3.
2 2 81, 8 4
0 0

Manga ganger kan berdkningar av trippelintegraler férenklas avsevirt om man tar eventuella
symmetrier hos integranden i beaktande. Exempelvis ar, av symmetriskal

/// x dedydz = /// y dedydz = 0

K K
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bade om K &r konen i féregaende exempel och ’glasstruten’ i exemplet innan det (jamfor med
enkelintegralen an en udda funktion 6ver ett symmetriskt intervall [—a,a]). Hur svar en trip-
pelintegral ar att berdkna kan ocksa paverkas av i vilken ordning vi véljer att berdkna de tre
enkelintegralerna. I trippelintegralen.

/1

Yy
0 z

1 1 y
/f(a:,y,z) dmdydz:o/dz/dyo/f(x,y,z) dx

ges omradet av olikheterna 0 < 2 <1, 2 <y <1, 0 <z <y. Om vi istallet forst vill integrera
over z och sedan 6ver y och sist 6ver x, sa maste vi skriva om omradet som 0 <z <1,0< z <y,

och far trippelintegralen
1 1 Yy
/dx/dy/f(x,y,z)dz
0 0

T

Tillampningar av dubbel- och trippelintegraler

Som vi ndmnde i forra kapitlet sa ges volymen av en kropp K av

// drdydz = // q7y)dz drdy = //(q(m,y) —p(z,y))dxdy
K D \p(zy) D

dér de tva sista formlerna géller i specialfallet da K har formen
K ={(z,y,2) €R*: (z,y) € D, pla,y) <z <qlz,y)}.

Vi tar ett exempel som visar hur vi kan berdkna volymen av en implicit definierad kropp (déar
vi inte kan gora ovanstdende omskrivning till en dubbelintegral).

Exempel 77. Beriikna volymen av kroppen K = {(z,y,2) € R3: (22 +¢% + 22)? <y}

Eftersom vénsterledet i olikheten &r ickenegativt, sa vet vi att y > 0. Pa grund av termen
22 4 y% + 22 s& viljer vi att studera kroppen K uttryckt i sfiriska koordinater. y > 0 motsvarar
da 0 < 6 < . Olikheten (22 + y? 4 22)? < y innebér d& att

(R?)? < Rsin(¢)sin(d) = R3? <sin(¢)sin(0)
och eftersom Jacobianen i sfiriska koordinater ar R?sin(¢), sa far vi:

{/sin(¢) sin(6)

4/ dxdydz:jdﬁjd¢ 0/ R?sin(g) dR:ngjsin(¢) i [123} {/sin(6)sin(6)

0
_ % / a0 / sin(6) sin(6) sin(0)do — % / sin(6)d6 / 1_638(2@@5
0 0 0 0
= % [— cos(8)] B) - smf(ﬁ)]o = é(_(_l) - (_1))(2) = g



Alternativt hade vi kunnat géra omskrivningen 22 +y2?+4 2% < VY och dérefter 22422 < \/gj—y2
och anvént att projektionen av kroppen pa xzz—planet ar cirklar med radie /\/y — y? och
centrum i = z = 0. Tvéirsnitt av kroppen med fixt y har alltsd arean A(y) = n(,/y — y?) och
enligt envariabelanalysen sé géller

1

0/1A(y) dy:”/(\/ﬂzf)dyzw Eysm;y:&r -7

0
0

3

Vv

Vi ska hédrnést undersoka problemet att bestdmma arean av en yta i rummet. Vi visade i
envariabelanalysen att om ytan fas genom rotation av en funktion y = f(x) kring z—axeln sa
ges arean av

b
A= 27T/f($)\/1 + (f"(x))? dx.

Vi ska nu studera det mer generella fallet da arean &r grafen till en funktion av tva variab-
ler. Relationen mellan arean dS av ett ytelement pa grafen och arean dA av projektionen av
ytelementet pa xy—planet ar, eftersom bada ar approximativt plana,

dA = dS cos(a),

dér « dr vinkeln mellan grafens normalvektor och z—axeln. Normalvektorn till grafen av en funk-
tion av tva variabler ar (f{(x,v), f5(z,y), —1), eller dess uppatriktade motsvarighet (— f{(x,vy), — f3(x, y), 1).
Med €3 = (0,0, 1), sa far vi da:

dA = dS cos(a) = dsL % — ﬁ = dS= \/1 + (f1(z,9))? + (fi(z,y))? dady.
7illes| |7l

Hela grafens yta ges av integralen

s = [ 1+ (Fila)? + () dody
D

dédr D &r funktionens definitionsméngd. Notera likheten med formeln fér baglingden av en
funktionsgraf y = f(x), som lyder

b

L:/\/1+(f’(x))2dx.

a

Man kan ganska enkelt hérleda formeln for arean av en rotationskropp fran formeln fér arean
av en funktionsgraf.

Exempel 78. Bestim arean av évre halvan av sfiaren z2 + y? + 22 = R2.

Vi vill bestdmma arean av grafen till funktionen f(z,y) = \/R? — 22 — y? vars partiella deriva-
tor ges av:

' [y 2 2\—1/2 o

z,y) = (R — 2 — —2z) = —

HEEE] P ) = e
/ _ Y
fQ(xay)_ R2—$2—y2
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Eftersom funktionens definitionsméngd ir D = {(x,y) € R?: 2% + y? < R?} s far vi:

A= //\/1+ (f1(z,9))2 + (fo(x, 1)) dedy—//\/ $2+y i ar g edy
- [ g [o [ e

0
=27 [fR\/ R? — T‘Z}O = 2w R

Vi dgnar resten av kapitlet at massrelaterade berdkningar. Vi har redan sett att massan av
en kropp K vars densitet i punkten (z,y,z) ges av funktionen p(z,y,z) kan berdknas med

trippelintegralen
/// p(z,y, z)dxdyd:z.
K

Masscentrum (z7, yr, zr) for en kropp K i rummet dr den punkt kring vilken kroppen &r i mo-
mentjamvikt med avseende pa en konstant, parallell gravitationskraft riktad at ett godtyckligt
hall. Antag forst att gravitationen &r riktad i z—riktning. Vridmomentet for ett masselement
p(x,y, z)drdydz kring en axel som ar parallell med z—axeln ar

p(x,y, z)drdydz g(y — yr) och hela kroppens vridmoment
—
///g(y —yp)p(z,y, z)dzdydz = 0 eftersom vi har momentjamvikt i (xp, yr, 21)

om vi nu later massan m vara trippelintegralen av funktionen p(x,y, z) 6ver kroppen K sa far
vi ekvationen:

1
/// yp(z,y, z)dxdydz = myr = yr=_— /// yp(z,y, z)drdydz
K K

och motsvarande ekvationer géller &ven av symmetriskal for xr och yr.

Exempel 79. Bestdm tyngdpunkten till kroppen K som begréansas av ¢ + y 4+ z < 1 i forsta
oktanten. Se bilden med integreringsomradet.

Av symmetriskal (zp, yr, 2r) = k(1,1,1), sa vi behéver bara berdkna en av zp, yr, zp. Kroppen
begransas av
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z
1
planet
x+y+z=1
0
1
! \ I —x ~
f y
X

rit linje x +y = 1 i xy-planet

Figur 51: Foreldsning 16: bilden till Exempel @ (Bild: Hania, med KeyNote.)

sa vi far integralen:

l-z1—x—y 1 1

0/10/ 0/ xdzdyda::/m O](l—w—y)dy dm:/m[_(l—z—yﬁr—l—xdm
1

Samtidigt géller

(1 -2z 4+ 2%)dz

3
Il
O\H
o\l
\
QL
I
QU
<
ISH
S
Il
\
pol |
8
e
ISH
|
[\)
O\H

vilket slutligen ger oss att

1/24 1
xT:—/ =

= =10
1/6 _4 T, YT, 2T _4 s Ly .
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Foreldsning 17: Vektorfilt (v.f.) och skalarfilt; konservativa v.f.

Vektorfalt

Under aterstoden av kursen ska vi arbeta med vektorfilt. Ett vektorfdlt ar en funktion vars
definitions- och virdemingder &r delméngder av R3. Till varje punkt (z,y, z) i rummet ordnar
vektorfiltet F' en vektor F'(z,y, z) som kan skrivas

—

F($7y>z) = (P(.%',y, Z)?Q(xayv Z)7R(x7yaz))

dir komponentfunktionerna P,Q, R : R> — R ir trevariabelfunktioner. Méanga fysikaliska feno-
men kan beskrivas med hjalp av vektorfilt, exempelvis gravitationskraften kring en massa, det
elektriska kraftfiltet kring en laddning, eller hastighetsfiltet i ett materiaflode. For att kunna
ta fram en fysikalisk teori fér dessa fenomen behover vi utveckla matematiska metoder for vek-
torfalt.

Forelasningens viktigaste begrepp:

o Vektorfélt / Konservativa vektorfalt
Skalarfalt / Potential
o Filtlinje

— linjer som i varje punkt har samma riktning (flode) som féltet

— ett generellt begrepp, for alla sorters kontinuerliga vektorfélt
o Nivakurva (ekvipotentialkurva) / niviayta

— nivakurvor / ytor for filtets potentialfunktion

— linjer som i varje punkt ar vinkelrdta mot faltet

— ett begrepp som begréinsas till de konservativa félt, eftersom bara sadana har en
potentialfunktion.

o Gradienttestet: ett nodvindigt villkor for ett falt att vara konservativt.

Om R(z,y,z) =0 och P, @ ar oberoende av z, talar man om ett planirt vektorfilt.

—

F(z,y) = (P(x,y),Q(x,y)).

Planédra vektorfilt kan bland annat beskriva magnetféltet kring en lang, rak ledare genomfluten
av en konstant elektrisk strom.

10Thland betecknas komponentfunktionerna med Fi, F», F3 i.s.f. med P, Q, R, vilket vi undviker, eftersom det
kan forvirras med foérsta ordningens partiella derivatorna m.a.p. x, y och z.
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Exempel 80. En punktmassa mg i punkten 7y = (zo, Yo, 20) ger upphov till ett vektorfilt for
gravitationskraften. En massa m i ¥ = (z,y, z) paverkas av kraften

Fla.y.2) o ( )
xr,Y,z) = — T —20,Y —Yo,%— 20
((x = 20)2 + (y — y0)? + (2 — 20)%)%/2
(7" —70)
=—k
OB
med belopp
_ kmom
|F| = oo
|7 — 7o

Sa kraften avtar, som bekant, med kvadraten pa avstandet |77 — 7|

En massa mg som placeras i gravitationsfaltet till en punktmassa kommer, om mg << m,
att rora sig ldngs en rét linje mot punkten (zg,yo,20). Dessa rita linjer dr sa kallade faltlin-
jer for kraftfaltet. En faltlinje 4r en kurva vars tangent i varje punkt ar parallell med kraftfiltet.

Vi ska ta fram en metod for att bestdmma, faltlinjer till ett vektorfalt F och antar att faltlinjerna
har parametriseringen 7(t). Per definition géller

dr =

— = \t)F(r(t

= MOE()

for nagon funktion A(t). Det ar inte alltid som detta system av differentialekvationer kan losas,

men vi tar ett exempel nér sa ar fallet. Uppgifter hos Adams som handlar om faltlinjer: 15.1. 1
dessa uppgifter kommer vi alltid att f& en separabel ODE som ar méjlig for oss att 16sa.

Exempel 81. Bestdm en ekvation for den féltlinje till det plandra vektorfiltet F(x,y) =
(1,sin(x)), som gar genom origo.

Féltlinjerna 7(t) = (z(t),y(t)) uppfyller ekvationerna:

- o 7
Z—f =A(t) - 1, % = A(t) sin(z) -t -7 ;S
R
i L, S
N dy _ dy/dt _ A(t) sin(x) ~ sin(x) - - -
dr  dx/dt A(t) -1 b oA,
= y(z)= /sin(w)daz = —cos(z) + C. - b S,
Inséttning av villkoret y(0) = 0 ger dérefter ~— Pl A S
0=—-cos(0)+C = C=1, L g o,

sa faltlinjen genom origo har ekvationen y = 1—cos(z), och oscillerar darmed mellan y—vérdena
0 och 2.
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Konservativa vektorfalt

Funktioner ®(z,y, z) : R® — R kallas ibland for skaldrfilt. Gradienten V®(z,y, z) av ett god-
tyckligt skalarfilt ar ett vektorfalt. Daremot géller det inte i allmanhet att ett godtyckligt
vektorfalt F' kan skrivas som gradienten av ett skalérfélt.

Definition 26. Vektorfiltet ﬁ(:z:,y, z) sags vara konservativt i det 6ppna omradet D om det
finns ett C? (tva ganger kontinuerligt deriverbart) skaldrfilt ®(z,y, z) sddant att F(z,y,z) =
V®(x,y,z). Funktionen ® kallas for potentialen till F' (definitionen dr analog i R? eller R").

Potentialen till ett konservativt vektorfilt &r inte entydigt bestdmd. Om @ &r en potential till F ,
s& &r ocksd ®4C en potential for varje konstant C eftersom V(®+C) = V&+VC = F+0 = F.
Tva potentialer ®1, ®5 till ett och samma vektorfilt uppfyller dock alltid ®; = &5+ ', fér nadgon
konstant C, sa alla potentialer till ett vektorfalt ar identiska, sa nir som pa en konstant (precis
som primitiva funktioner till en funktion).

En potential till gravitationskraftfaltet kring en punktmassa m i punkten 7y = (xo, yo, 20) ges
av

km

Bl y,2) = V(@ —20)2+ (y—y0)? + (z — 20)%

Undersok pa egen hand att V®(x,y, z) blir vektorfiltet fran forra kapitlet.

For att visa att ett vektorfélt &r konservativt kan man forsdka hitta en potential till det. Vi tar
ett exempel.

Exempel 82. Visa att vektorféltet F= (3z%y%2 + 2xy, 203yz + 2% + 1, 23y?) ar konservativt
och bestam en potential till det.

En eventuell potential ® uppfyller V& = F , dvs
Den sista ekvationen ger ®(z,y, ) = 23?2+ f(z,y). Par-

( 37@ 30220 4 2y tiell derivering med avseende pé x ger sedan
Ox
0P of
0P = 3222 i
gy = v rat 4l or UV EY By
87<I> _ 32 och efter jamforelse med forsta ekvationen inser vi att
9. Y fi = 2xy, vilket implicerar att f(z,y) = 2%y + g(y).

Partiell derivering av ®(x,y, z) = 23y%2 + 2%y + g(y) med avseende pa y ger slutligen

o
El 2%z +2°+4(y) = Jw=1 = gy =y+C

S& vektorfiltet dr konservativt med potentialen ®(z,vy,2) = 23y?z + 2%y +y + C.

Att bestdmma potentialen till ett vektorfalt kan leda till ganska komplicerade rdkningar. Som
tur ar finns det ett enkelt villkor som maste vara uppfyllt for att ett vektorfilt ska vara konser-
vativt (villkoret ar lokalt och inte tillrackligt for att visa att faltet ska vara konservativt). (dvs.
faltet &r konservativt = villkoret &r uppfyllt, men villkoret ar uppfyllt % filtet ar konservativt).
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Om ett planirt vektorfalt F (z,y) = (P(x,y),Q(x,y)) ar konservativt sa géller, for varje poten-
tial ®(z,y) till F,

00 0 oP 9?0 9% 0Q

%:P’ 87y:Q 87y_0y8x:83:8y_%

eftersom blandade partiella derivator ar lika (Schwarz sats E) Ett planéart vektorvélt kan alltsa

orP 0
bara vara konservativt pa D om villkoret o ar uppfyllt i alla punkter (z,y) € D. For
Y i
vektorfalt F(x,y,z) = (P(z,y,2),Q(z,y, 2), R(z,y,2)) i rummet ges motsvarande nodvindiga

villkor for att F' ska vara konservativt av de tre ekvationerna

oP 9Q 9P OR 0Q OR

dy 0z’ 9z 0z’ 9z Oy

Tink VxF

som alla maste vara uppfyllda for att F ska vara konservativt.

F . I{3 - R3 ?(X,y, Z) = (P(X,y, Z)7 Q(x’y’ Z)7 R(x’y’ Z))
P,O,R:R*>R

. N . 0P 0P oD

®: R3 > R ir filtets (skalir)potential om: P=— och @=— och R=—

0x ady 0z

Schwarz sats ger da foljande nodvandigt villkor for faltet att vara konservativt (att ha en potential):
oP _ 20 oP OR 00 _ OR
dy  ox 0z ox 0z dy

Det ér sé, eftersom potentialens Hessian dr symmetrisk (Schwarz!) och den &r lik med féltets Jacobian:

I
S
=

K (@) =

Figur 52: Motivering for de nédviandiga villkoren for ett 3D-vektorfilt att vara konservativt;
for 2D-vektorfilt d4r motiveringen samma, men respektive matriserna ar 2 x 2-matriser. (Bild:
Hania, med KeyNote.)
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Forelasning 18: Kurvintegraler av vektorfialt; Huvudsatsen

Betrakta en partikel som ror sig léngs en kurva « i ett kraftfilt som paverkar partikeln med
kraften F/(7) dér 7 ir partikelns liige. Vi vill beréikna det arbete som filltet utriittar vid partikelns
forflyttning ldngs . Vi parametriserar kurvan v sa att ¥ = 7(t), t € [a,b] ldngs kurvan.
Vilj sedan en partition a = tg < t; < ... < t, = b av parameterintervallet och betrakta
delintervallet [y, ). Om intervallet éir kort, s& kan vi betrakta kraften F(7(t)) som konstant
for t € [tg—1,tx]. Under delintervallet [ty_1,tx] utfor faltet arbetet

F((0) - (7(t) — #ltin)) ~ F(7) - o (1) Aty

Det totala arbetet blir Riemannsumman

> AT - G020

som konvergerar mot integralen
b

/fw@ywwﬁ

nér vi later ldngden av delintervallen i partitionen ga mot noll.

For ett infinitesimalt tidsintervall dt, sa blir 7/(¢)dt en infinitesimal striacka langs kurvan som
vi skulle kunna beteckna di. Man anvénder déarfér beteckningen

b
/ﬁ - dF = /ﬁ(f’(t)) -7 (t)dt for en parametrisering 7(t) av 7.
~y a

Eftersom

7(t) = (x(t),y(t), 2(t)), dr = (dz,dy,dz)
ﬁ($7 y’ Z) = (P(','U7 y7 2)7 Q(x’ y’ Z)’ R("'U7 y7 Z))

sa kan kurvintegralen av ett vektorféilt ocksa skrivas

b
[Fdr = [(Pao.u).20)2'(0) + Qalt),u(0) 2605/ 0 + Rlalt),u(0), =)=/ 1)
>y e
Differentialform

vilket motiverar en annan beteckning for kurvintegralen:

/ﬁwﬁz/Pm+Q@+R@
Y vy

Senaste formeln (i 2D-variant) anvind med fordel till uppgifter som Adams 15.4 uppgift 8:
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Exempel 83. (Adams 15.4 uppgift 8) Evaluera

¢x2y2dx + 23ydy
gt

dar « ar kvadraten med hérn i (0,0), (1,0), (1,1), (0,1) orienterade moturs.

Vi delar upp kurvan i fyra kurvor: v = 1 U2 U~3Uvy4 som i bilden. (T.ex. pa kurvan ; har vi:
dy = 0 eftersom kurvan &r horisontell, vilket betyder ingen forédndring i y-ledet, dessutom y = 0
pa hela kurvan, och x varierar mellan 0 och 1; likadant resonemang pa de 6vriga kurvbitarna.)
Sedan rédknar vi kurvintegralerna pa varje del-kurva och summerar resultaten:

1
1 :y=0,dy=0,0<z <1, alltsd [ 2%y?dr + 23ydy = [ 2 - 0dz = 0.
Y1 0

1 271 1
Yo rx=1,dr=0,0<y<1 alltsd [2?y’dz + 23ydy = [ydy = [%] = —.
Y2 0 0

0 310 1
v3 1y =1, dy =0,  varierar fran 1 till 0, alltsd [ z%y*dx + 23ydy = [ 2%dx = [g] =—.
73 1

0
vy 1 =0, dv =0, y varierar fran 1 till 0, alltsd [ z?y?dx + 23ydy = [0 - ydy = 0.
Y4 1

Sammanfattningsvis:

1 1 1
2.2 3
%wy T + x°ydy 0—|—2 3+0 5
v

Y
1 3

YaN/ /N2

N

>
71 1

Figur 53: Forelasning 19: Exempel @, kurvan . (Bild: Hania, med KeyNote.)

X

Kurvintegraler langs tva olika kurvor mellan ett par punkter har i allménhet olika virden som
vi ser i nésta exempel.
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Exempel 84. Beriikna kurvintegralen av differentialformen zy dz + (22 + 3?) dy fran (1,0) till
(0,1) ldngs kurvan p respektive kurvan v = 41 + 2 (se bilden).

rr 27
For p véljer vi parametriseringen g I\ rrr
(z,y) = (cos(t),sin(t)), t € [0,7/2] och far enligt defini- A 1 AA A7
tionen A 7 M ror 7
/2 A 7 7 ro7
/my dz + (2° + %) dy = /(— sin?(t) cos(t) + cos(t)) dt 7 7 r7
/ / ) / A
R 7 rot i

1 T2 2
0 Y T

For ~; respektive o tar vi parametriseringarna@ (z,y) = (1 —t¢,0), ¢ € [0,1] respektive
(z,y) = (0,t), te]0,1]. Vifar

1 1
/:cyda:+(:c2+y2)dy:/((l—t)-0-(—1)+((1—t)2+02)-0) dt+/0-t-0+(02+t2)~1dt
0 0 0 o 0
1
#8111

tdt=|—| =-.

e [ra=5],-3
0

$2
Innan vi gar vidare behéver vi ett par definitioner. En kurva vars start- och slutpunkt samman-
faller kallas en sluten kurva. Kurvan v +72 — p i exemplet ovan &ar séledes sluten. Om en sluten
kurva inte skér sig sjilv i ndgon ytterligare punkt kallas den enkel, sa kurvan i exemplet ovan

v

Il
o

ar ocksa enkel.

1N
NI

(a) Ej sluten (b) Sluten, ej enkel (¢) Sluten, enkel

Vi ska nu visa att for konservativa vektorfalt sa ar kurvintegralen mellan tva punkter oberoen-
de av vilken kurva mellan dessa bada punkter man véljer och att berdkning av kurvintegraler
enkelt kan goras med hjélp av vektorfiltets potential.

11OBS: I stillet for att parametrisera, kan man tillimpa samma metod som i féregiende exempel, eftersom
kurvbitarna ar horisontella eller vertikala!
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Sats 21. Ldit F vara ett konservativt vektorfalt © D med potential ®. For varje kurva v € D
mellan @ och b, sa gdller:

/F~dF: (5) — B(a).
/

Notera likheten med analysens fundamentalsats. Potentialen &r motsvarigheten till den primitiva
funktionen. Satsen implicerar att kurvintegralen mellan tva punkter &r oberoende av val av
kurva. For slutna kurvor v kallas kurvintegralen av F' langs v for cirkulationen av F' langs -y

och betecknas
§1§ F-dr.
5

Om féltet dr konservativt géller alltsa att ovanstaende integral ar lika med noll (da &ndpunkterna
sammanfaller med varandra).

Bevis. (Formuleras hér for 3D-félt, men beviset ar identiskt for alla dimensioner!) Lat 7(t), t €
[a, B] vara en parametrisering av kurvan v fran @ = 7(«) till b = 7(3). Enligt kedjeregeln for
sammanséttningen av ® = ®(x,y, z) med 7(t) = (z(t),y(t), 2(t)) géller

SR0) = L F O + O (1) + 5 (7)) = V() - (o).

Inséttning av detta samband i kurvintegralen av F ger da (enligt Analysens Huvudsats):

/ﬁ-df /ﬁﬁ(m)) -7
jI>(F(

B
/ d
B)) — (7

B
mﬁz/VMm»W@ﬁ:/ﬁwm»ﬁ

[} «

() = ®(b) — 2(a)

O

Det ar bara for konservativa vektorfialt som kurvintegraler dr vigoberoende. Lat F vara ett
vektorfilt definierat pa ett bagvis sammanhéngande (se bilden pa s. P1l) omrade D. Antag
att kurvintegralen mellan tva punkter ar vdgoberoende. Fixera punkten Py = (xo, Yo, 20) och
definiera, for varje (x,y,z) € D funktionen

O(z,y,2) = /ﬁ-df’
Y
diar v ar en godtycklig kurva i D mellan (xg,yo,20) och (z,y,2). Valj v = 91 + 72, dar 1
gar mellan (zg, Yo, 2z0) och (xg,y, z) och v ar en rit linje mellan (x,y, z) och (x,y,z2). 71 ar
oberoende av x, sa

X
V1 Y2 2

x
0 0 S = | 0 = . 0 B
%é(:ﬁ,y,z)—% /F-dr—I—/F-dr =3 /F dr—8x/P(t,y,z)dt—P(aﬁ,y,z).
o

Analogt inses att <I>;J =Qoch ®, =R, sa VO = F. Vi har alltsa visat att om kurvintegralen

av F &r vigoberoende pa D sa maste F vara konservativt pa D. (Se ocksa Sats 1 i
Adams 15.4: Path independence.)
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Sats 22. /ﬁ - d7 dr vigoberoende pa D <—> F dr konservativt pd D.
v
Exempel 85. Berdkna

/ﬁ.df
Y

om v ér halveirkeln 7(t) = (2 + cos(t), 1 +sin(t)), t e [0,7] och F(z,y) = (y + 2z, z).
oP 0
Eftersom i 1= 8—Q, sa misstanker vi att faltet dr konservativt och vi vill darfér hitta en
Y x
potential P.

Andra ekvationen ger ®(x,y) = zy + f(z), vilket efter

e 12 insattning i forsta ekvationen ger

ox

o _ =y +fe) =y+2 = [f@)=2 =
oy flz)=22+C.

Vi har alltsd ®(z,y) = vy + 22 + C. Kurvans startpunkt &r (3,1) och dess slutpunkt ar (1, 1),
och eftersom F' ar konservativt pa R?, sa giller:

/ﬁ-df:¢(1,1)—<1>(3,1):1-1+12—(3-1+32):—10.

~

Sammanfattning: Idag har vi lart oss tre metoder for att berdkna kurvintegraler av vektorfélt,
och dessa metoder tillimpas i olika situationer (fast ibland kan flera metoder passa samma
uppgift!):

e Direkt fran definitionen, m.h.a. parametrisering av kurvan och skaldrprodukt, som i Ex-
empel @ Metoden fungerar teoretiskt alltid vid integrering 6ver kurvor med kénd para-
metrisering, men i praktiken maste filtets komponentsfunktioner vara nagorlunda enkla,
annars far vi en riktigt hemsk enkel integral att 16sa, vilket kan vara problematiskt. Féltet
kan vara 2D eller 3D, behover inte vara konservativt.

o Enligt formeln [ Pdx+Qdy: fungerar bést om kurvan bestar av flera vertikala och horison-

5
tella bitar som i Exempel @, dér vi kan reducera problemet till flera envariabel-problem.
Fungerar for alla sorters 2D-vektorfélt.

e Med anvindning av Huvudsatsen som i Exempel @ Metoden fungerar enbart for kon-
servativa falt, bade i 2D och 3D. Néar ska man borja misstdnka att det &r metoden
som ska anvindas? Om det ar tydligt frdn uppgiftens text att vérdet pa integralen inte
beror pa den konkreta vigen, utan enbart pa start- och &ndpunkten, alltsa nidr man bara
namner var kurvan boérjar och var den slutar, eller om det star lings en godtycklig kurva
mellan punkterna... eller om man bara ritar en krumelur som i Travis Topic 23, minuterna
16:27-21:28. Innan du bérjar tillimpa metoden, forsikra dig dock att faltet verkligen ar
konservativt! Annars kan man ju inte hitta nagon potential, vilket behovs till berdkningen.

Under nésta foreldsning kommer vi att léra oss en till metod for att berdkna kurvintegraler av
vektorfilt. Villkoren for anvindning av Greens sats ar listade pa sista sidan av F19.
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Forelasning 19: Kurvintegraler: Greens sats i planet

Vi ska nu visa ett samband mellan kurvintegraler fér slutna kurvor i planet och dubbelintegraler
6ver omradet som innesluts av kurvan i fraga.

Definition 27. For ett kompakt omrade D i planet, s& ségs + vara den positivt orienterade
randen till D om ~ &r en kurva som genomléper hela 0D och foér vilken D alltid ligger till
vanster om .

Sats 23. Greens Formel. Lat Z*:"(x,y) = (P(x,y),Q(z,y)) vara ett plandart vektorfdlt definierat
pa en oppen mdngd 2 i planet och lat D C Q vara ett kompakt, regelbundet omrdade vars rand
OD dr en positivt orienterad, styckvis glatt (C*), sluten kurva. Om F har kontinuerliga partiella
derivator pa hela D, da gadller:

yﬁpxydﬂchydy_//(w—m))dxdy.

Bevis. Ett omrade ar regelbundet om det kan delas upp i ett dndligt antal z-enkla och ett
andligt antal y-enkla delomraden. For att bevisa ”P-delen” av satsen, delar vi upp omradet D
i dndligt manga delomraden pa formen

E={(x,y) eR*:a<az<b, f(x)<y<g)}

alltsa y-enkla omrdaden (se bilden).

E; Es

—
——

Es

E>

—
——
&
wn
e
——

|

~—

Figur 55: Forelasning 19: beviset for Greens formel. Omrade D &r en &ndlig union av y-enkla
omraden F;. (Bild: Hania, med KeyNote.)

Vi borjar med att pa valfritt delomrade E visa ” P-delen” av satsen, dvs.

55 z,y dx—// = dady. (%)

Vi berdknar dubbelintegralen i hogerledet:

b [ g(=)

110



y=gx)

74 a

¥ =fx)

Y IR

1
1
1
1
a X

Figur 56: Foreldsning 19: beviset for Greens formel. Omrade E &r y-enkelt. (Bild: Hania, med
KeyNote.)

A andra sidan kan kurvan ; parametriseras som 7(t) = (t, f(t)), t € [a,b] och kurvan —v3
kan parametriseras som 7(t) = (¢,9(t)), t € [a,b], sa

b

/ Pla,y) dz = / Pt f(1)) dt, / Pl y) dv = — /b P(t. g(t)) dt.
71 a

a 73

Eftersom integralerna éver kurvorna 74 (med ekvationen z = a) och 2 (med ekvationen x = b)
bada ar lika med noll (ty dz = 0), sa har vi visat (*) fér varje delomrade E.

”P-delen” av satsen géller pa hela D eftersom dubbelintegralerna adderas och kurvintegralerna
over de linjer som tillhoér randen av tva delomraden men inte randen av D tar ut varandra,
sa summan av integralerna Gver de interna linjerna &r lika med noll och vad som é&r kvar ar
kurvintegralen over randen.

For att visa "(Q)-delen” av satsen delar man upp D i dndligt manga delomraden pa formen
E={(r.y) eR*: f(y) Sz <yg(y), c<y<d},

alltsd z-enkla omraden. Man utfér samma berdkningar som nyss for ” P-delen” av satsen.

d

Observera att man kan anvinda Greens sats d&ven om omradets rand &r negativt orienterad,
alltsd medurs. Man berdknar da faltets arbete vid forflyttning av partikeln lings samma kurva,
men at andra hallet, och detta ger ju samma resultat till absolutbelopp, men med det motsatta
tecknet. Det ser man ocksa fran definitionen av kurvintegralen av ett vektorfalt. Om kurvan &r
negativt orienterad, tillimpa alltsd Greens sats, men sitt ett minustecken framfor resultatet.
Sadan situation har vi t.ex. i uppgiften Adams 16.3-4.

Ibland hénder det ocksa att man anvander Greens sats for en kurva som inte ar sluten, som
t.ex. integrering lings halvcirkelbagen: 22 4+ y? = 1, y < 0. Man kan da stinga omradet med
striackan: —1 < x < 1, y = 0 och tillampa Greens sats pa hela slutna kurvan. D& maste man be-
riakna separat kurvintegralen 6ver striackan (tillimpa berdkningssitt som i exemplet @ i F18),
vilket inte &r sa svart. Sedan anvinder man sig av detta att kurvintegralen 6ver en summa av
kurvor ar lika med summan av kurvintegralerna pa varje kurva for sig.
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Exempel 86. Bestam arean under cykloiden

x =t —sin(t)
{y—l—cos(t) , tel0,2mx].

Eftersom vi inte kan l6sa ut y som en funktion av x sa fungerar inte tidigare metoder. Greens
formel (Se Example 1 i Adams 16.3! Anvind sedan den tredje formeln till rekom-
menderade uppgiften Adams 16.3-5.) ger dock att

ygy dr = // —1dxdy = —(Arean av D). Sa arean &r:
v D

0 27
A= —/ydac =— / (1 —cos(t)) (1 — cos(t))df—i—/\q_/(—l)dt
v 2m Y dz o ¥ dz

2w

— /(1 — 2cos(t) + cos?(t)) dt = 7(2 + COSS%) - 2(:os(t)> dt
0

0
3t in(2t
_ [ N sin(2t)

27
- QSin(t)] = 3.
0

2 4

Vi tar nu ett exempel pa hur berdkning av kurvintegraler kan forenklas med hjélp av Greens
formel.

Exempel 87. Berdkna kurvintegralen

/ —y3 dx + 23 dy,
5

dér  dr den positivt orienterade randen till cirkelsektorn z? + y?> < 1, 0 <y < z. Se bilden.

Problemet kan l6sas genom att parametrisera de tre randstyckena, men med Greens formel blir
rakningarna mycket enklare.

Figur 57: Foreldsning 19: Greens formel, Exempel @ (Bild: Hania, med KeyNote.)

w/4 1 1
471
3 3 _ 2 [ a2 _ 2 _o. T [ 3 smirt| _3m
/ y® de + dy—//?)x ( 3y)d:zdy—/d9/3rrdr—3 4/7" dr—4 [4]0_16
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OBS: uppgiften skulle riknas pa ett identiskt sitt om P(x,y) = —y> + f(x) och Q(x,y) =
x3 + g(y), dir f och g édr godtyckliga C'-funktioner av en variabel i hela omradet inom kurvan
7y, t.ex. f(z) = cosx + z* — €3 — 25 och g(y) = siny + €3¥T® — 46. Sddant skrdp i formlerna for
P och @ forsvinner ju vid partiell integrering! Skrapets nirvaro gor det ocksa tydligt att man
inte ska l6sa uppgiften direkt fran definitionen av kurvintegraler, alltsd m.h.a. parametrisering
av kurvan. Det skulle bli hemska berdkningar efter insattningen!

_0Q .

1
oy  or

Vi har tidigare sett att om ett planidrt vektorfalt &r konservativt i D, sa géller —

punkter i D (Greens formel ger da 55 F.di=0).

oD

Definition 28. En 6ppen méngd D ar enkelt sammanhdngande om den ar bagvis sammanhdng-
ande och om varje enkel sluten kurva v € D avgrinsar ett omrade som helt ligger i D (med
andra ord om D ”saknar hal”).

- P
Sats 24. Om det plandra vektorfiltet F' uppfyller a— = 8—Q i en enkell sammanhdngande

Ay oz
mangd D, sa dr F konservativt © D.
Bevis. Tag en godtycklig kurva v i D. Eftersom D &r enkelt ssmmanhangande sa dr mangden
or 0
), som innesluts av 71, en delméngd av D. Alltsa géller i a—Q i alla punkter i € och Greens

Yy x
formel ger:

GQ oP = Kurvintegralen ar vigoberoende
F.di = — — — ) dzxdy =0 = .
oy = F' ar konservativt i D.

O

Vi avslutar med att undersoka det plandra magnetfaltet kring en oédndligt lang ledare genom-
fluten av en konstant strom. Bortsett fran en konstant ges féltet av

53 (_y7 .’E)
B(x,y) = Tt g2 (z,y) # (0,0)
utanfor origo géller:
OBy  (z* +y?) —22*  y? —a? OBy x*—y? P —a?
o (@2 +y2)? (22 +42)2 dy (@ +y2)? (22 +y2)?
0B 0B
sa a—z = 8—1 utanfor origo. P4 en kompakt, enkelt ssammanhéngande méngd som inte inne-
L Y

haller origo, sa &r B alltsé konservativt och integralen 6ver randen av denna méngd ar saledes
lika med noll.

Pa en cirkel med radie R och centrum i origo géller, eftersom cirkeln har parametriseringen
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(z,y) = (Rcos(t), Rsin(t))

27

/ / Rsm ), Rcos(t)) - (—=Rsin(t), Rcos(t)) dt
oD

R2sin%(t) + R2 cos?(t)

0
2
2 2 o2
:/R sin?(t) + R? cos (t)dt:/dt:%r
R2
0 0

oberoende av cirkelns radie R. Detta betyder att kurvintegraler av féltet inte ar vigoberoende
och dérmed (sats @ pa sidan @ och sats 1 hos Adams 15.4) vet vi att féltet inte &r konser-
vativt pa hela planet. Detta exempel visar att villkoret for faltet att vara konservativt inte ar
tillrdckligt, utan enbart nodvandigt.

Lat nu v vara en godtyckligt enkel sluten kurva som gar ett varv runt origo i positiv riktning
(dvs. moturs). Kurvan omsluter da en cirkuldr kurva o kring origo. Greens formel ger:

/B dr_//<832—631) dxdy—/é-df:/é-dfzzw.

o —o
0 overallt i D som ej innehaller origo

Observera att samma berdkning for det elektrostatiska féltet

Blo) = 522 (@) # 0.0),

ger ett annat resultat vid integrering lings samma cirkel som ovan:

_ (R cos(t), Rsin(t)) . ‘
/E dr = /R2 cos?(t) + R2 sin?() - (—Rsin(t), Rcos(t)) dt

/ —R? cos(t) sin(t) + R? cos(t) sin(t) dt=0

R2

oberoende av cirkelns radie R. Kontrollera sjilv att filtet uppfyller det nodvéndiga villkoret for
att vara konservativt (utanfor origo). Glom inte att tillimpa bade produkt- och kvotregeln och
kedjeregeln! Vi berdknar en potential for faltet £ (se ocksa uppgift 4 i Adams 15.2):

0= (PQ) = (5=t e Gl
Det forsta villkoret ger (substitution! téljaren &r néstan derivatan till ndmnaren!):
B(z,y) = / e = ln@® 4+ %) + ).
Tty 2
Inséttning av detta i det andra villkoret ger:

Y 0

1 ’
242 Oy <21n(5’32+312) +¢(y)> =7 5 +U'(y)

2 +y
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vilket ger ¥(y) =0 = ¢(y) = C och alla potentialfunktioner till E har formen:
1 2, .2
O(x,y) = §ln(x +y*)+C, CeR.

Detta betyder i synnerhet att ekvipotentialkurvor for detta falt ar cirklar med mittpunkten i
origo. Dessutom, om ~ ar en kurva med startpunkten i @ = (a1, az) och slutpunkten i b = (by, ba),
ger Huvudsatsen att:

. 1 1
/E «dF = ®(by, by) — D(ay,ap) = 5ha(bf +b2) — 5hn(a% + a3).
;

Sammanfattningsvis: Greens sats kan tillimpas bara for 2D-filt, alltsa ﬁ(:c, y) = (P(z,y),Q(z,y)).
Satsen omvandlar kurvintegralen av ett vektorfilt Gver en sluten kurva till dubbelintegralen av
faltets (2D)-rotation 6ver (det platta) omradet D inom kurvan. Antaganden som ska kontrol-
leras for att veta om det &r OK att anvinda satsen:

e kurvan som vi integrerar 6ver ar sluten. Om detta inte &r fallet, “stdnger” vi den och
tillaimpar Greens sats d&nda pa summan av kurvorna.

o kurvan ér positivt orienterad (moturs omkring D; medurs runt eventuella hal i D).
Om orienteringen ar negativ, tillimpar vi satsen &nda, men vi maste sitta minus framfor
dubbelintegralen (ty kurvintegralen i omvéind riktning &r lika med minus kurvintegralen
i den ursprungliga riktningen; tank att kurvintegralen beskriver arbetet! Puttar man par-
tikeln i den motsatta riktningen, blir &ven arbetets tecken motsatt.); kurvan maste ocksa
vara stycksvis C', men det ér alltid fallet i uppgifterna, sa det maste man inte kontrollera.

o omradet D maste vara regelbundet, alltsa sadant att vi kan rdkna dubbelintegraler pa
det (alltsd D &r antingen en axelparallell rektangel, eller z-enkelt eller y-enkelt omrade;
eller cirkuldr, s att vi kan m.h.a. polart variabelbyte omvandla det till en axelparallell
rektangel; eller &r D en union av sidana omraden). Omradet maste ocksa vara slutet,
alltsa innehalla hela sin rand 9D, eftersom omvandlingsformeln géller kurvintegralen 6ver
hela randen till D.

o filtet ska vara C! (alltsd dess komponentfunktioner P och @ maste vara kontinuerligt
deriverbara) inom hela omradet D! Oftast d&r P och @ uppbyggda av polynomfunktio-
ner, exponentialfunktioner, sinus och cosinus, och d& ar de t.o.m. odndligt manga ganger
deriverbara. Problemet uppstar oftast om man har division i formeln fér P eller () och
uttrycket i namnaren dr noll ndgonstans i D (som i exemplet med magnetfaltet ovan).
D& “omsluter man singulariteter” och tillampar Greens sats &nda pa D utan cirkelskivor-
na som innehaller singulariteterna. Glém inte att orienteringen pa cirklarna som omsluter
singulariteterna maste vara medurs! (orientering positiv betyder ju att vi har omradet D
till vinster om vi vandrar ldngs randen, vilket ger moturs pa den yttre randen och medurs
kring “hal” inom omradet D).

P& slutet av anteckningarna finns det en illustration som visar pa vilket sitt man kan se bade
Greens formel och Huvudsatsen for Konservativa Vektorfilt som generaliseringar av Analysens
Huvudsats fran envariabelanalys. Bada bevisas ocksa m.h.a. Analysens Huvudsats. JAmfér med
texten som star i borjan av delkapitlet 16.3 hos Adams.
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Foreliasning 20: Tentaforberedande; repetition pa hela kursen

I detta avslutande kapitel ska vi ga igenom nagra uppgifter fran nagra tidigare tentor, och dven
tipsa om nagra saker som kan vara bra att tdnka pa infor tentamen.

Har kommer nagra tips till tentaplugget. Las Pouyas anteckningar, titta pa filerna som jag
lagger upp pa SP, rdkna gamla tentor och rekommenderade uppgifter. Har du det jobbigt: be
om hjilp; glom inte Mattesupporten! Rikna gérna Konstantinos Practice exams (1 och 2),
eftersom de visar tydligt vad man ska kunna efter avslutad kurs. Det kommer 8 uppgifter (som
kan ge max 5 podng var) pa tentan och innehéllet kommer att vara foljande®=:

o Uppgifter fran samma dmnesomrade som dugga, alltsa fran F 1—8. Det kan alltsa vara
nagot om kurvor (parametrisering, hastighet, acceleration, baglingd) eller om tvdvaria-
belfunktioner (gransviarde och kontinuitet, kontinuerliga utvidgningar, partiella derivator,
tangentplan, linjdra approximationer); kedjeregel, ev. med tillampningar till PDE. Ténk
ocksa pa det att kedjeregeln kan behévas anvindas i vilken uppgift som helst déar man
raknar derivator (se t.ex. Exempel pa s. @ i Pouyas anteckningar: utan kedjeregeln
skulle man ju fa fel gradient). Det kan ocksa férekomma nagot mer grundldggande som
ytor och poldra / sfariska / cylindriska koordinater.

o Optimeringsproblem pa begransade och obegrinsade omraden (alltsa Hessian-metoden el-
ler en av tva Lagranges metoder; eller en blandning av dessa). Ni maste sjilva kunna
bedéma vilken metod som passar vid vilken sorts optimeringsuppgift: nér man ska analy-
sera stationédra punkter och Hessianen, och nir man ska tillimpa Lagranges metoder, och
nér man ska blanda metoderna och hur precis. F 9-12.

o Dubbel- och trippelintegraler (F 13—16). Man ska absolut kunna poldrt och rymdspoldrt
koordinatbyte. Det forsta kan dven behovas till en uppgift kurvintegraler (om man behéver
tillampa Greens sats pa ett cirkuldrt omrade). Var sidker att antingen kunna Jacobianen
utantill eller att kunna rékna ut den (fér polirt koordinatbyte finns berdkningen i F14,
helt uppe pa s. @: bara en enda rad av berdkningar; for sfiariska / rymdspoldra och
cylindriska finns berdkningarna i F16 i exemplen [(4 och [76; observera att Jacobianen for
det cylindriska koordinatbytet dr samma som for det poldra koordinatbyte).

o Vektorfalt och kurvintegraler (F 17—-19). Las Trigonometriska formler for flervaria-
belanalys i F14 (s. Bf). Man maéste ldra sig bedoma vilka uppgifter 16ses helst med Greens
sats, och nér det dr dags att anvdnda Huvudsatsen for vektorfilt. For den senaste ar det
mycket viktigt att kunna ta fram en potentialfunktion till ett konservativt vektorfilt. G1om
inte att man ocksd maste kunna berdkna kurvintegraler direkt fran definitionen: ibland
gar det inte att anvinda Greens sats direkt, utan man maéste stinga kurvan forst, och
berdkna kurvintegralen pd denna extra biten separat, direkt fran definitionen. Det finns
ocksa uppgifter som inte lampar sig for Greens sats alls, t.ex. om det inte gar att omsluta
singulariteterna, och da kan man vara tvungen rikna kurvintegralen fran definitionen.

12Titta ocksa pa alla kursmal i kursdokumentet for att vara siker att du inte har missat nagot.
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Exempel 88. Maksim Maydanskiy 2018-08-30, upp.1
Lat f(x,y) = 2% —4e”e¥ + e**. Bestdm och klassificera alla kritiska (stationidra) punkter till f.

Metod 1:

Vi soker forst eventuella kritiska punkter till f:

fo(z,y) = —4e%e¥ + 4e*® =0 N "V = v N r+y=4zx N 0
xr = =
fy(z,y) = 4e® —dePe? =0 eV = "ty T4y =2z Y

Andraderivator i (0,0): fyz = —4e%e¥ + 16e%® = 12, f,, = 8 — 4e%e¥ = 4, foy = fyu =
4 44> den kvadratiska formen 12h%—8hk+4k? =
4(h? — 2hk +k?) +8h? = (h— k)2 + 8h? ér positivt definit, vilket ger ett lokalt minimum i origo.
(Eller: D1 =12 >0, Dy =48 —16 > 0.)

—4e*eY = —4, vilket ger Hessianmatrisen (

Svar: lokalt minimum i (0, 0).
Metod 2:

Let t = e®,5s = e¥. Then f(x,y) = 2s% — 4ts +t* = F(s,t).
The critical points of f correspond to critical points of F' and are of the same type — but we

must have ¢t,s > 0. We have F, = 4s — 4t, F, = —4s + 4t3. F, = F;, = 0 translates to s =t = 3.
Soast > 0 we have 1 = t?, t = 1. So there is a unique critical point s = t = 1. There

12 —4
Fo =4, Fy = 1213 = 12, F, = Fyt = —4 so the the Hessian is (_4 4
trace and determinant, so is positive definite, and we are at a local minimum. Recall that t =1

means e¥ = 1, x = 0. Similarly s = 1 means y = 0.

; this has positive

Answer: local minimum at (0,0).

Exempel 89. Maksim Maydanskiy 2018-08-30, upp.2

1. (2 podng) Lat u(x,y) = zy och v(z,y) = x/y, och lat F vara en glatt (odndligt ménga
ganger differentierbar) funktion (av tvél positiva variabler). Lat f(z,y) = F(u(x,y),v(z,y)).

Berédkna gf och g uttryckt i z, y, %= och aF

2. (3 podng) Anvand Varlabelsubstltutlonen u = zy och v = x/y for att 16sa PDE

8f of
¥ ow +y 8y -

(D.v.s. hitta alla glatta f(z,y) (av positiva variabler) som uppfyller ekvationen. Du far
anta att f har formen f(z,y) = F(u(z,y),v(x,y)).)

Solution:

of OFdu OF v
o oudr ovor Vet F
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and

af OF Ou OF Ov x

= = F,.
oy  Ou Oy + ov Oy

The equation x% + yg—g = zy becomes zyF,, + xyF, = zy or F,, = 1/2, so F(u,v) = u/2+ g(v)
for any smooth function g, and so f(x,y) = F(xy,z/y) = xy/2 + g(z/y).

Answer: f(z,y) = F(zy,x/y) = zy/2 + g(x/y) for arbitrary smooth function g.

Exempel 90. Maksim Maydanskiy 2018-08-30, upp.3

1. (2 podng) Bestdm ekvationen for tangentplanet till (2 4+ 22) + (y — 3)3y® = 0 i punkten
(2,2,2).

2. (1 poing) Forklara varfor en del av (22 + 22) + (y — 3)3y® = 0 som ligger i en omgivning
av (2,2,2) kan uttryckas som z = f(z,y) for en glatt f.

3. (2 poéng) Berdkna partiell derivata 3—5 i(x0,90) = (2,2) (f definieras i delen just ovan).

Metod 1:

The surface is a level surface of g(z,y,2) = (22 + 22) + (y — 3)3y>. Normal vector is given by
Vg = (22,3(y — 3)%y° + (y - 3)"3y°, 22),

which at (2,2,2) is equal to (4,12,4). Thus the plane is 4(z —2) +12(y —2) +4(2 —2) =0 or

(x—2)+3(y—2)+(2—2)=0o0r z+ 3y + z = 10.

Answer: z + 3y + z = 10.

The tangent plane at (2, 2,2) is non-vertical, and so fact is a graph: we can see z = 10—z —3y =
L(z,y). By implicit function theorem, the same is true for the surface near (2,2, 2).

The partial derivative of f(z,y) at (2,2) is the same as for L(z,y), and so is —3. Alternatively,
the formula in implicit function theorem says

9g

of Dy 12
87:—879:—1:—3.
Y 5z

Answer: —3.

Metod 2

We can solve for z via z = ++/—(y — 3)3y3 — 22 and since near (7o, o, 20) = (2,2,2) we have
z > 0 we pick plus, so that z = \/—(y — 3)3y3 — 22. This solves part b.

We can then find partial derivatives of f(z,y) = v/—(y — 3)3y3 — 22 at (z0,%0) = (2,2), to get
(after some computation) f;(2,2) = —1, f,(2,2) = —3, which solves part 3, and also allows us
to write the tangent plane equation

2= f(2,2) + fo(2,2)(x = 2) + £,(2,2)(x —2) =2 — (x — 2) — 3(y — 2)
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which is = 4+ 3y + z = 10.

Note: If we asked instead wether it is possible to solve for y = g(z, z) and what the % and ng,

are, explicit solution along the lines of Method 2 would become much more complicated (and
if the equation were, for example,(x? + 22) + (y°® — 25y + 60y) = 0 it would be impossible, as
proved by a version of advanced mathematical theory called Galois theory); however, solution
along the lines of Method 1 using implicit function theory would still be fairly straightforward.

Exempel 91. Maksim Maydanskiy 2018-08-30, upp.4

Berakna kurvintegralen
95 yidx + 22dy,
C

dar kurvan C ar randkurvan av parallelltrapetsen med horn i (0,—1), (1,-2), (1,2), (0,1),
orienterad moturs.

By Green’s theorem

ngdea: + 22dy = //S <8éx;) — agf)> drdy = //5(23: — 2y)dzdy

where S is the interior of the trapezoid.

We use vertical slices for the integral. The upper curve is the segment through (1,2) and (0, 1),
and is given by y = x + 1. The lower curve is the segment through (1,—2) and (0, —1), and is
given by y = —x — 1 (minus of the top line). The x coordinate in the trapezoid ranges from 0

to 1.
[ ([ o) e

Inner integral is equal to zy — %, and evaluates to (z +2?) — (-2 —22) = 2(x +22) (the integral
of y disappears because of (z,y) <> (x,—y) symmetry, which we could’ve used earlier). The

outer integral is
! 237" )
2/ 2(x+x2)dw—2{x2+} =2-—.
0 3 1o 3

The integral becomes

Answer: 10/3.

Alternatively, we can parametrize each of the 4 segments in turn, compute the integrals and
add them up.

For the left vertical side one gets 0; for the right vertical side 4; for top slanted side 2 — %; for
the bottom slanted side —2 - for the sum of —% +4=10/3.

Exempel 92. Maksim Maydanskiy 2018-08-30, upp.5

Beriikna trippelintegralen av f(z,y,z) = zy?z? 6ver den cylindriska kroppen som ges av olik-
heterna 2% +y? <1, 2 >0 och z < 1.
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We use cylindrical coordinates. The bounds become r < 1,z > 0,z < 1. We have
x=rcosl, y=rsinf, z=z.

Recall drxdy = rdrdf. Substituting everything in, the integral becomes

1 1 o 1 1 2r
/ </ (/ 21 cos? 0 sin? Hcl@) rdr) dz = / zdz/ r5dr/ cos? A sin? 6d6.
0 0 0 0 0 0

We have
1 1 1 1
/ zdz = —, / rodr = =.
0 27 Jo 6

For the last one, sinf cosf = %sin 260, and so
2T 2T 1
/ cos® O sin” fdf = / ~ sin® 20d6.
0 o 4
We either remember from before that the average of sin? @ is 1/2, so that
2m 1
/ sin?20df = = - 2r =7
0 2

or we use sin’f = % — %cos 260 and integrate to get

27 2T 1 1 27 1 2 1
/ Sin22«9d9:/ —c0529d9:/ d@—/ —cos20d0 =7+ 0=m.
0 o 2 2 o 2 o 2

Either way % . % |2 =

IS E]

CO Y

All together, the answer is 5 - = - I =

.o
Answer: 15"

Exempel 93. Maksim Maydanskiy 2018-08-30, upp.6

Lat , , ,

F(x,y,2) = (32%¥ cos(nz), 203ye?” cos(nz), —mae? sin(mz) +1).

1. (3 poéng) Bevisa att filtet F r konservativt och hitta en skalir potential for F.

2. (2 podng) Beridkna f7 F - d dér ~y ir kurvan parametriserad med 7(t) = (e, ¢, cos(wt)) for
t € (0,1).

Suppose the potential is f(x,y, z). Then f, = P = 3x2eY’ cos(mz), so

f= /3$2€y2 cos(mz)dr = z3eV’ cos(mz) + ®(y, 2).

Then we must also have ,
Q = f, = %2ye? cos(nz) + B,
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We conclude ¢, = 0 and ®(y, z) = ¥(z). Finally we get

R=f = —made¥’ sin(mz) + ¥,

soU, =1, ¥(z) =2+ C. All together

3

flz,y,2) =2 eV’ cos(mz) +z+C

for any constant C' works as a potential. The fact that F has a potential implies that it is
conservative, so we are done.

For any conservative vector field we have fv F . di = f(end) — f(start). The start point is
7(0) = (€, 0, cos(m - 0)) = (1,0,1)
the end point is
7(1) = (e', 1, cos(m-1)) = (e, 1, —1).

Thus
flend)=¢e*-e' - (=1)+ (1) = —e* =1, f(start)=1-1-(=1)+1=0.

So the answer is —1 — e?.

Answer: —e* — 1.

Exempel 94. 2011-12-12: 2. Lés den partiella differentialekvationen ng + ygf —2zxy =01
z Yy
omradet = > 0, y > 0 genom variabelbytet u = zy, v = x/y.
Kedjeregeln ger nu:
of _0fou ojov _ of 10f
dr  oudr  dvor “ou y Ov
of _0fou 0fou_ Of x0f
oy Oudy Owdy ~Ou y2ov
Insdttning i PDE:n ger:
of 10f of x Of
ZJ o4 =) L2 9y =
x<y8u+yav>+y<x8u y? Ov ry =0
of B of B of
= Qxyau 20y =0 = Qxy(au 1>—0 = au_l

= fluv) =utg) = f(m,y>=xy+g<§>

)

for nagon godtycklig funktion g.

Ova dven pa andra ordningens kedjeregel. Exempelvis giller i detta fall

f _ 0 (0f xdf\_ (9%f0u  Of v\ xdf =z (O Ou 0f0u
oy? Oy ~ T\ a2 Oy Oudv dy Oudv dy ~ Ov? dy

Bov 42

¥ ou y2 Ov
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Exempel 95. 2012-08-21: 3. Lat f(z,y) = 2 +y+4 vara definierad p4 ellipsen 322442 —3 = 0.
Antar f(x,y) storsta och/eller minsta virde pa ellipsen? Bestdm i sd fall dessa véirden.

Eftersom f &r kontinuerlig och ellipsen dr en kompakt mingd, s& antar storsta och minsta vérde.
Antingen kan problemet l6sas genom att ellipsen parametriseras 7(6) = (cos(#), v/3sin(#)) eller
genom att anvinda Lagrangemultiplikatorer. Enligt den sistndmnda metoden géller V f = AVg,
dir g(z,y) = 32% + y? — 3. Vi far:

1= M\6z

1= X2y = - = y=3z

322+ 9y -3=0

Inséttning i bivillkoret 322 + 32 — 3 = 0 ger sedan
1
3224+ (32)? =3=0 = 122°-3=0 = T =y

Extremvirdena antas i punkterna (1,2) och ar f(1,2) = 6 (maximum) och f(—3,—2) =2
(minimum).

Andra delar av forsta halvan av kursen som &r viktiga att repetera:
o Bestdmning av kritiska punkter och karaktérisering av dessa (kvadratiska former).

o Bestdmning av storsta och minsta varde for f(z,y) pa ett kompakt omrade i planet (kri-
tiska punkter pa det inre, parametrisering av randen, gléom inte hérnen pa omraden som
har dessa).

e Bestdmning av tangentplan till funktioner.

« Grénsvirden (visa existens eller motbevisa existens genom att testa ett antal olika linjer).

Andra delar av andra halvan av kursen som &r viktiga att repetera:
o Lagranges metoder.

o Dubbelintegraler, Variabel-substitution (polira och andra), bestimning av integrations-
granser for exempelvis trianglar.

o Bestdmning av volymer av kroppar med hjilp av trippelintegraler (visualisering av an-
dragradsytor ar viktigt for detta).

e Berdkning av kurvintegraler i planet med hjélp av Greens formel och pa konservativa
vektorfilt med hjialp av potentialen.

Appendix: Bilder till Forelasningar 2 och 19
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Figur 58: Foreldsning 2: Andragradskurvor. (Bilder: fran nitet. Omarbetade av Hania.)



Non-degenerate real quadric surfaces

Ellipsoid
. 2P
Elipsoid — (bara PLUS) 2—2 teta=1
ElliptiskQaraboloid)

Elliptic paraboloid

Om en av variabler

y dr UTAN kvadrat!

Om det finns € JS
I
Hyperbolic paraboloid d y =0
yperbolic p oloi a_z_ﬁ_z_
Enmantlad(ﬁiﬁerboloid D
Om det finns ett MINUS
- . 2 P 2
Elliptic hyperboloid of one sheet — =1
a2 b
Enmantlad: ett MINUS
Tvémantladﬁﬁerboloid D
(D2 y2 z2
Elliptic h boloid of two sheets | — + Z— — — = —1
iptic hyperboloi wo shee 2 B2 2 5
Tvamantlad:|tvd ggr MINUS /3

O

Figur 59: Foreldsning 2: Andragradsytor, bild 1. (Bild: Wikipedia. Omarbetad av Hania.)
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Degenerate real quadric surfaces

Elliptisk kon
(alla variabler 1 kvadrat och HL=0)

2 2 2
Elliptic cone z + y_ _Z =0

a? b2 c?

ElliptiskCylinder)

Cylinder: om en variabel SAKNAS

2 2
o x Yy
Elliptic cylinder a_2 + b_2 =1
_Hyperboliskgcylinder))
Om det finns ett MINUS
2 2
o x Yy
Hyperbolic cylinder a_2 — b_2 =1

Parabolis¥cylinder ) )

Om en av variabler
ar UTAN kvadrat!

Parabolic cylinder | 22 + 2ay = 0

Figur 60: Foreldsning 2: Andragradsytor, bild 2. (Bild: Wikipedia. Omarbetad av Hania.)
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2 ggr minus

Skdrningen mellan ytan och planet
z = ¢ (for varje tal ¢) ger hyperbler
x2-y2=4+ ¢2 och skédrningen
mellan ytan och planet y = ¢ ger
hyperbler x2 - z2= 4 + ¢2. Darfor
namnet hyperboloid.

Ytan finns bara dar |x| > 2

Fig. 10.5.7

Pa x-axeln géller det: y = 0 och z = 0. Ytans ekvation blir darfor dir x2 = 4, alltsé skdrningspunkter mellan
ytan och x-axeln ér (2, 0, 0) och (-2, 0, 0). Observera ocksa att inga punkter (x, y, z) med -2 <x <2 kan
tillhora ytan, eftersom da &r x2 <4, medan - )2 - z22< 0 och darfor kan inte gélla x2 - y2- z22=4.

Darfor bestar ytan av tva disjunkta “kupor”, alltsa ar hyperboloiden tvamantlad.

Skarningskurvor mellan ytan och alla plan x = ¢ for sddana c att |c| > 2 &r cirklar, ty dér y2+22=¢2 - 4.

Figur 61: Foreldsning 2: Tvamantlad hyperboloid, uppgift 7 i Adams 10.5.

—x2+y247i=4

Skirningen mellan ytan och planet z = ¢, och skdrningen
mellan ytan och planet y = ¢ (for varje tal ¢ sadant att |c| # 2)
ger hyperbler. Dérf6r namnet hyperboloid. Vad for hyperbler
(alltsd, hur de ligger i rummet och vad for ekvation de har):

77
A

~..§\\\ \({'/iz“‘ ‘ detta beror pa om |c| <2 eller |c| > 2, men detta behdver ni
:i\\\\\\\\\kt‘:“““‘“““‘“ inte kunna. Vad hénder om |c| =2?
R
L
“““‘“:s“»’;l’!’, g OBS: titta pa Travis Topic 9
“ ‘ ‘” // minuter 9—21. Travis ritar ui)p

och forklarar samma exempel,
fast roterat i rummet och med
en smalare cirkel i mitten
(ekvationen x2 +)2 - z22=1)

(R

Fig. 10.5.8

Pé yz-planet géller det: x = 0. Ytans ekvation blir dérfor dér y2+z2= 4, alltsa skirningspunkter
mellan ytan och yz-planet formar en cirkel med radien 2. Skédrningskurvor mellan ytan och alla
plan x = ¢ (som &r parallella med yz-planet) r dnnu storre cirklar, ty dér y2+2z2=4 + ¢2.

Ytan formar alltsa ett rér som dr som smalast pa yz-planet och blir bredare utét at bada hall, men
formar 4nd4 en hel bit. Darfor ar hyperboloiden enmantlad.

Figur 62: Foreldsning 2: Enmantlad hyperboloid, uppgift 8 i Adams 10.5.
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Analysens Huvudsats

y
y=f®)

b

RN S S

b
J f(x)dx = f(b) = f(a)

Omradets rand: tva punkter @ och b

Huvudsatsen for konservativa
vektorfalt

b = (b by)

a = (al, az)

J VO - dF = d(b) — d(a)
14
Omradets rand: kurvans andpunkter

Greens formel

oD,

— — .
rot Fdxdy = F -dr
D oD
Omradets rand: kurvan kring D

I alla varianter av huvudsatsen uttrycks integralen av ndgon slags derivata (envariabel-derivatan, gradienten eller rotationen)
over ett omrade—alltsd summan av lokala fordndringar i funktionen i hela omrddet—m.h.a. funktionens virden pa omradets
rand. Randen bestér av tva punkter i forsta tva varianter, och av en hel kurva i den tredje. Det finns tva till varianter: Gauss sats
och Stokes sats (ingar i den 10hp-kursen och involverar flddesintegraler samt derivatorna: rotationen och divergensen.)

Figur 63: Foreldsning 19: Tre olika huvudsatser. (Bild: Hania, med KeyNote.)
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