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Om kursen: planering for forelasningar och lektioner

Preliminar tidsplan

Forel.nr | Innehall Adams Travis
Introduktion. Koordinatgeometri i rummet R"™. Cylind- | 10.1-7 T.1-5
riska och sfiariska koordinater. Kvadratiska former. Ob-

1 servera att 10.2,10.4 och 10.7 till sida 606 (+ Linjira
ekvationssystem) ar nagot ni redan borde kanna till och
som blir viktigt, sd 14s gdrna detta som repetition
ocksa. (Nagra av er har haft det i IMA025.)

2 Introduktion, forts. Mangder i R™. Andragradsytor. 10.5

3-4 Vektorvirda funktioner. Kurvor, parametriseringar och | 11.1, T.6-8
baglangd. 11.3

5 Funktioner av flera variabler: gransvirden, kontinuitet. 12.1-2 T.9-10

6 Partiella derivator, Jacobianen, hogre ordningens parti- | 12.3—4 T.11-12
ella derivator.

7 Kedjeregeln. 12.5 T.14

8 Deriverbarhet, tangentplan, gradient, riktningsderivator. | 12.6-7 T.12-13

9 Inversa- och implicita funktionssatsen. 12.8 —

10 Taylorserier, kvadratiska former. 12.9, —

10.7

11 Problemdemonstr.: Kap. 10-12 (repetition till duggan) | 10-12 till T.14
Extremvirden pa obegriansade och begrédnsade omraden. | 13.1-3 T.15-16

12-13 .

Lagrangemultiplikatorer.

14 Problemdemonstr.: Kap. 13 (repetition till duggan) 13.1-3 T.15-16

15-16 Multipelintegraler: itererade integraler. 14.1-2 T.17418

17-18 Multipelintegraler: generaliserade integraler, variabel- | 14.3—4 T.20
byte.

19 Trippelintegraler, variabelbyte. 14.5-6 T.19-20

20 Multipelintegraler: tillimpningar. 14.7 —

21 Problemdemonstration: Kapitel 14. 14 T.17-20

22 Vektorfilt, konservativa vektorfélt. 15.1-2 T.22

23 Kurvintegraler, Huvudsats for vektorfalt. 15.3-4 T.21-23

24 Kurvintegraler: Greens sats 16.3 T.24

25 Ytor, ytintegraler och Flodesintegraler. 15.5-6

26 Vektoranalys: divergens och rotation. 16.1-2 —

27 Gauss sats och Stokes sats. 16.4-5 —

28-29 Problemdemonstration: Kapitel 15-16. 15-16 —

30 ODE | Separabla, homogena och exakta ekvationer. 18.2 —

310DE | Andra (och hogre) ordn. ekv., variation av parametrar. | 18.4-6 —

32— System av ordinéra differential ekvationer (ODE). Linja- | 18.9 —

330DE ra system, exponentialmatrisen.

340DE Problemdemonstration 18 —

35 Repetition —




Ordningen pa foreldsningar och lektioner (enligt innehall, mer eller mindre):

Period 1: F1, F2, L1, F3, F4, L2, F5, F6, L3, F7, F8, L4, F9, L5, F10, F11, L6, F12, F13,
L7, F14 (hittills material till duggan), F15, L8, F16, L9, F17, L10.

Period 2: F18, F19, L11, (duggan hér), F20, F21, F22, F23, L12, F24, L13, F25, L14, F26,
F27, L15, F28, F29, L16, F30, F31, L17, F32, F33, L18, F34, L19, F35, L20.

Undervisning

o Undervisningen bestar av 35 foreldsningar och 20 lektioner om 2 timmar vardera.
e Under foreldsningarna géar vi igenom teori och rdknar belysande exempel.

e Lektionerna ar framst avsedda for problemlésning, déar ni kan fa hjélp av lektionsledarna
till de uppgifter ni inte kunnat 16sa hemma. Se alltsa till att ha forsokt 16sa de rekom-
menderade uppgifter innan ni kommer till lektionen, sa att ni kan stélla fragor till era
lektionsledare och pa detta sédtt anvinda lektionstiden optimalt.

o Jag rekommenderar varmt att ni tittar pa féljande filmer, som komplettering till forelés-
ningarna, lektionerna och kurslitteraturen:

— Travis Kowalski: https://www.youtube.com/playlist?list=PLE7F8F33E161D1425
— Jonas Mansson: http://www.matematikblogg.se/flerdim2015.html
— Khan Academy: https://www.khanacademy.org/math/multivariable-calculus
o En annan fantastisk kélla dr hemsidan till KTH:s Armin Halilovic:
http://ingforum.haninge.kth.se/armin/AR_12_13/SF1626/dirfler12_13.html

Nere pa sidan finns det EXTRA OVNINGAR som ér vildigt bra att gi igenom for att
fa en kénsla for detta vad man har lart sig under foérelédsningarna.



Forelidsning 1: Introduktion, koordinater i rummet R3?

Introduktion

I kursen envariabelanalys studerades funktioner av en variabel. Dessa typer av funktioner ar
latta att askadliggora eftersom vi kan rita grafen till dem. Det finns ménga fysikaliska problem
som kan beskrivas med hjéalp av funktioner av en variabel, men fér att beskriva fenomen i var
tredimensionella varld behover vi i allménhet funktioner av fler &n en variabel.

Exempel

o Densiteten hos ett tredimensionellt foremal ges av en funktion p(x,y, z) dir x, y och z
ar de tre rumsvariablerna. Hur ska man ga tillviga for att bestdmma foremalets massa,
masscentrum eller troghetsmoment?

o Om vi 6ppnar ytterdorren till en foreldsningssal kommer temperaturen i en punkt (x,y, 2)
i rummet att fordndras over tiden. Temperaturen dr ddrmed en funktion av fyra vari-
abler T'(x,y, z,t). Hur ska man ga tillviga for att bestdmma var temperaturen dr maxi-
mal/minimal eller i vilken riktning som temperaturen féréndras snabbast?

o I varje punkt pa jordytan blaser det langs en viss vektor (vars langd och riktning for-
andras over tiden). Vinden kan beskrivas med ett vektorfilt, dvs. en funktion som till
varje punkt (x,y) pa jordytan ordnar en vektor ¥(x,y). Hur ska man ga tillviga for att
bestdmma hur stort arbete som krévs for att flytta ett foremal langs en kurva pa jordytan?

Som synes finns det gott om fenomen som &r naturliga att beskriva med funktioner av fler d4n
en variabel, och under kursen kommer vi att ta fram ett antal matematiska metoder for denna
typ av funktioner.

Relevanta kapitel i kursboken:
Dessa tas upp pa duggan:

e 10-11: Vektorer och vektorviarda funktioner, kurvor, topologi
e 12: Funktioner av flera variabler, partiella derivator, kedjeregeln, gradient
e 13: Extremvérden, optimering
Sedan foljer:
e 14: Integraler, dér integrationsintervallet &r en yta eller volym
o 15: Integraler, dar integrationsintervallet &r en kurva
e 16: Vektoranalys med fysikaliska tillampningar
Dérefter féljer moment som inte ingar i bada kurserna:

e 17 + kompendium: Mer om endimensionella ODE + introduktion till system ov ODE
(kursen 1M AO016, ej KandMa).

o Kompendium: Funktionsfoljder och Funktionsserier (KandMa, kursen 1M A183).

De tva sistndmnda momenten kommer att tas med pa tentamen i uppgift 8, detsamma géller
materialet fran kompendiet i grundldggande topologi.



Koordinatgeometri i flera variabler

Vi sag i exemplen att vi kommer studera funktioner av flera variabler. Om vi later antalet vari-
abler vara n, s& kommer definitionsméangden till vara funktioner att vara (en del av) mingden
av alla n-tupler ¥ = (x1,x2,...,x,), av alla reella tal x1, x9, ..., x,. Denna miangd betecknas R".

Exempel 1. R! (skrivs normalt bara R) motsvarar tallinjen, R? ett plan, R? det tredimen-
sionella rummet, medan R”, for n > 3, ir svarare att askadliggora sig geometriskt. I R? och
R? anviinder vi ofta beteckningarna (z,y) respektive (x,y,z2) i stéllet for (z1,z2) respektive
(1, x2,3).

Elementen i mangden R™ &r vektorer, och precis som for vektorer kan vi definiera vektoraddi-
tion, multiplikation med skaldr och skaldrprodukt.

Definition 1.

THy=(r1,...,20) + (Y1, Yn) =(r1+yr2+ Y2, - Tn +Yn)
A= AN(21,...,Tp) = (Az1, Az2, ..., A\1y)
Zeyg=(x1,...,2n) - (Y1,---,Yn) =T1Y1 + ToyYs + ... + Tpyn

Ibland kan det vara praktiskt att tolka elementen i R™ som matriser. Om vi anvinder konven-

tionen att & = (x1,...,2,) ar en kolonnmatris s& kan vi skriva & - ¢ = & 7y, dir elementen i

hogerledet ska tolkas som matriser.

Definition 2. Lingden av en vektor i R™ ges av

|1:]:vf-f:\/x%+x§+...+x%

Definition 3. Avstandet mellan tva punkter 7,y € R™ ges av

V(@1 —y1)2 + (22 —12)% + ...+ (20 — yn)?

Definition 4. Vinkeln mellan tva vektorer &,y € R"™ definieras som den vinkel § € [0, 7], som
uppfyller

8y
<y

cos(f) =

81
<

Sats 1 (Cauchy-Schwarz olikhet). For Z,y € R"™, sd galler |Z - i < |Z||y] med likhet precis da
Z och § dr parallella (dvs. da & =ty, teR).

'Fér n = 2 och n = 3 &r satsen sjilvklar fran foljande formeln for skaldrprodukt: & - 4 = |&||¢f] cos @ dir 6
ar vinkeln mellan vektorerna. Cauchy-Schwarz olikhet f6ljer da omedelbart fran detta att |cos@] < 1 for alla 6.
Likheten intraffar d& | cos 6] = 1, alltsa da @ = 0 eller § = 7, vilket betyder att vektorerna ar parallella.



Bewvis. Vi antar att Z # 0 (trivial 16sning). Skalarprodukten av en vektor med sig sjilv kan
aldrig vara negativ. Lat ¢ € R som vi snart ska specificera. Da géller:

0< (tZ+7) - (tT+7) =t2|7)* + 2tz - 7+ |g]>

- =

Kvadratkomplettering och anséattning ¢ = —T_,‘ 2y ger:
z
= = 2 = 2 = 2
. Ty (77 . Lo (Z-7) et
0<|EP (t+ =5 | — = +1I7 =191 — =5 <= 1791 < [7]|4]
|7 |Z| |7
Likhet intraffar precis da tZ + ¢ = 0, dvs. da & och ¢ ér parallella. O

Det ar relativt enkelt att visa att dven triangelolikheten |7 + 4| < |Z] + |y] géller for &, 5 € R™
(utveckla |# + |2 och anviind Cauchy-Schwarz olikhet).

Man kan méata avstand i R” pa andra sitt 4n den Euklidiska normen |Z| ovan (OBS: 6ver-

kurs for 1MAO016). Tva andra definitioner som bibehaller vissa grundliggande egenska-

per (A-olikheten, |Z] > 0 med likhet for ¥ = 0, samt |[AZ] = |A||Z]) 4r normerna |¥| =
1

max{|z1], |z2|, ..., |xn|} respektive |Z|, = (|z1|P + |x2|P + ... + |z,|P)?, p € NT. Man kan visa

att normerna ar ekvivalenta med den Euklidiska, dvs. A|z|, < |z| < Blx|p.

Cylindriska och sfariska (rymdspolidra) koordinater

Kvadratiska ekvationer i R? kan ge upphov till cylindrar och sfirer. Om ett problem i R? har en
sadan geometri ar det, som vi ska se, ofta praktiskt att byta koordinatsystem fran de vanliga
kartesiska koordinaterna till cylindriska eller sfariska koordinater.

Cylindriska koordinater fias genom att z- och y-koordinaterna byts mot poldra koordinater,
medan z-koordinaten ar oférdndrad. Relationen mellan (z,y, z) och [r, 6, z] blir:

x=rcos(f), y=rsin(d), z=z.

Cylindriska koordinater ldmpas val till problem som har axiell symmetri. Notera att r &r
avstandet fran punkten P till z-axeln, och inte till origo.

y
x

Figur 1: Rymdspolira / sfiriska koordinater i R3. (Bild: Hania, med KeyNote.)



Vid radiell symmetri dr sfariska (rymdspoléra) koordinater att féredra. Variabeln R mot-
svarar avstandet till origo (R > 0), variabeln # &r vinkeln mellan den positiva z-axeln och
projektionen av punkten till zy-planet (0 < 6 < 27), och variabeln ¢ ar vinkeln mot positiva
z-axeln (0 < ¢ < 7). Relationen mellan kartesiska och sfariska koordinater ges av:

x = Rsin(¢)cos(f), y = Rsin(¢)sin(f), z = Rcos(¢).

I kartesiska koordinater motsvarar ekvationerna x = a, y = b, z = ¢ plan i rummet. I cylindriska
koordinater motsvarar r = a ett cylindriskt skal med radie a som &r parallellt med z-axeln och
f = b motsvarar ett halvt plan som ar ortogonalt med xy-planet. I sfariska koordinater motsvarar
R = a ett sfiriskt skal med radie a, ¢ = b motsvarar en cirkulér kon kring z-axeln och 6 = ¢
har samma tolkning som for cylindriska koordinater.

Liknande koordinatbyten kan goras dven for R™, n > 3 (OBS: Overkurs), men &r forstas
svrare att visualisera sig. Lat exempelvis (z,y, z,w) € R* och 1at [R', ¢, 6] vara de sfiriska
koordinaterna for tre dimensioner. D4 géller w = Rcos(¢), R’ = Rsin(¢), och relationen mellan
kartesiska och sfériska (fyrdimensionella) koordinater blir:

r = Rsin(¢)sin(¢’) cos(d'), y = Rsin(¢) sin(¢') sin(¢'),
z = Rsin(¢)sin(¢’), w = Rcos(o).



Forelasning 2: Mangder i R”

Topologiska begrepp

For att kunna definiera gransviarden (och i forlingningen kontinuitet och derivata) hos funktio-
ner av flera variabler, behéver vi generalisera begreppen 6ppna/slutna intervall och dndpunk-
ter /inre punkter hos intervall i R™. Vi borjar med att definiera en omgivning till en punkt.

Definition 5. En omgivning till en punkt @ bestar av alla punkter som ligger inom ett visst
avstand fran a.

For ett tal § > 0, s& &r mingden N(@,8) = {7 : |# — @| < 6} en (§—)omgivning till @. I R! blir
en d—omgivning till @ ett intervall pa tallinjen, i R? blir det en cirkelskiva kring @ med radie 6,
och i R? blir det ett klot kring @ med radie §, alla ovanndmnda utan rand.

Definition 6. Lat M vara en méngd i R”. En punkt @ € R" &r:
1. inre punkt till M om det finns en omgivning A till @ som helt ligger i M (A C M).
2. yttre punkt till M om det finns en omgivning B till @ som helt ligger utanfor M (BNM = ().

3. randpunkt till M om @& varken &r inre eller yttre punkt, dvs om alla omgivningar till @
innehaller bade punkter som tillhér M och punkter som inte tillhér M.

Figur 2: Foreldsning 2: En inre punkt till M med en omgivning A C M, en yttre punkt till M
med en omgivning B s.a. BN M = () och en randpunkt till M med en omgivning C' som har
icke-tomt snitt med bade M och M:s komplement. (Bild: Hania, med KeyNote.)

Miéngden av alla inre punkter kallas det inre av M och betecknas M° eller Int(M). Méngden av
alla randpunkter kallas randen till M och betecknas M. En randpunkt kan tillhéra méngden,
men behéver inte gora det.

Definition 7. Lat M C R™. M &r dppen om M = M° och sluten om M€ &r en 6ppen méngd.

Alternativt kan M sigas vara oppen om OM N M = () (M innehéller inga randpunkter) och
sluten om OM C M (M innehaller alla sina randpunkter). OBS: En méngd &r varken 6ppen
eller sluten om den innehaller nagra av sina randpunkter (alltsa &r inte 6ppen), dock ej alla.

2 2

Exempel 2. Mingden {(z,y) € R? : m—z + ‘Z—Q < 1} bestéar av en elliptisk skiva. Randen be-
a
2 2
star av ellipsen med ekvation — + ?2—2 = 1. For varje punkt i madngden finns en omgivning som

ar helt innehéllen i méngden, och bestar sdledes bara av inre punkter. Mangden ar saledes 6ppen.



Exempel 3. Mingden {(z,y,2z) € R? : 22 4+ y*> + 2% = 1} bestdr av enhetssfiren i R3. Alla
omgivningar till punkter pa sfiren innehéller bade punkter pa sfiren och i dess komplement,
sa alla punkter pa sfaren ar randpunkter till méngden. Ddrmed OM C M och méngden &r sluten.

Definition 8. Lat M vara en méingd i R”. Det slutna hiljet av M ges av M = M UOM.

Fran ovanstaende definitioner giller M sluten <= OM C M <= M = M UOJM, si en
mangd M ar sluten omm. den uppfyller M = M.

Man kan ocksa visa att M alltid &r en sluten méngd. Komplementet till M #r de yttre punk-
terna till M och de utgdr per definition en 6ppen méngd.

Definition 9. En méngd M i R™ kallas begrinsad om M C N(0,r) for nagot r > 0.

Punkterna i en begridnsad méngd ligger pa dndligt avstand fran origo. En méngd som &r bade
sluten och begrinsad kallas for kompakt. Enhetssfiaren ar ett exempel pa en kompakt méangd. Vi
aterkommer till de topologiska begreppen nér vi har infort gransvirden i R™ om nagra kapitel.
Vi avslutar med ett resultat om unioner och snitt av éppna méngder.

Sats 2. Antag att Q; C R™ ar oppna for alla i € I (indexmangd). Da dar U;er€; oppen.

En odndlig union av 6ppna mangder ar 6ppen, men ett odndligt snitt av 6ppna méngder behdver
inte vara Oppen.

Exempel 4. Lat Q, = {(z,y) e R? : 22 + y? < (1 + %)2}, for ndgot n € Z*. Unionen av Q,
uppfyller (J,cz+ Qn = Q1.

Figur 3: Foreldsning 2: Méngder €, for nagra n och deras snitt. (Bild: Hania, med KeyNote.)

eftersom méngderna blir allt mindre. Snittet av €2, uppfyller
() 2 ={(z,y) eR*:a”+y> <1}
nezZ+t
som ar en sluten méngd (slutna méngder definieras m.h.a. >, < eller =, 6ppna med > eller <).
Resten av detta kapitel kommer dgnas at att studera vilka ytor i R® som olika linjéra och

kvadratiska ekvationer i z, y, och z ger upphov till. En linjar ekvation i x, y, och z kan skrivas
ax +by+cz=d, a,b,c,déeER och ir, som bekant, ekvationen for ett plan.

Planet z = 0 kallas xy-planet, planet y = 0 kallas xz-planet, och planet z = 0 kallas yz-planet.
Om nagon av variablerna x, y eller z saknas, kommer den motsvarande ytan att vara parallell



med axeln som motsvarar den franvarande variabeln.

Exempel 5. Ekvationen (z + 2)? + (y — 1)2 = 1 motsvaras i R? av en cirkel med centrum i
(—2,1) och radie 1. I R? motsvaras ekvationen av en cylinder som &r parallell med z-axeln.

Skirningspunkten mellan tvi tvidimensionella ytor i R utgor i allménhet en endimensionell
kurva i R? (vi dterkommer till kurvor i kapitel 11 i kursboken).

Exempel 6. Vilka punkter (x,y, 2) loser ekvationssystemet 22 + 3> =4, z = 2?
Ekvationen z2 + 32 = 4 motsvarar en cylinder, och ekvationen z = 2 ett plan. Snittet av dessa
méngder &r en cirkel med radien 2 och med mittpunkten i (0,0,2), i planet z = 2.

Andragradsytor

FEn allmén andragradsekvation i variablerna x och y kan skrivas

Az’ + By  +Cxy+Dx+ Ey+ F =0.

I undantagsfall kan detta uttryck faktoriseras till produkten
(A1z + B1y + C1)(A2z + Bay + C2) = 0.

varvid l6sningarna ges av tva réta linjer. I alla andra fall far vi en sa kallad kvadratisk kurva
eller kdgelsnitt som kommer att vara krokt. det finns fyra olika typer av andragradskurvor. En
irreducibel andragradsekvation i variablerna x och y motsvarar nagon av féljande fyra typer av
kurvor: cirkel, ellips, hyperbel och parabel. Se bilderna pa slutet av anteckningarna.

En allmén andragradsekvation i variablerna x, y och z kan skrivas

Az + By  + C22 + Day+ Exz+ Fyz+ Gz + Hy + 1z + J = 0.

I undantagsfall kan detta uttryck faktoriseras till produkten
(Alx + By + Ciz + D1)<A25I3’ + Boy + Coz + DQ) =0.

varvid l6sningarna ges av tva plan. I alla andra fall far vi en sa kallad kvadratisk yta som kommer
att vara krokt. Det finns sex olika typer av kvadratiska ytor. En irreducibel andragradsekvation
i variablerna x, y och z motsvarar ndgon av foljande sex typer av krokta ytor:

1. Sfar. Ekvationen for en sfar med centrum i punkten (zg, yo, z0) och radie r ar

(z — 20)* + (y — y0)® + (2 — 20)* = r*.

Jamfor med cirkelns ekvation och avstdndsformeln i R3.
2. Cylinder. Ekvationen for en cylinder parallell med z-axeln ges av

(& —20)? + (y —y0)* = 1*.

2 en cylinder som dr parallell med y-axeln osv.

Analogt ér (z — 20)® + (2 — 20)% = r
Ovanstaende cylindrar &r cirkuléra eftersom tvérsnittet ar en cirkel. Men en cylinder kan
ocksa vara elliptisk, parabolisk eller hyperbolisk om tvéarsnittet ar en ellips, parabel eller

hyperbel. Exempelvis #r cylindern y = 22/2 parabolisk och parallell med z—axeln.



3. Kon. Punkterna (z,y, z) pa en kon parallell med z-axeln uppfyller att z-koordinaten ar
proportionell mot radien r = \/z2 + y2, dvs. z = ¢\/22 + y? eller med andra ord

22 =Pz + ).

Konstanten ¢ ger ett matt pa hur snév konen ar. Ovanstaende kon &r cirkulér, men precis
som cylindrar kan koner dven vara elliptiska. Motsvarande ekvation for en elliptisk kon &r

.’E2 y2 2,2

2T e
Om minustecknet placeras framfor nagon av de andra variablerna far vi en kon parallell
med motsvarande axel.

4. Paraboloid. En elliptisk paraboloid kring z-axeln har ekvationen

och en hyperbolisk paraboloid kring z-axeln har ekvationen

552 y2

a2 b2

5. Hyperboloid (2 typer). En hyperboloid

2 2 2
x
Ll
a b2 2

ar antingen en- eller tvAmantlad och har ett elliptiskt tvérsnitt i ett koordinatplan och
ett hyperboliskt tvérsnitt i ett annat koordinatplan.

Se bilderna pa slutet av anteckningarna. De kommer att vara mycket nyttiga som
stod till Lektion 1.

Kvadratiska former

Ett kvadratiskt uttryck i z, y och z kan alltid kvadratkompletteras sa att det inte innehaller
nagra forstagradstermer. Vi ska nu studera det kvarvarande uttrycket mer i detalj.

A D FE T
Ax2+By2+C’z2+2ny+2Exz+2Fyz:(3: Y z) D B F Y
E F C z

Uttrycket i hogerledet kallas den kvadratiska formen for matrisen A. Vi infor foljande begrepp:

Definition 10. A ér positivt definit om ZT A% > 0, V& € R3\ {0}, positivt semidefinit om
FTAT >0, VZeR3\{0} och indefinit om 1 A ¥ antar bade positiva och negativa virden.

Forutom att kvadratiska former kan relateras till olika ytor i rummet, s& kommer de ocksa vara
viktiga vid kassificering av extrempunkter av funktioner av flera variabler. For att avgéra om
en matris ar positivt definit kan vi kvadratkomplettera motsvarande kvadratiska form.

10



11 2
Exempel 7. Visa att matrisen |1 2 3| &r positivt definit. Kvadratkomplettering av mot-
2 3 6

svarande kvadratiska form ger:

22+ 2y% + 622 + 2wy + dzz + 6yz = (m+y+2z)2 —y? — 427 — dyz 4+ 2% + 62° + 6yz
=(x+y+22)2+ P +22+ 2z = (x4 y+22)% + (y+ 2)> + 22
Den kvadratiska formen &r positiv for alla nollskilda val av (z,y,z), sa matrisen ar positivt
definit.

I linjar algebra visas att en matris ar positivt definit om alla dess egenvirden (dvs. tal A\ som
uppfyller A Z = A\Z for nagot &) &r positiva. Man kan dven relatera detta till tecknet pa vissa
determinanter (Sats 8, Kap 10.7 i kursboken).
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Foreliasning 3: Vektorvarda funktioner: parametriska kurvor

En vektorvéird funktion av en variabel med virden i R™, dvs en funktion pa formen t — Z(t) =

(x1(t), z2(t),...,zn(t)) kallas for en n-dimensionell kurva i R™. Fér n = 2 talar man om en
plan kurva, och for n = 3 om en rymdkurva. Variabeln ¢ kallas parameter, och dess defini-
tionsméangd &r vanligen ett intervall pa den reella axeln. Funktionerna xi(t),...,x,(t) kallas

komponentsfunktioner.

y (9 a
f:la,bl > R| y=f(x) , g:[c,d]> R x =g

3/_\\/\‘;)6 X

a b

(th), y(0) = (1, f)), 1 €a,b] (x(0), y(0) = (g(0), t),??ﬁ\,db
,,,,,,,, G _————— - o < _

.
V= [V}, v, 03]

X \

A
S,

(x(), y(t)) = (rcost, rsint), t € [0,27)

X

(x(®), y(0), 2(1)) = (xg + tvy, Yo+ 1vy, 29+ 1V3)

(x(®), y(1)) = (rcos2t, rsin2t), t € [0,7) tER

(x(®), y(£)) = (rcos 1, 7 sin i), t € [0,2xr)
r r

Figur 4: Forelasning 3: Nagra exempel pa parametriska kurvor. (Bild: Hania, med KeyNote.)

Parametern ger upphov till en riktning i vilken kurvan genoml6ps. Som nésta exempel visar,
kan en och samma kurva uttryckas med flera olika parameterframstéllningar (val av funktion
och definitionsméngd).

2 2
Exempel 8. Ellipsen % + y—2 = 1 i planet har parameterframstéllningen x = acos(f), y =
bsin(0) for 6 € [0,27) eftersom det da galler att:

2?2 y?  a?cos?(0)  b?sin?(9)
a? = b? a? + b2
= cos?() +sin?(h) = 1.

Om a = b =r far vi en cirkel. P4 samma siitt inses att cirkeln (z — 3)? 4+ y? = 1 har parame-
terframséllningen @ = 1(1 + cos(6)), y = 3 sin(0) for 6 € [0, 2).

Exempel 9. Avgor vilken kurva som har parameterframséllningen

1 t

-~ y=——"_ teR
Ty YT iie

12



Vi eliminerar parametern ¢. Division av ekvationerna fér x och y ger:

1
2 1 1 2
Ezl%:f = t=24 = 2= s = s
Yy t x 1+<g) 24y
1+ 2 x
2,2 2 2 1\° 9 1
= =0 V zr+y"'=z = zr-z+y"=0 = z—5 +y:1.

Detta &r samma kurva som i exemplet innan. Observera dock att origo inte kommer med om
vi anvinder den andra parametriseringen. Positiva virden pa t ger 6vre halvan av kurvan och
negativa varden pa t ger undre halvan av kurvan.

De plana kurvorna ovan kunde beskrivas med en ekvation i z och y. For att beskriva en rymd-
kurva i parameterfri form krévs ett ekvationssystem med tva ekvationer i z, y och z (varje
ekvation motsvarar en yta i rummet).

Exempel 10. Parametrisera skirningskurvan mellan ytorna
z24+V/1—-22—-942=0 och z+y=1.

Kurvan z + /1 — 22 — y2 = 0 #r undre halvan av enhetssfiren 22 + y? + 22 = 1 (den del som
ligger under zy—planet). Ekvationen x + y = 1 motsvarar ett plan. Vi sitter x = ¢ (y = ¢
fungerar lika bra) och far:

y=l-az=1—t, z=—-/1-a2—y2=—\/1—-t2—(1—-1)?
= —/1—12— (1 =2t +12) = —/2t — 212

Rotuttrycket ar definierat da 2¢(1 — ¢) > 0, vilket intraffar da bade ¢ och (1 — t) &r positi-
va (de kan inte bada vara negativa), dvs. da ¢t € [0,1]. En parameterframstéllning ar alltsa

F(t) = (t,1—t,—/2(A = 1)), t € [0,1].

Foljande metod hjilper ofta hitta en parametrisering av skdrningskurvan () mellan tva ytor.
Metoden fungerar fint om en yta dr plan och en kvadratisk som t.ex. i den rekommenderade
uppgiften Adams 11.3-9 eller som i exemplet nedan. Metoden innehéller féljande steg, vilket vi
sedan illustrerar pa ett konkret exempel:

1. Eliminera variabeln z i en av ekvationerna (ibland blir det béttre att eliminera en annan
variabel). Da reducerar man problemet till tva variabler. Ekvationen i variablerna x och
y beskriver projektionen av kurvan v pa zy-planet. Kalla projektionen +,.

2. Parametrisera den platta kurvan ,, alltsa hitta funktioner x(t) och y(t) sidana att
punkterna (z(t), y(t)) genomléper hela kurvan -, for tog <t < t;.

3. Uttryck z som en funktion av z(¢) och y(¢) m.h.a. de givna ekvationerna. Pa det sattet
far vi z = z(t) och foljande:

(1) = (2(t), y(1), 2(1)), to <t <t

ger oss en parametrisering av kurvan ~.
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Exempel 11. Tillampa steg for steg metoden ovan for att parametrisera skarningskurvan
mellan paraboloiden z = 22 + y? och planet z + z = 2.

1. Eliminera z: z = 2 — x fran planets ekvation. Inséttning i paraboloidens ekvation ger
2 — x = 2% + y%. Kvadratkopletteringen later oss identifiera kurvan:

2—x =2+ & 2’+r+yi=2 & :U—I—1 2—1+y2:§ < x—l—l 2—|—y2:g
2 4 4 2 4

—1,0) och radien 2.

Vi kénner igen kurvan -, som cirkeln med mittpunkten i ( 5

2. Parametrisera den platta kurvan 7,: Den vanligaste parametriseringen for ~, ar

1 3 3
x(t) = -3 + icost, y(t) = isint, t € [0,2m].

3. Uttryck z som en funktion av z(t) och y(¢) m.h.a. de givna ekvationerna:
1 3 5 3
z(t)=2—x(t) =2 — (—2 + 2COSt> =5~ §cost.
Véar parametrisering av kurvan ~ ar alltsé foljande:

r(t) 1+SCOSt 3s’nt > 3cost 0<t<2
=(-z+= —sint, - — = .
2 2 72 22 ’ -

<

ity + h) = F(tg) = (x(tg + h), y(to + 1)) = (x(t), y(t9)) = (x(ty + h) — x(tp), y(ty + h) = ¥(t))

170+ ) = 7l = 1/t + 1) = x(1)? + (g + ) = ¥(19))?

a ) ] b
h+h=1
Foljande tre utsagor &r ekvivalenta:

t— 1

h—0
fy+h =ty

7(a)

lim 7(r) = 7(%,) om och endast om x(t) — x(to)t :tb och y() — y(to)t :t(b

=1

ekvivalent: limx() = x(¢y) och limy(t) = y(t,)
=1

=1

Figur 5: Foreldsning 3: En forklaring varfor griansvirde och kontinuitet for vektorvéirda funktio-
ner undersoks komponentsvis. (Bild: Hania, med KeyNote.)

Om parametern ¢ far beteckna tiden, sa kan 7(t) = (x(t),y(t), 2(t)) tolkas som ldget hos en
partikel vid tiden ¢. Grénsvéirde och kontinuitet for vektorvirda funktioner &r komponentvis.
Se mer forklaring i bilden.
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Om komponentsfunktionerna z(t), y(t), z(t) alla &r deriverbara s& kan vi definiera vektorn

#(0) = Sty = i T )y, 2.
Vi kallar 7/(t) tangentvektorn till kurvan i punkten #(¢). Om 7(t) tolkas som partikelns lage
sd kan 7'(t) tolkas som partikelns hastighet och |7/(t)| som dess fart vid tiden t. Vidare kan
7"(t) = (2"(t),y"(t), 2" (t)) tolkas som partikelns acceleration vid tiden ¢. Se mer forklaring i

bilderna som f6ljer.

F(1) = (x(1), y(1))

(). Y0 71, + h) — (1)

(x(tg + h), y(ty + h))
d @ . Tt +h) = F(ty)

—7(t) = lim
g ) = lim h

F(tp)

2

, (x(ty + h), y(tg + h)) — (x(1), (1)) @ . (g + h) = x(ty), (I + h) — y(1))
lwe h = jim h

origo @ lim (x(to + h) — x(1p) ’ (i + h) — (1)) ) @ (lim x(ty + h) — x(1p) lim (i + h) — (1))
h—0 h h h—0 h h—0 h

= ('(1), y' ()

Figur 6: Foreldasning 3: En forklaring varfor derivering av vektorviarda funktioner sker kompo-
nentsvis: 1. definition av derivatan 7#/(¢), 2. inséttning av komponentsfunktioner x(t) och y(t), 3.
vektor-addition / -subtraktion sker komponentsvis, 4. skalning av vektorer sker komponentsvis,
5. gransvirdet rdknas komponentsvis, 6. derivatans definition fér funktioner z(¢) och y(t). (Bild:
Hania, med KeyNote.)

Precis som for vektorer kan vi definiera skaldr- och vektorprodukt for vektorvirda funktioner.
Foljande sats, som &r en enkel f6ljd av rdknereglerna for derivatan av skaldrvirda funktioner av
en variabel, ger en produktregel for skalar- och vektorprodukter samt f6r en (variabel) skalning.
Observera att alla tre produktregler har identisk konstruktion.

Sats 3. (Theorem 1 i Adams 11.1) Lat u(t) och U(t) vara tva vektorvdirda funktioner i en
variabel och lat A(t) vara en skaldrvard funktion. Da galler:
d

1. —
dt

(U(t) +0(t)) =a'(t) +v'(t) (derivatan av en summa ar summan av derivator)
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(1), y'(19))

(1), y(®) q
A1) = (1), y(1)

F(1) = (X'(0),y'®)

(x(tp), ¥(1))

Ay YO -yl YOyl oy, Y )
Ax  x(t)—x(ty) 1=ty xO)—x(ty)  x()

tana =

Figur 7: Foreldsning 3: En forklaring varfor hastighetsvektorn 7 (tg) = (2'(t0), ¥’ (to)) ar tangent
till kurvan i punkten (x(t9),y(to)). (Bild: Hania, med KeyNote.)

2. %()‘(t)ﬁ(t)) = N(t)u(t) + A(t)d'(t) (produktregeln 1: for en variabel skalning)
J. %(U(t) -0(t)) =a'(t) - 0(t) + u(t) - 0'(t) (produktregeln 2: for skaldrprodukt)

4 %(U(t) x U(t)) =u'(t) x 0(t) + u(t) x T'(t) (produktregeln 3: for kryssprodukt)
2 ‘ (@A) = N@)a' (\(t)) (kedjeregeln; tank héar pa \(t) som ett variabelbyte).

dt
Observera att sista formeln visar att tangentvektorns rikining dr oberoende av val av parameter-
framstallning. (Satsen bevisas m.h.a. respektive regler for envariabelfunktioner, med egenskaper

av operationer pa vektorer, och allt gors komponentsvis.)

Exempel 12. Lat 7(t) vara laget pa en partikel vid tiden ¢. Visa att om kraften pa partikeln
ar parallell med 7(t), sa ar 7/(¢t) x 7(¢t) konstant.
=1

Enligt Newtons andra lag s& géller sambandet ﬁ(t) = m#"(t) mellan en kropps acceleration
7" (t) och kraften F(t) som verkar pa kroppen. I detta fall giller darmed

for ndgon konstant k. Vi undersoker derivatan av 7/(t) x 7(t):

%(F’(t} x 7(t)) = 7" (t) x 7(t) + 7' (t) x 7'(t) = %F(t) x #(t) = 0.

=0 =0

Derivatan av 7/(t) x 7(t) ar alltsa noll, vilket implicerar att funktionen 7’(¢) x 7(t) maste vara
konstant.

Situationen i exemplet géller for planeterna i solsystemet om vi véljer att 1ata solen ligga i origo.
Betrakta nu ett kort tidsintervall h. Arean av den skuggade triangeln i figuren &r, enligt den
geometriska tolkningen av vektorprodukten, lika med
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SIF®R) x F(t)] = ZI7'(t) x 7(t)].

Vi visade i exemplet att vektorn 7/(t) x 7(t) ar
konstant. Arean som Oversveps av en planet i
solsystemet per tidsenhet ar déarfor

lim — - —|(F'(t)h) x 7(t)] = %]F’(t) x 7(t)]

= konstant.

Detta ar Keplers andra lag for planetbanorna i solsystemet. Den hérleddes empiriskt fran pla-
netobservationer i borjan av 1600-talet. Vektorn
tiden &r vinkelrdt mot 7(¢). Detta innebér att 7(¢) maste ligga i ett och samma plan. Detta
ar ocksa en f6ljd av Keplers andra lag som sdger att planetbanorna ar elliptiska. Att elliptiska

banor uppfyller villkoret i exemplet ovan ges av:

7(t) = (acos(kt), bsin(kt)),

=/
7
7" (t) = (—ak? cos(kt), —bk? sin(k

17

(t) x 7(t) ar en konstant vektor som hela

(t) = (—aksin(kt), bk cos(kt))
t)) = —k*7(t).



Foreliasning 4: Vektorvarda funktioner: baglangd

Lat nu 7(t), t € [a, b], vara en tva- eller tredimensionell kurva, vars komponenter ar deriverbara
funktioner. Vi ska bestdmma ldngden av kurvan. Precis som nér vi bestdmde baglingden av en
funktionsgraf, sa delar vi in parameterintervallet i n stycken delintervall: a = tg < t] < t3 <

. < t, = b. Pa varje delintervall [t;_1,t;] kan kurvan approximeras av |7(¢;) — 7(t;—1)|, sa
kurvans langd &r minst:

Z Zn (t;) — 7(ti-1)
i) — T(ti—1
Sp = |T —7’ Z].)|_ - A—t,LAtZ
i=
/ d
sp ar en Riemannsumma som under vissa villkor pa kurvan konvergerar mot integralen / 'd ‘ dt.

Lat nu 7(t) = (x(t),y(t), 2(t)). Da géller

70| = 0./, 0)] = VT 7P+ T

Sa baglingden av av kurva ges av

b
5= / V! ()2 + o ()2 + 2/(t)2dt.

Exempel 13. Bestdm lidngden av kurvan 7(t) = (2cos(t), 2sin(t), %t3/2), t € [0,27]. Kurvan
dr en spiral kring z-axeln som stracks ut allt mer. Dess ldngd ges av:

27
5= / J(C2sin(6)2 + (2cos()? + (£1/2)2dt = / VALt
0

= [2(4“)3/1 = g((4—|—27r)3/2 - 8).

Léngden av en kurva mellan tva punkter ar oberoende av val av parametrisering. Ibland kan det
vara praktiskt att vilja baglingden som parameter for kurvan, dvs. 7(s). Sidan parametrisering
kallas baglangdsparametrisering. For att byta parameter frén den ursprungliga parametern

t till baglangden s utnyttjar vi formeln for baglangden s( f |7/ (7)|dT, ur vilken vi kan 16sa

ut ¢ som funktion av s och sétta 7(¢(s)).

En fordel med att ha bagldngden som parameter ar att:

ds 7 dt 1
N ds |7 (t(s))] ds

vilket innebér att tangentvektorn alltid 4r en enhetsvektor.

Det enklaste exemplet som man inte behdver avancerade teorier for dr foljande parametrisering
av enhetscirkeln med mittpunkten i origo och radien 1. Ett exempel pa en baglingdsparamet-
risering ar
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7: 10, 2m) — R? s.a. 7(t) = (cost, sint).

Léngden for hela kurvan ar lika med 27 och den dr lika med léngden for parametriseringsin-
tervallet. Dessutom dr baglangden mellan punkterna 7(0) = (1,0) och 7(a) = (cos o, sin o) lika
med « radianer. Dessutom &ar farten, alltsa ldngden till hastighetsvektorn, i varje punkt lika
med 1, vilket vi far nér vi anvinder trigettan:

17 @)1 = 11(2' (), 5’ (D] = V(@' ()% + (1 (1)) = V(= sint)? + (cost)? = VI=1.

Parametriseringen 7 : [0, m) — R? sidan att 7(t) = (cos2t, sin2t) &r diremot inte en bag-
langdsparametrisering. Ténk att man hir genomloper cirkeln tva ganger snabbare &n i forra
exemplet. Farten ar da lika med 2 i varje punkt (kedjeregeln!) och bagen mellan startpunkten
och en godtycklig punkt pa kurvan ar tva ganger langre dn parametriseringsintevallet mellan 0
och parametern for slutpunkten pa bagen.

Exempel 14. Kurvan v kan pa parameterform skrivas som

F(t) = (In(1 +t?), In(1 +t~2), V8arctan(t)), te [1,T]

dér T &r en konstant som &r storre dn 1. Baglangdsparametrisera kurvan -.

Losning: vi behover beridkna hastigheten och farten. Hastigheten fas genom att derivera kom-
ponent efter komponent:

1+2° 1412 14+¢2

[ 2t 2071 VB
N1+ 241 1422

och farten ar lingden av hastighetsvektorn:

0 = G+ ), 117, wéarctanm):( I “g)

2
2 \? 2t—1 1\ 2 ) A2 4 4172+ 8 1422
HF’(t)Hz—< )+( )+< VB N _ 4448 1,

142 241 1412 (1+12)2 14262 4

Eftersom t > 0, far vi |7/ (¢)|| = +/||7/(¢)]|2 = 2¢t~! och dérfér s(t) = flt 277 1dr = 21In(t) s4 att

t = e*/2. Vidare, t = 1 motsvarar s = 0 och t = T motsvarar s = 2In(7T’). Svaret ar alltsd att

béaglingdsparametriseringen fér kurvan ar

7(s) = (In(1+€*), In(1 +e~*), V8arctan(e®?)), s € [0,2In(T)].
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Forelasning 5: Funktioner av flera variabler, gransvardet och kon-
tinuitet

Funktioner av flera variabler

Lat D vara en méngd i R™. En funktion av n variabler tilldelar till varje element (x1,...,2,) € D
en punkt f(z1,x2,...,z,) € R. Fallet n = 1 har vi studerat i kursen envariabelanalys. For n = 1
kan funktioner beskrivas geometriskt med grafer. Fér n = 2 och n = 3, som vi frimst kommer
behandla i denna kurs, finns ingen lika bra geometrisk beskrivning av funktioner.

Betrakta fallet n = 2, sa att f ar en funktion av de bada variablerna x och y. Definitionsméngden
D ligger i zy-planet och grafen till f &r den tredimensionella punktméngden

{(z,y,2): z = f(z,y), (x,y) € D}. Grafen till f bildar en yta i rummet uppspénd rakt ovanfor
(eller under, eller delvis si och delvis sa om det finns nollstéllen) definitionsméangden D.

Om funktionen har en symmetri av ndgot slag blir det enklare att rita grafen till denna. Ett
exempel ar radiell symmetri:

Exempel 15. Skissa grafen till funktionen
2, ,2 2,2
= <A4.
flz,y) =n@@” +y7), 0<a2”+y” <4 al = 2n(r)
I zy-planet ges avstindet r till origo av r? =
x? + 32, sa funktionen kan skrivas

fla,y) =In(a? +y?) r
= In(r?)

=2In(r), re (0,2 9 A 6 8

Sa vi far grafen till f genom att rotera grafen

till z = 21In(r) kring z-axeln. 2

Det kan vara svart att rita ytor i 3D pa ett bra sitt. Ett alternativ kan da vara att rita de sa
kallade nivakurvorna f(z,y) = c i zy-planet for olika varden péa konstanten c.

Den resulterande figuren liknar en topografisk karta (h6jdkurvor) éver funktionen. Jamfor dven
vaderkartornas isotermer och isobarer.

Exempel 16. Skissa nivikurvorna till funktionen f(z,y) = In(z? + 3?) for ¢ = {2, 1,0, 1}.
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<

Den radiella symmetrin goér att nivakurvorna
maste vara koncentriska cirklar. Nivakurvan for
¢ = 0 blir enhetscirkeln. ¢ = 1 ger

D
/

\w —— I

l=In(z*>+4y?) = 22+42=e / =
L
= cirkel med radie e ~ 1.65 e <
\w

¢ = —1 och ¢ = —2 ger slutligen

Q
z? + y2 =e ! respektive z? + y2 =e? \
1

Om avstandet mellan c-virdena ar konstant, som i detta exempel, sa betyder glesa nivakurvor
att funktionen férédndras sakta och tdta nivakurvor att funktionen fordndras snabbt, i analogi
med héjdkurvor pa en karta.

Om inget annat anges ar definitionsméangden D till en funktion f av n variabler det storsta

méngd i R™ {6r vilken f(x1,x2,...,2,) ar vildefinierat for alla (z1,z2,...,z,) € D.
Exempel 17. Bestdm definitionsméngden till funktionen f(z,y) =In .
r—=y

TrY > 0. Beroende pa om y
r—=y

x—1y > 0eller om z—y < 0 far vi tva olika fall:

f ar definierad da

z—y>0: $+y>0

r—=y
= z4+y>0 = —-z<y<cz
D D

N x
x

r—y<0: y>0
r—y

= rz4+y<0 = zz<y<-—-z

Olikheten i forsta fallet ar rimlig ndr « > 0 och olikheten i andra fallet dr rimlig ndr < 0.

Betrakta nu fallet n = 3. Grafen bestar da av en fyrdimensionell punktméngd som vi inte kan
visualisera. Vi far i allmédnhet ndja oss med att hitta eventuella symmetrier och skissa funktio-
nens nivaytor f(x,y,z) = c.

Exempel 18. Nivaytorna till funktionen f(x,y,2) = 2 + 2y? + 322 &r koncentriska ellipsoider
med centrum i origo.

21



Gransvarden och kontinuitet

Vi ska nu definiera grinsvirden for vektorvirda funktioner och funktioner av flera variabler.
Alla dessa funktioner kan generellt skrivas som en funktion fran R™ till RP fér nagra positiva
heltal n och p.

Till varje punkt & = (21,22,...,2,) € D C R" ordnar funktionen f ett element
f ( ) € RP. f s komponenter kan skrivas

]F(f) = (fl(.’El,!EQ, s 7mn)af2(mlvx2’ .. 'axn)a .. '7fp(x1ax27 s 7xn))

Om n =1, p > 1 far vi en vektorviard funktion av en variabel (kurva, yta). Omn > 1, p =1
far vi en funktion av flera variabler. For att kunna ta fram en differential- och integralkalkyl
for funktioner fran R™ till RP behover vi en definition av grénsvérde.

Definition 11. Lat f vara en funktion fran R™ till R? med definitionsméngd D och antag att
a ar en inre punkt eller randpunkt till D. Vi sdger da att f har gransvirdet b € RP om det till
varje tal € > 0 finns ett tal § > 0 s& att

F—dl <6 Lo
. = |f(@)-bl<e
S

-

— —

Detta skrivs lim = beller f(Z) — b da & — a.
Tr—a

Man kan fraga sig hur grénsvirdena lim f(®) och lim f;(Z) ér relaterade. Lat darfor § =
r—a r—a
(y1,Y2, .., Yp) € RP och notera at § kan skrivas

—

y=1y1e1+y2e2+ ... +ype, for e; =(1,0,...,0), ea =(0,1,0,...,0), ..., e, =(0,...,0,1)

Triangelolikheten ger |§] = |y1e1+. .. +ypep| < [y1e1| +...+ |ypep| = |ya|+ - ..+ |yp|. Samtidigt

giller forstas |y = \/y% +y5 .yl > JyF =yl for alla j € {1,...,p}. Sammanfattnings-

vis far vi, om vi byter ut ¥ mot f(Z) — b,

f5(E) = bj| < |F(@) = b] < [A1(E) = bal + . + [ fp(F) = by

Detta innbér att lim f( 7) = b precis d& lim f;(Z) = b; for alla j € {1,...,p}.
Z—d

Tr—ad
Grénsvirden for vektorvirda funktioner kan reduceras till grénsvirden av de reellvirda kom-
ponenterna. Detta var anledningen till att vi kunde definiera derivatan av en parametriserad
kurva genom att derivera kurvans komponenter. Under aterstoden av detta kapitel kommer vi
darfor att arbeta med funktioner fran R"™ till R.

Gransvarde och kontinuitet for funktioner fran R" till R

Man kan enkelt bevisa fran definitionen att alla linjéra funktioner f(z,y) = ax + by + ¢ &r kon-
tinuerliga. Dessutom uppfyller gransvirden av funktioner av flera variabler samma rikneregler
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lim  flny)=A
(x. J’)"(xos)’o)

Ve>0 35> 0 Y(x,y) €Dy @), (g yp))< 6 = | d(f(x,y).A) <

Vi kan komma med fs virden godtyckligt néra (e-néra) véirdet 4{om

bara argumenten (x, y) ligger tillrackligt nira (6-nira) punkten (xo, yo)

r—0 = | f(xg+rcosf, y,+rsind)—A| = 0

oavsett 0

Figur 8: Foreldsning 5: Definition av gransvirdet lim, ) (20,40 f (7, y) = A. Oftast (zo,y0) =
(0,0). For trevariabelfunktioner &r definitionen samma, fast d-omgivningar av (xg,yo, 20) ar
Ooppna klot, inte 6ppna cirkelskivor. Man har alltsa &nnu fler vidgar mot punkten, inte bara i
planet, utan ocksa i rummet fran alla hall. (Bild: Hania, med KeyNote.)

som for funktioner av en variabel, vilket leder till en hel massa nya kontinuerliga funktionelr.E
Om lim f(Z) = L och lim ¢(Z) = M, sa géller:
r—a r—a

. fl@) L
51:‘1—I>Iz1‘ig(f) = M#O

lim (f(Z) + g(%)) = L+ M, lim f(2)g(¥) = LM,
Tr—a Tr—a
Om vi dessutom har en envariabelfunktion F': R — R som &r kontinuerlig i ¢t = L, da:
lim F(f(7)) = F(L).
r—a

Den sista regeln ser kanske mindre sjalvklart ut &n de andra, men jag tror att de flesta skulle
anvanda den intuitivt. Hir kommer exempel pa anvindning av reglerna ovan, med f = f(z,y).
Man kan forstas tillimpa dessa regler bara om uttrycket dr bestdmt, for bara i sidana fall kan
man kora insdttning:

L limg ) 05 e +2y+2*) =4-24+2-3+2°=84+6+4=18.
- limg ) (5,2) x2y? =52 .23 =25 .8 = 200.

9
3. Ny y) (32) rs = 525 =1 =1.
4

- img gy (n6) sin% =sing = % Har ar F(t) = sint och f(z,y) = % Funktionen F &r
definierad for alla reella tal, och funktionen f &r definierad Gverallt utanfor x-axeln, ty

dar y = 0. L = lim; ) (r.6) % = - Bilden illustrerar hur sammanséttningen fungerar.

2M.h.a. reglerna 1-4 visar man enkelt att bl.a. polynomfunktioner, rationella funktioner och en hel del andra
ar kontinuerliga; man ska bara akta sig for obestdmda uttryck, men vi lar oss strax hur man kan hantera dessa.
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R2 / R F R fley) ==
(x, y)!/ Y
Fof F(t) = sint

X X
Fof(x,y) = F(f(x,y)) = F(;) = sin N

Figur 9: Forelasning 5: Illustrationen for exemplet for regeln limgz .z F'(f(%)) = F(L). (Bild:
Hania, med KeyNote.)

For funktioner av en variabel skilde vi pa vénster- och hogergrinsviarden beroende pa fran
vilket hall som vi ndrmade oss den punkt i vilken vi ville veta gransvirdet. Om vénster- och
hogergransviardena sammanfoll, sa var de lika med griansvéirdet i punkten. For funktioner av
flera variabler kan vi ndrma oss en viss punkt ldngs odndligt manga kurvor. Vi kan rimligen
inte bestdmma gransvérdet langs var och en av dessa kurvor och kan inte bestdmma grénsviarden
med denna metod. Vi inleder med ett par exempel:

For att visa att ett gransvarde hm f(¥) inte existerar riacker det att hitta tva olika, vil valda
—a

kurvor som gar mot @ och for v1lka f(#) nidrmar sig olika véarden.

Exempel 19. Visa att gransvardet  lim 2&073/ inte existerar.
(@9)—(0,0) 2% + y?

Vi provar med de bada réta linjerna (z,y) = (¢,0) respektive (z,y) = (¢, t).
t-0 t-t 1

Den forsta ger: hII(l] P 0 och den andra ger }1_{1(1) 2rpe 2

Grénsvardena dr olika, s& gréansvirdet kan inte existera. Se illustrationen (pa

. Ty

lim 5, 9
,y)—+(0,0) 7 + y
nésta sida) for ett likadant exempel, dar f(z,y) =
Calculus 3, Topic 10, minuterna 12:30-19:55).

x2 + =, som diskuteras hos Travis (Playlist

Vi tar ett 4&nnu knepigare exempel.

4,2

. . . Ty
Exempel 20. Visa att gransvardet lim ———
P 8 (zy)—(0,0) (z* +y?)?

Vi provar med alla réta linjer (z,y) = (¢, kt) respektive (x,y) = (0,t). Dessa ger:

inte existerar.

t4(kt)? k26 k242
lim £ (kt) i i

e R ) N R

For (z,y) = (0,t) och (x,y) = (¢,0) ar funktionerna identiskt lika med noll. Grénsvérdet &r noll
lings alla rita linjer. Lings parabeln (z,y) = (¢,t?) far vi dock grinsvirdet:
i (L i t8
150 (4 (£2)2)2 10 (264)2

= —, sa gransvardet existerar ej.
47

I fallen d& man far samma griansviarde ldngs olika linjer kan man misstdnka att griansvéirdet
existerar. For att bevisa att det &r fallet, anvidnder man polért koordinatbyte och man visar att
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2xy 0

2xy
roy) = 22 D, = R\[(0.0)) lim ="
fxy) =R\ (e)—(0,0) X2 + 2

x24y?

Vi ndrmar oss origo lings olika végar och fér olika resultat:

im 200y 0
5 - . im = lim —=
lings x-axeln: 0)—0,0) 12+ 02 (1,0)~©0,0) 12
. . 2-0-1 . 0
ldngs y-axeln: lim ——= lim —=0
0.)—=0,0) 02+ 12 (0.0-00) 12
lings diagonal im 20 g 20
ings diagonalen y = x: im = lim =
= € ’ tH—00) 12+ 12 (t.)—(00) 212
. . 2-1- (-0 . —2r* Travis Playlist 3 Topic 10
langs diagonalen y = -x: im ———— = lim =-1 .
(t—0—(00) 24+ (=12 (t.-n—(00) 212 minuterna 12:30—19:55

Slutsats: grinsviirdet i origo existerar ej!

Figur 10: Foreldsning 5: lim, ,y_(0,0) zQZxTny existerar ej. (Bild: Hania, med KeyNote.)

om avstandet mellan origo (eller en annan punkt dar man undersoker gransvirdet, men oftast
ar det origo) och punkter som nérmar sig origo gar mot noll, dd gar &ven avstandet mellan
viardena i dessa punkter och det tilltdnkta griansvirdet mot noll, som i féljande exempel.

Exempel 21. Visa att  lim S 0

(2,9)=(0,0) /22 + 332 B
Vi provar med alla réta linjer (x,y) = (¢, kt) respektive (x,y) = (0,t) och (x,y) = (¢,0) och
kommer i varje fall till grénsvéirdet 0. Det dr dock inget bevis, eftersom det finns ju andra vagar
mot origo, inte enbart de ratlinjiga! For att bevisa att gransvirdet dr lika med 0, gor vi polért
koordinatbyte: x = rcosf, y = rsin 6 och vi ska bevisa (enligt teorin i bilden pa s. R3) att

rcosf -rsinf

lim =0 oavsett 6.
=0 \/(r cos 0)% + 3(r sin 0)2

rcosf - rsinf r2cos@ - siné r2cos@ -siné rcosf -sind

V(rcos0)2 +3(rsin)2  ry/(cos0)2 +3(sin0)2  r/1+2(sin0)2 /14 2(sin0)?
I nast sista steget har vi anvant trigettan i ndmnaren. Nu kan vi visa att uttrycket gar mot noll
da r gar mot noll, och detta oavsett # m.h.a. instdngningssatsen. Vi anvinder ocksd detta att
bade sinus och cosinus &r begrinsade med —1 och 1 och att 2(sin )% > 0:

r| cosf - sin 6| 1"-1.1_7‘
/1423602~ VIF0

Instangningssatsen visar nu att uttrycket gar mot noll da » — 0 och detta oavsett 6.
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Att visa att ett gransvirde existerar ar ofta ganska svart. Ibland kan vi dock reducera problemet
till ett endimensionellt gransvairde.

Exempel 22. Avgor om griansvirdet ( %in%O 0)(3:2 + %) In(2? + y?) existerar och bestim det i
x?y ﬁ b
fallet att det existerar.

Nér (z,9) — (0,0) sa giller t = 22 + y? — 0. Alltsa far vi:

i 2 4142 2 2y 1 B
<x,y%131070)(x +y) In(a® +y°) = lim tln(tg’HT .tol
opita

In(1
Exempel 23. Visa att  lim M

=1féraz>0, y>0.
(z,9)—(0,0) zY + 2393 o Y

Vi kan skriva

In(1 + zy) In(1+zy)  In(1+1)

vy +adys  ay(l+ (ay)?) 1+

(ansétt t = zy)

Vi ser att x och y endast forekommer i kombinationen xy och sétter detta till en ny variabel.
Nér (z,y) — (0,0) sa géller t — 0, och

. In(l+ay) . In(l+4+¢) . In(l+1¢) 1
lim ——== =lim———-+ =1I1im . =1.
(z)—(0,0) Ty + 23y 50 t(t +12) =0 t 142

Med hjéalp av gransvirdesdefinitionen for funktioner fran R™ till R kan vi nu definiera kontinu-
itet. (Fallet R — RP behandlas komponentsvis).

Definition 12. Lat f vara en funktion fran R™ till R med definitionsméngd D. Vi séger att
[ ar kontinuerlig i punkten @ € D om lim f(Z) = f(d). f &r en kontinuerlig funktion om f &r
r—a

kontinuerlig i varje punkt @ € D

Precis som i envariabelanalys, kan man prata om kontinuerliga utvidgningar for tvavariabelfunk-
tioner. Som t.ex. f(z) = % som &r definierad 6verallt utom i noll kan utvidgas kontunuerligt
till hela R om vi ansitter f(0) = 1, men funktioner med olika hoger- och vinstergransvirden
i ndgon punkt inte kan utvidgas till kontinuerliga funktioner. Funktionerna i tva exemplen pa
s. P4 kan inte utvidgas till kontinuerliga funktioner pa hela R?, medan det dr mojligt for funk-
tionerna i tva nésta exemplen, genom anséittning f(0,0) = 0. I sista exemplet ovan: f(0,0) = 1.

Fran rédknereglerna for gransvéirden inses att summan, produkten, och sammanséttningen osv.
av kontinuerliga funktioner &r kontinuerlig. For kontinuerliga funktioner fran R™ till R finns en
motsvarighet till satsen om mellanliggande virden. Motsvarigheten till intervall i R™ &r foljande.

Definition 13. En méngd D C R™ ar en bagvis sammanhdngande mdangd om det for varje par
d,b av punkter i D finns en kontinuerlig funktion # fran [, ] till R™ som uppfyller Z(«) = @,

Z(B) =boch Z(t) € D Vt e [a,f].

Sats 4. Om D C R" dr en bdagvis sammanhdngande mdangd och f: D — RP dr kontinuerlig sd
ar f(D) en bagvis sammanhdngande méangd.
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Forelasning 6: Partiella derivator; tangentplan

Partiella derivator; tangentplantill grafytan z = f(z,y)

Ett enkelt sitt att studera en funktion f(x1,x2,...,2,) av flera variabler dr att undersoka
hur varje variabel for sig paverkar funktionen. Vi fixerar ddrmed alla variabler utom en och
betraktar funktionerna:

f(z1,a0,as,...,a,), flar,x9,a3,...,an), ..., fla1,...,an-1,%n)

Geometriskt innebar detta att vi studerar funktionens beteende langs réta linjer som ar paral-
lella med koordinataxlarna. De n funktionerna ovan &r vanliga funktioner av en variabel och vi
kan definiera deras derivator pa vanligt sitt. Lat nedan €; vara den j:te standardbasvektorn.

Definition 14. Lt d vara en inre punkt i definitionsméngden Dy till en funktion f : R" — R.
Om gransvardet

lim f(5+ hé}) — f(c_i) — Iim f(al, ey G—1, G5 + h, Ajtly-- -y an) — f(al, - ,an)
h—0 h h—0 h

existerar s& sdger vi att f ar partiellt deriverbar med avseende pd variabeln x; i punkten a.

0
Grénsvéirdet betecknas fJ'-(c_i) eller 8—f(d') och kallas den partiella derivatan med avseende pd x;
L

i punkten d.

Om alla partiella derivator f;(@), j € {1,...,n}, existerar si sigs f vara partiellt deriverbar
i d@. De partiella derivatorna kan anvéndas for att definiera funktioner fJ’- vars funktionsvarde i
en punkt ¥ ges av den partiella derivatan f}(7).

Vikommer att syssla mest med partiella derivator for tvavariabelfunktioner f(z,y), eftersom déar
kan man diskutera manga geometriska aspekter och tolkningar, bl.a. tangentplan till grafytan i
punkten (a,b, f(a,b)). I detta fall kan vi skriva om definitionerna fér tva partiella derivator pa
foljande séatt. En partiell derivata med avseende pa (m.a.p.) z och en m.a.p. y i punkten (a,b)
definieras da pa foljande sédtt. Man brukar kalla féréndringen i z-ledet fér h och féréndringen i
y-ledet for k:

0f o fla+hb) - flab) _
95 (@) = fala,b) = lim =g'(a)
0 , . b+ k) — , b ,

oL (00) = fyfan) = g T2 ERZHED )

Observera att dessa &r vanliga derivator fér envariabelfunktioner g(z) = f(z,b) (i z = a) och
h(y) = f(a,y) (i y = b). Dessa ér forstas lutningskoefficienterna for tangentlinjer till kurvor
z = f(x,b) i planet y = b (den réda kurvan i bilden) och z = f(a,y) i planet x = a (den
grona kurvan i bilden), bada i punkten (a, b, f(a,b)). Ett tangentplan (kalla den 1I) till grafytan
z = f(x,y) i punkten (a,b, f(a,b)) definieras som planet som gar genom denna punkt och som
innehaller bada tangentlinjer enligt beskrivningen ovan (den svarta och den vinréda i bilden).
Vi kommer att ta fram ekvationen fér detta plan.
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Planets ekvation pa standardform, alltsa Ax + By + Cz + D = 0, fas genom en normal-
vektor (A, B,C) till planet och en punkt i planet (som ger vérdet for Dg. I vart fall far vi
en normalvektor till planet II som kryssprodukten av riktningsvektorerna# (1,0, f.(a,b)) och

(0,1, f!(a,b)):

]k
10 fi(a,0)] = (=fz(a,), —f5(a,0), 1),
0 1 f(ab)

alltsd ar vektorerna Ni = (—f7(a, b), —fya,b), 1) och Ny = (f.(a,b), fy(a,b), —1) normalvek-
torer till ytan z = f(x,y) i punkten P = (a,b, f(a,b)): den forsta pekar uppat (ty Az =1 > 0)
och den andra nedat (ty Az = —1 < 0). Alla punkter A = (x,y,2) i detta plan uppfyller
villkoret att PA ir vinkelrit mot vektorn ]\_fz, vilket betyder att deras skaldrprodukt ar lika
med noll. Definitionen av skaldrprodukt for tva vektorer v = (v1, ve, v3) och 4 = (uy, uga, ug)
ar ¥ - 4 = viuy + voug + v3ug, och darfor har vi:

A€l & PA-N;=0 & (z—a,y—b, 2z~ f(a,b)-(fi(a,b), fi(ab), —1)=0

(-0 foa, D=0 fy{a.8) -+ F (0,0 =0 & == fla,b)+ 5L (@D)(a—a)+ 5 (@ D)s-b)

vilket ar en standardekvation for tangentplanet II till grafytan z = f(x,y) i punkten (a, b, f(a,b)).

tangent till kurvan z = f (x , b); riktningsvektor (1, 0 , £’(a,b))

A

z
tangent till kurvan z =f(a , y);
riktningsvektor (0, 1, f,’(a,b))

(a. b, f(a, b)):

planet y =5
. : skér grafen till funktionen
e :\ .1 ldngs kurvanz=f(x, b)

-

T planetx =a
<. (anb). - «°  skdr grafen till funktionen
langs kurvan z = f(a , y)

Figur 11: Foreldsning 6: Tangentplan till grafytan z = f(x,y) i punkten (a,b, f(a,b)). (Bild:
Hania, med KeyNote.)

3Varfor dr just dessa riktningsvektorer? Vektorn (1,0, f2(a, b)) ligger i planet y = b dir y &r konstant, alltsa
sker det ingen forandring i y ledet: ddrav Ay = 0 som andra komponenten. Kvoten medan den tredje och den
forsta komponenterna éir lika med derivatan f;(a,b), alltsd kan man t.ex. ta Az = 1 och Az = f;(a,b). Samma
resonemang fors for riktningsvektorn (0,1, f; (a,b)) i planet z = a.
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Exempel 24. Bestim en standardekvation for tangentplanet till grafytan till f(z,y) = —2%—v>

i punkten (1,1, —2). Tangentplanets ekvation ar

_ of of
z = f(a,b) + %(a, b)(x —a) + 8—y(a,b)(y —Db).

Vi behover alla element i ekvationen. Hos oss dr a = 1 och b = 1. Eftersom f(z, y) —x? =y,
ar f(1,1) = —2. De partiella derivatorna: %(ax,y) = —2z, g—i(m,y) = —2y, alltsa 2L (1 1)=-2

T

och g—g(l, 1) = —2, vilket ger tangentplanets ekvation

z2==-2-2xz-1)-2y—-1) <& 224+2y+2z—-2=0.

f(X,)’)= _x2_‘y:2

Figur 12: Foreldsning 6: Tangentplan till grafytan z = —22 — 32 i punkten (1,1, —2). OBS:
planet i bilden &r inte tangentplanet! (Bild: Hania, med KeyNote.)

Vid partiell derivering betraktas alla variabler, utom den man deriverar med avseende pa, som
konstanter. Partiell derivering dr ddrmed egentligen derivering av en funktion av en variabel,
sa samma, deriveringsregler giller som for funktioner av en variabel:

Exempel 25. Bestam f](z,y) och fi(z,y) for f(z,y) = f_ .
rTy
For att bestdmma f{(x,y) betraktar vi y som en konstant och far:
l-(z4+y)—1-x y
!/
z,y) = = )
Men) =Gy ~ v

For att bestamma f4(z, y) betraktar vi x som en konstant och far, med omskrivningen f(z,y) =
(x4 y)~h
x

folx,y) =z(-1)(z+y) (1) = NEETE

Fran ovanstaende exempel ser vi att funktionen f(x,y) &r en 16sning till den partiella differen-
tialekvationen

8f of of . of y x _
Yor TVa = W T, UG, $(<m+y>2)+y(‘<x+y>2)‘
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Man kan faktiskt visa att alla funktioner pa formen f(z,y) = g(£) l6ser den givna partiella
differentialekvationen. Kedjeregeln ger namligen

5 = (3)

z af  of , 1, yy
() (1)1 =g, g, = (o) 9 (3) +v 5o (5) =0

Notera vidare att om en partiellt deriverbar funktion f(z,y) uppfyller f|(z,y) = 0, V(x,y) € R%
sa ar f oberoende av x, dvs. f(z,y) = p(y) for ndgon funktion .

I kursen envariabelanalys visade vi att en deriverbar funktion ar kontinuerlig. En partiellt de-
riverbar funktion av flera variabler behdver dock inte vara kontinuerlig, vilket visas i néasta
exempel.

Exempel 26. Funktionen f ar definierad som f(x,y) = % for (z,y) # (0,0) och som
22 +y

£(0,0) = 0. Funktionen &r partiellt deriverbar utanfér origo, men ocksa i origo eftersom det ar
identiskt lika med noll pa koordinataxlarna. Alltsa géller f1(0,0) = f5(0,0) = 0. Observera att,
for att berdkna partiella derivatorna i (0,0), maste man rikna direkt fran derivatans definition,
eftersom funktionen i origo definieras pa ett annat sétt an for punkterna utanfoér origo:

of £(0+h,0) — £(0,0) £(h,0) =0 h-0 0

e — — lim 2 T lim —— " lim — —
gy (0 0) = limy h hso  h M R 07) A =0
of (0,04 k)— f(0,0) .. f(0,k)—0 0-k .0

gy (00 = Jim p i — SR S SRR

Funktionen ar dock inte kontinuerlig eftersom nér vi ndrmar oss origo ldngs linjen y = x sa far
vi gransvardet

som &r skilt fran funktionsvérdet i origo.

Partiell deriverbarhet ar darfor ingen lamplig flerdimensionell motsvarighet till deriverbarhet i
en variabel och vi hittar nedan (i Foreldsning 6) en battre motsvarighet.

Hogre ordningens derivator

Om de partiella derivatorna av en funktion f av n variabler i sin tur &r partiellt deriverbara, sa
kan vi definiera andra ordningens partiella derivator

O f g (0f " .
= = f 15 1,... .
Ox;j0r;  Ox; <8$z> fi for i, g €{l,...,n} osv
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Exempel 27. Bestim andra ordningens partiella derivator av funktionen f(z,y) = zy+In(zy?)

1 1 1 2

fomy+—-vP=y+—, fi=r+ 5 -2uy=a+"

xy T Yy Yy

ﬁ — f// — _i 82f — f// — 1 a2f — f/l — 1 827f — f// — _3

Ox? e x2’ Oydx Y7 dxoy  YE T Oy? vy Y2

Vi kan aven berédkna tredje ordningens partiella derivator, exempelvis

ﬁ Y/ 3 a3f — M a3f _ o _ a3f — M
Ox3 w37 9x20y yrz " Oxdyox ryx T Oyox? Ty ’

OSV.

I exemplet ovan var de blandade partiella derivatorna f;, och fy lika. Detta ar ingen tillfillig-
het som foljande sats visar

Sats 5. (Schwarz) Ldt f vara en funktion av n variabler med definitionsmdangd D. Om alla
partiella derivator upp till och med ordning k dr kontinuerliga, sa dr alla blandade derivator av
ordning k (tagna m.a.p. samma variabler, fast i olika ordningar) lika.

Beviset &r relativt likt beviset av att en funktion med kontinuerliga partiella derivator ar diffe-
rentierbar och bygger pa medelvirdessatsen (bevis i kursboken). Vi kommer att anvinda denna
sats flera ganger under kursens gang.

Vi introducerar ocksé foljande beteckningar, som ér praktiska (korta!) nér man senare ska skri-
va ner antaganden i olika satser:

Definition 15. Lat f : Q@ — R dér Q C R” dr en 6ppen méngd. (Funktionen f ar alltsa en
funktion av n variabler.) Man siger att:

o faravklass C°iQ om f #r kontinuerlig i . Man skriver ocksa kort f € C°,

o farav klass C! i Q om f &r partiellt deriverbar i 2 och alla partiella derivatorna (som
funktioner av n variabler) #r kontinuerliga i Q. Man skriver ocksd kort f € C*,

o generellt, for k > 2: f édr av klass C* i Q om f ar k ganger partiellt deriverbar i Q och
partiella derivatorna (som funktioner av n variabler) av ordning k &r kontinuerliga i Q.
Man skriver ocksa kort f € C.

Andra ordningens partiella derivator férekommer i manga partiella differentialekvationer (PDE).
En viktig sadan PDE &r Laplaces ekvation

?u  0%u Pu  0Pu  0%u

—+-—=0 iR? respektive —+—+-—=0 iR

Ox? + oy? DXLV Ox? + Oy? + 022
Losningar u(x,y) respektive u(z,y, z) till Laplaces ekvation kallas for harmoniska funktioner.
Laplaces ekvation anvénds for att beskriva system i jdmvikt. Givet att temperaturen pa randen
0D av en kropp ges av en kiand funktion f(z,y) sa kommer temperaturen i kroppens inre u(zx, y)
i jaimvikt att vara losningen till det sa kallade Dirichletproblemet
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ou o
ox2 0y
u(z,y) = f(z,y).

=0

Exempel 28. Lat D = {(z,y) € R? : 1 < 22 4+ 3? < 4} och anta att u(z,y) = 0 pa 22+ 3% =1
samt att u(z,y) = 21n(2) pd 22 +y% = 4.

Dirichletproblemet ovan har l6sningen u(x,y) = In(z? + y?). Vi ser direkt att randvillkoret &r
uppfyllt. Vidare géller

1
/
g . 2
U= a2
2 1 2 4a”
"2 491 .9 = —
Yea = 02 02 + 2a( )(962 T 42)2 22492 (a2 +y2)2
N 0%u n 0%u 2 42 2 4y?
912 T 02 22442 (2432?22 4y’ (22 +y2)2
4 a? + y?

Harmoniska funktioner har manga intressanta egenskaper. Exempelvis antar harmoniska funk-
tioner alltid maximum och minimum pé randen av omradet (rimligt med tanke pa tempera-
turtillimpningen). Vidare ar medelviardet av en harmonisk funktion pa en omgivning N (@, )
eller pa ytan ON (@, ¢) alltid lika med funktionsvirdet i punkten a. Slutligen ar alla begrénsade
harmoniska funktioner definierade pa hela R™ konstanta.

Differentierbarhet

Om en funktion av en variabel dr deriverbar i en punkt a och dar har derivatan f/(a), sa innebér
det att

p(h)

oy LRI _ iy gy (HOED S0 Y

h—0 h h—0 h

Funktionen p(h) ar definierad for alla h # 0 sadana att a +h € Dy, och uppfyller }Lir% p(h) = 0.
%

f ar alltsa deriverbar i punkten a om det finns en konstant A och en funktion p(h) s.a.
fla+h)— f(a) = Ah + p(h)h, dar }llir% p(h) = 0.
—>
Om vi kallar a+ h for z, sa far vi h =z —a och f(x) = f(a)+ f'(a)(z —a) + p(x — a)(z — a), s&

termen p(z — a)(z — a) blir felet vid linjir approximation av funktionen f. Vi utvidgar denna
definition till flera variabler.
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Yy = Af df

funktionsgraf

(x, f(x))

tangentlinjen
€, f(a) +f(a)(x — a))
[ df = f'(a)dx

tx,f(a))

> X

! I

. |

T Al
a X

h=x-—a

Figur 13: Foreldsning 6: Geometrisk tolkning av deriverbarheten i punkten a av en envariabel-
funktion y = f(z). Af beskriver den verkliga skillnaden mellan f(z) och f(a) for en z néra a;
df = f'(a)dz = f’(a)h beskriver den approximativa (linjara!) skillnaden mellan dessa virden.
Deriverbarheten i punkten a innebér att (Af — df)/h — 0 d& h — 0, alltsa att vardena pa
kurvan approximeras mycket bra med virdena pa tangentlinjen.(Bild: Hania, med KeyNote.)

Definition 16. Lit @ vara en inre punkt i definitionsméngden D till en funktion f av n
variabler. Vi siger att f ar differentierbar i punkten @ om det finns konstanter Ay, ..., A, och
en funktion p(h) sadan att

F(@+h) — £(@) = Athi + Ashs + ...+ Aphy, + p(h)|h|  dér lim p(h) = 0.
h—0

Precis som konstanten framfor h i det endimensionella fallet var derivatan f/(a), sa ar konstan-
terna A, ..., A, i det flerdimensionella fallet de partiella derivatorna av f. For att visa detta
kan vi siatta h = te; och far da

fla+te;) — f(@) _ Ajt |£€]]

‘ :T+p(t€j)T—>Aj, dat— 0.

Men enligt definitionen av partiell derivata ar ovanstdende gransvérde lika med f]’(c_i) Alltsa
galler:

Sats 6. En differentierbar funktion dr partiellt deriverbar och Aj = fj'-(c_i), je{l,...,n}.

Sats 7. En differentierbar funktion dr kontinuerlig.

Beuwis.

lim f(@+ h) = £(@) + Lm(Athy + ... + Aphy, + p(h)|R]) = f(@)
h—0 h—0

O
Exempel 29. Visa fran definitionen att f(x,y) = 22+y? édr deriverbar i varje punkt (z,y) € R2.

0 d
Vi berdknar 8—f(;1:, y) = 2x och a—f(ac, y) = 2y. Lat oss ta en godtycklig punkt (x,y) och sma h
T Y
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fla+h,b+k) —f(a,b) =@(a, b)h + f(a, b)19+
\”/ZKT//

= df \ da (k) — (0,0)
0

(x, y, f(x, )

_-*~tangentplang

I
>
1
I
1 S~
I
1
1
I
1
I
1
1

A

Figur 14: Féreldsning 6: OBS: samma férger som i bilden for envariabelfunktionen! Geometrisk
tolkning av deriverbarheten i punkten (a, b) av en tvavariabelfunktion z = f(x,y). Af beskriver
den verkliga skillnaden mellan f(z,y) och f(a,b) fér en (x,y) nira (a,b); df = fL(a,b)dx +
fy(a,b)dy = fi(a,b)h+ f;(a,b)k beskriver den approximativa (linjira!) skillnaden mellan dessa
virden. Deriverbarheten i punkten (a, b) innebéar att (Af—df)/vh? + k?> — 0da (h, k) — (0,0),
alltsa att virdena pa ytan approximeras mycket bra med virdena pa tangentplanet. (Bild: Hania,
med KeyNote.)

och k:
Af=flx+hy+k) - flz,y) =(@+h)?+y+k)?—2"—y* =22h+ 2k + h* + k>

df = gh—l—gk: 2zh + 2yk
oz y

Af —df = (2xh + 2yk + h* + k*) — (22h + 2yk) = h? + k?

Af —df h? + k2
lim ——= lim ———= lim Vh2+k2=0,
(h.k)=(0,0) VA2 + k2 (hk)=(0,0) VRZ + k2 (hk)—(0,0)
vilket betyder att funktionen &r deriverbar i punkten (z,y).
Exempel 30. Hir kommer ett exempel pa en funktion som &r kontinuerlig i origo, men har

inga partiella derivator déar. Detta dr en 3D-motsvarighet till absolutbelopp-funktionen fran en-
variabelanalys (kontinuerlig, men ej deriverbar i noll).
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]

:.=Vx3+_\‘2 f(x,y): \/x2+y2

Skarningen mellan grafytan och xz-planet (y = 0) dr grafen till absolutbelopp:

4

y=0 = z=1x2+0=1x2=x|

Eftersom funktionen f'ér pa formen:

f,y)=gx*+y»), g:R—>R

X

ar grafen en rotationsyta som uppstér nar man roterar kurvan i xz-planet ndmnt ovan kring z-axeln.
Ytan &r mantelytan till en kon. Funktionen &r kontinuerlig i origo, men har inga partiella derivator i origo,
ty funktionerna z = |x| och z = |y] inte dr deriverbara i noll (hdger- och vénsterderivatorna &r olika).

Yy
f(O 0) = lim f(h,0)-0 _ limﬂ existerar ej! i1
h=0 h =0 h

_f(OO)_l fO.0 =0 _ 1kl
k=0 k k-0 k

existerar ¢j!

Figur 15: Forelasning 6: Funktionen f(z,y) = \/22 + y? ar kontinuerlig, men har inga partiella
derivator i origo. (Bild: Hania, med KeyNote.)

Exempel 31. Approximera skillnaden mellan f(2,1) och £(2.01, 1.03) dér f(z,y) = In |2%+2y|.

Den verkliga skillnaden ar svar att berdkna och vi maste anvianda rdknaren. Da far vi
Af = £(2.01, 1.03) — f(2,1) = In|(2.01)® + 2.01 - 1.03| — In6 ~ 0.0182.

Det &r enklare att berdkna differentialen df i stéllet, eftersom vi da blir av med logaritmen och
har bara polynom att hantera, och dessutom med heltals argument. Och vi vet ju att Af = df.

af of 2z +y x
df = =Ld L dy = d dy.
f Ox x+8yy 2+ zy m+x2+xyy

Visitter (z,y) = (2,1) och (dz,dy) = (0.01, 0.03). Da: df = 2-0.01+2-0.03 = 4-0.01 ~ 0.0183.

Definition 17. For partiellt deriverbara funktioner f av n variabler definierar vi gradienten av
f i punkten & som

of of

o £@) = (52 (). 52

—(@),..., (a?’)) (betecknas &ven V f(Z))

Symbolen V heter nabla; ordet betyder 'harpa’ pa grekiska. Gradienten &r ett vektorfalt (en
funktion fran R™ till R™).

Till slut sammanfattning av olika samband mellan begreppen deriverbarhet, partiell deriver-
barhet och kontinuitet for tvavariabelfunktioner. Titta ocksa gérna pa Travis playlist Calculus
3, Topic 12, minuter 30—40.
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far av klass C!

of of

— och — (har kontinuerliga partiella derivator)
ox ay C’>C'o>C*> - DC™
. k . l Adams 12.6
ar kontiuerliga foljd av
Definition 5

Adams 12.6

Adams 12.6
Theorem 4 X
foljd av :
[far deriverbar] Definition 5
Adams 12.6 oy
foljd av X 7=—"
R oo

Definition 5

[ far kontinuerligj

se Exempel 26, 5.28
i Pouyas anteckningar

of Jf

— och — 2=/ 4y

0X ay se Exempel 30, s.33
eXiStCrar i Pouyas anteckningar

Figur 16: Foreldsning 6: Deriverbarhet, partiell deriverbarhet och kontinuitet for

tvavariabel-

funktioner. Implikationen markerad med en guldstjdrna &r praktiskt anvindbar, som t.ex. i
Travis Topic 12, minuter 39-44 (Titta gdrna!). Det ar enklare att visa att partiella derivator
ar kontinuerliga &n att en funktion &r deriverbar (jobbig definition). Och det &r bra att veta att
en funktion &r deriverbar: da vet vi att vi kan approximera dennes virden m.h.a. differentialen.

(Bild: Hania, med KeyNote.)

Jacobianen

For en vektorvird funktion ¥ = f(Z) : R — R™,

y1:f1($17-'-a$n) % %

= fo(z1,...,2Tpn o 1 Tn
v2 = fo(@ ) ar Jacobimatrisen D f(Z) = : :

Ofn  Of

Ym = fm(®1,.. ., Tn) or, Oz,

—

Jacobimatrisen ar alltsa en m X n-matris dér j:te raden i D f(Z) &r V f;(Z).

= 0
Exempel 32. Bestdm Jacobimatrisen till avbildningen {$ r cos(0)

y = rsin(d)
Eftersom
Oz = cos(#), Oz = —rsin(0)
or 90 cos(f) —rsin(6)
far vi Jacobimatrisen ( .
oy . ) oy ) sin(f) rcos(@)
E—sm( ), %—rcos( )

)

Betrakta nu en funktion f : R — R» (som i ovanstaende exempel). For linjara avbildningar
iy = AZ vet vi fran den linjéra algebran att viktiga egenskaper hos avbildningen kan hérledas
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The determinant | Essence of linear algebra, chapter 6
580,098 views

@ 3BluelBrown
P

SUBSCRIBED 1.1M A

Figur 17: Forelasning 6: Lanken mellan det(A) och arean av parallellogrammen genererad av
A:s kolonner. Fran YouTube, 3Bluel Brown.

fran determinanten av matrisen A. Vi ska nu se att determinanten av Jacobiamatrisen kan
ge viktig information om de lokala egenskaperna hos en funktion f. Lat for enkelhetens skull
f :R? — R2. Ponera en rektangel vars horn ligger i

(a1,a2), (a1 +hi,a2), (ar,a2+ha) och (a1 + hi,a2 + ho).
Arean som innesluts av denna rektangel &r hiho. f ordnar rektangelns hérn enligt féljande:

e )

of
(a1 + hi, as) — <f1(a1 +h1,a2)> N filai,a2) + T;(al,ag)hl

9 1
f2(a1 +h17a2) f2(a1,a2) + f2 ((L]_,CLQ)hl

8x1

22!
(a a +h)_> fl(al,a2+h2) - fl(al’a2)+a$2(alaa2)h2
peET falar,a2 + ha)) ~

0
fa(ai,a2) + 8;2(&1,@2)]12

df1 of1
hy 3 ha 3 .
Area ~ 8% a% = hihs ’Df(f)
hi—— ho——
axl axg

s& areaféréindringen av en avbildning ir det(D f(Z)). Jimfér med det(A) for den linjira avbild-
(1,0

ningen ¥ = AZ som avbildar basvektorerna ) och (0,1) pa vektorerna (a,c) och (b,d) (se
bilden pa sidan B7):



Foreliasning 7: Kedjeregeln

Kedjeregeln behovs for att derivera sammansatta funktioner. I envariabelanalys finns det bara
en enda version av kedjeregel, men det finns hur ménga som helst versioner av kedjeregler for
flervariabelfunktioner. Vi kommer att ga igenom nagra viktigaste versioner och lara oss anvinda
dem m.h.a. Jacobianer och m.h.a. diagram som hos Adams.

Version 0 Den endimensionella kedjeregeln for
fog:R-LR-LR

d
sager att %f(g(t)) = f'(g(t))g'(t). Om vi infoér beteckningarna v = f(v), v = g(t), sa kan

kedjeregeln ocksa skrivas

du du dv
M _U L RSR
a  dvat YN

Version G Den mest generella version av kedjeregeln: Med hjélp av Jacobimatrisen kan
kedjeregeln for en sammansatt funktion uttryckas med hjilp an en matrismultiplikation. Lat
=gt :R? = R", och ¥ = f(Z) : R* - R™, s

Fog:RI I, re Ly g

991 991 df1 df1
o ol ) Fral -
pgity=| : . |, Df@=| : .
agn agn 8fm 8fm

D(foq)(t)= Df(g(t)Dg(#)
N——’

Matrismultiplikation

(f o §)(#) &r en funktion fran RY till R™. Enligt kedjeregeln &r i(f_'o 7)i(t)

ot
i(fo i) = =~ 0fi(G(t) Ogr(8) _ 0fi(F(F)) Ogn () - Ofi(3(t)) gn (1)
(1) = = e
at]’ el al'k 8tj al’l 875]- 8.”1,‘” at]’
och detta &ar precis resultatet pa rad ¢ och kolonn j i matrismultiplikationen ovan (i = 1,...,m
och j =1,...,¢, ty produkten av en m x n-matris och en n x g-matris 4r en m X g-matris).

I exemplen nedan kommer vi att anvinda samma beteckningar som ovan i de generella formlerna,
men foljande beteckningar for att illustrera vad funktionerna star for. Da anvéander vi:

e s for en envariabel skaldrfunktion,
e ¥ for en vektorvéird funktion,

o f for en flervariabelfunktion med skaldra vérden,

38



o & for ett variabelbyte i R? eller i R3.

d 0
OBS: pr anvands for derivator till envariabelfunktioner och 2 for flervariabelfunktioner.
T

Version 1: (se F3: del 5 i Sats a pa s. @) med ¢ =1 och n =1 och m = n.

Fos:R—3R -5 R
d -
5 () = &'(1) - 7 (s(1))-
Varfor ar det sa? Eftersom derivering av vektorvirda funktioner sker komponentsvis och kom-
ponentfunktionerna x1,...,x, ir vanliga envariabelfunktioner och fér dem géller den vanliga
envariabel-kedjeregeln. Alltsa, om U(t) = (z1(t),...,zn(t)), dd &r T'(t) = (2} (¢),..., 2} (t)) och
darfor far vi:
d o d d / ’ / / ’ .y
2 (W) = | (@1(s®t))),.., 2 (@a(s(t)) | = (@1(s(t))-5(2), ..., 25 (s(1))-5'(2))) = 5°(£) T (5()).

I det sista steget har vi brutit ut skaliren s'(¢) framfor vektorn samt satt in 0/(s(t)) i.s.f. vek-
torn med derivatorna till komponentfunktionerna, och i det nést sista: tillaimpat den envariabel-
kedjeregeln till komponentfunktionerna. I det hér varianten for kedjeregeln kan man tanka pa
s-funktionen som omparametrisering av kurvan.

Version 2: (se F5: regel 4 pa s. @) med g =nochn=1ochm=1.

Forst generellt. Den endimensionella kedjeregeln kan ocksd anvéndas for partiell derivering av
funktioner av typen f(g(t1,...,t,)), alltsa

fog:R" LR LR

eftersom nér vi deriverar partiellt, sd fixerar vi alla variabler utom en. Alltsa géller, med ¢ =
(t1, ... tn),

8f(g(£))_ / / : %_dﬁ@ . o7
78@ =f (g(t_))gj(ﬂ alternativt ot = 7 8t]’7 u:R" =R

Exempel 33. Uppgift 5 frain Adams 12.3: Nu pa ett konkret exempel och med beteckningar som

0z 0z
aterspeglar karaktéren hos de inblandade funktionerna: berdkna 7 och — dar z = arctan Ly
x x x

Situationen &r foljande:

s=sof:R2 LR 2R,
dar f(z,y) = Y och s(t) = arctan t.
x
Vi berdknar partiella derivatorna av sammanstéllningen z = s o f enligt formlerna:

0z ds Of 0z ds Of

Or  dt Oz’ oy dt Oy’
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som ger

- 5 o (B -2 (B -
or - 1+ (%)2 T2 T ox24y2 2 - 2 +y2 2 - 2 +y2

2
0z 1 11 1 22 1
oy  1+(L)? z 28z 224y’ oz a2+ y?
T

Det ar inte svart, men man maste ldra sig kénna igen situationer ddr man har sammansatta
funktioner.

Exempel 34. Bestdm alla l6sningar till den partiella differentialekvationen

som har formen u(x,y,z) = f(y/2? + y% + 22) (radiell symmetri).
Satt uw = f(r), r = /a2 + y? + 22. Kedjeregeln ger nu:

Ou_dudr o or ou_dudr o or Ou_dudr o or
%_drax_f(r)(‘)x’ 8y_dr8y_f(r)8y’ 8z_draz_f(r)8z

Vidare géller:

8
3|8

BT (av symmetriskél)

2 2 2
= ot by + gt =2l Oy )+ 2f (1) = P = e )

r r r

sa differentialekvationen kan skrivas rf’(r) = f(r), vilket &r en separabel ordinir differentia-
lekvation med losningen

/Cj{: ar In(f(r)) =l(r)+C = f(r)=e""C=Dr.

r

Version 3: med ¢ =1 och m = 1.

Betrakta nu en sammansatt funktion pa formen f(g(t)) = f(g1(t),...,gn(t)), alltsa

fog:R-LR" LR

Kedjeregeln har da foljande utseende:
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Sats 8. Lat f vara en differentierbar funktion pa D C R™ och lat ¢1,...,gn vara deriverbara
funktioner pa ett intervall (a,b). Om g(t) € D for alla t € (a,b), sa ar f(g(t)) deriverbar pd
(a,b) och

%f(ﬁ(t)) = f1F0)g1 () + .- + [ (1)) gn (1)
eller med u = f(v), ¥ = g(t):

du _ Qudv -, Oudvn
dt — Ovy dt 7 Ov, dt

f(g(t+ k) = f(g(1)

2 . Eftersom f &r dif-

Bewvis. Vi undersoker gransvirdet av differenskvoten
ferentierbar, sa vet vi att
n

P+ E) = f@) = 3 R@hi +Rle(B),  dar lim o(F) =0.
i=1 -

Sétt nu & = §(t) och h = gt + k) — G(t), s att T+ h = §(t + k). DA far vi:

k k k

— 4 F(G®) =9 ()

1@ +0) = 1G0) 3 it @@(ﬁ) S e B —a) LG
] i=1

Det aterstar att visa att resttermen gar mot noll d& k£ — 0. Da k — 0 s& &ven h—0

-

(g; deriverbara och ddrmed kontinuerliga) och da &ven ¢(h) — 0. Vidare géller

gt + k) — gt S
_ 1g( 13; g()|_>‘g/1(t)7,..,g;(t)‘zc, sa|k|<p(h)—>0-

??“El

O]

Hela situationen blir betydligt enklare att forstd om vi skriver upp det for n = 2. Och exemp-
let ar viktigt, eftersom har kommer det for forsta gangen plus-tecknet i formeln! Hittills var
allt mycket likt situationen fran envariabelanalys och formlerna var ratt sa intuitiva. Fran och
med nu blir det riktigt nyttigt med bade diagram som hos Adams och med matrismultiplikation.

Exempel 35.

foi:R-5LR2 LR
Vi har z(t) = f(x(t),y(t)). Sammanséttningen ar en vanlig envariabelfunktion och derivatan
berdknas med vanliga metoder. Forst ersiatter vi bara z(t) med f(x(t),y(t)):

2(8) = lim 2t+h) —=0) _ o fel+h)yt+h) - f2@)y@) _

h—0 h h—0 h

och nu tillampar vi en typisk trick med att subtrahera och addera samma sak for att kunna
trolla fram de partiella derivatornas:
f@),y(t+h)) — fz@),y(t))

o JGEE R Y 1)~ @) -
T RS0 h h—0 h -
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och nu kan man tillimpa den vanliga envariabel-kedjeregeln:

= A 0.0) -0 + 500 10 = (50,5 ) - @) = v -

och nu ser vi bade hur plus-tecknet kommer in i bilden OCH hur kedjeregeln kan noteras med
hjalp av matrisprodukt!

d
Exempel 36. Bestam —tf(g(t)) for f(z,y,z) = xz + cosy och
(1) = (sin(t), 2, In(22 +'1)).

Vi kan anvianda kedjeregeln och far da:

%f(i(t)) FGE)9 () + f2(F())ga(t) + f3(5(1))g3(t)
1

=In(t? + 1) cos(t) 4 (—sin(t?))2t + sin(t)

(Q? Y,z )_27 fé(x7yaz):_Siny7 fé(.’fj,y,Z):l']

2t
14+t2°

Vi kan ocksé bestdimma den sammansatta funktionen f(g(¢)) och derivera den som en funktion
av en variabel:

F(g(t)) = (sin(t)) In(t* + 1) + cos(t?)

N % F@(#)) = cos(t) In(t + 1) + sin(t)— 21— — 2t sin(12).

t
t24+1

I exemplet ovan var det mer invecklat att anvinda kedjeregeln. Med hjilp av kedjeregeln kan
vi dock l6sa vissa problem utan att kidnna till bada funktionerna f och g(t) explicit.

Exempel 37. Lat f(x,y) vara en differentierbar funktion som loser differentialekvationen

0
:Ea—f =Yg, i forsta kvadranten. Visa att f &ar konstant pa alla hyperbler xy = c¢ i forsta
€z Y
kvadranten.

I detta fall kinner vi inte f explicit, utan vet bara att f l6ser en viss differentialekvation. Vi
c c

vill veta f pa alla kurvor y = —, x > 0 och sétter darfor f (:E‘, —). Kedjeregeln ger:
x x

ol (0 5) =A@ ) a0 0) () = 5 (ot (=) - S8 (=)

Den givna differentialekvationen ger nu att xf(z,y) — yf5(z,y) = 0, vilket for y = € ger att
x

d
uttrycket i parentesen ovan dr noll. Ddrmed foljer att o f (x, E) = 0 och f &r konstant langs
x x

c

y=-.
X

Version 4: med ¢ =n och n =p och m=1.

Den mer generella kedjeregeln far vi nér g(t) ar en vektorvird funktion av n variabler, dvs.
G0 = (gi(t1, ..., tn), cogp(te, .o ty)), eller:
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fog:R" -Lire Ly R
Genom att kombinera de bada féregaende varianterna av kedjeregeln far vi:
9 ... _ = 09 _ =\ 0g
T (G@#) = AGB) 5 + -+ [(G(H) 5
J

ot ot
eller med u = f(%), ¥ = §(t):
ou Ou Ovy  Ou Ovy %%

= —— =4+ .
8tj 8v1 8tj avg atj avp 8tj

Sa fort som den inre funktionen ar vektorvérd far vi i kedjeregeln en summa med lika manga ter-

mer som dimensionen pa de inre funktionen. Ibland kan beroendet mellan variablerna vara mer

invecklat som i nista exempel. Da ar det praktiskt att anvdnda diagram som i kurslitteraturen®.

for je{l,...,n}, §: R" - RP

Exempel 38. Version 4 med ¢ = 2 = n (och ¢ = 3 = n i bilden pa nésta sidan) och m = 1,
alltsa

fod:R2-2R2 R,
dir @, ett variabelbyte i R?, definieras som: x = x(s,t), y = y(s,t).

7 z

XS0 y) = (.0, ¥(s.0)
s t s t
Figur 18: Foreldsning 7: Kedjeregeln, Version 4 med ¢ = 2 = n och m = 1. Passar perfekt vid
polart koordinatbyte. (Bild: Hania, med KeyNote.)

Derivatan till z = f(x(s,t),y(s,t)) berdknas pa foljande sétt, vilket kan avlisas antingen fran
diagrammet (pa precis samma sétt som man avldser sannolikheterna fran ett likartat utseende
diagram!) eller m.h.a. matrismultiplikationen:

0z 0z Ox 0z Oy 0z 0z Ox 0z Oy

9s 0z s 0y 95 ot 0z 0t "oy ot

of o0
Gradienten till f ar Vf = —f, —f och Jacobianen till ®:
oz’ Oy
oz 0o
Os Ot
Dd =
9y 9y
Js Ot
sa dr derivatan av sammanséattningen lik med matrisprodukten av dessa tva, alltsa:
Oxr Ox

ds Ot
0: 0=\ _ o pe_ (0 OFY (0= 00 0z 0y 0: 0r 0= 0y
0s’ Ot ox’ Oy dy Oy Jdr 0s Oy 0s Ox Ot 0Oy Ot

s Ot

4For ett dnnu mer komplicerat exempel se Adams 12.5, Exempel 7.
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f&,y,2), x=x(a,b,c),y=ya,b,c),z=2za,b,c) C] — 3 —
o
R} = R? EA R SR
W L
(@bc)  (x2) ®(a,b,c) = (x,y,2)
of of ox of dy  of oz
da  Ox da dy da 0z da
0f_af0x+0f0y of 0z o -
ob oxob dyob 0z 0b
dof dfox dfdy dfoz B
dc  oxdc dyodc 0z dc ox  ox  ox
da ob dac
Ja of o
Vfedy=vfpo= | L LI |y oy oy
ox dy 0z da b  dc
0z 0z 0z
oa ob oc |

Figur 19: Foreldsning 7: Kedjeregeln som i Travis T.14, min. 26-28. (Bild: Hania, med KeyNote.)

Exempel 39. Lat f(x,y,v), diar x = g(u,v) och y = h(u,v), sa att f har ett direkt beroende
av variabeln v och tva indirekta beroenden av variabeln w (via funktionerna g och h). Bestdm

0
%f(xa Y, U)'

Figur 20: Foreldsning 7: Kedjeregeln, Exempel @ Det finns tre vigar i diagrammet som leder
till variabeln v. (Bild: Hania, med KeyNote.)

Kedjeregeln ger (se diagrammet!):

g — f! @ / @ !
&Uf(w,yﬂf) - fl(xay7v) By +f2($7yvv) o +f3(.’IJ,y,’U)
~~ ~—~
95(u,v) hiy (u,v)

Den generella kedjeregeln ar ofta anvindbar for att avgora hur olika partiella derivator fordndras
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nir man byter variabler. Exempelvis an man visa att Laplaces ekvation i tva dimensioner

0%u n 0%u 01 oliira koordinater & 0%u N 1 0u n 1 0%u 0
—— + — = 01 poldra koordinater &r — + —— + 5 —5 =
0x?  Oy? P or2  ror 12062
(vilket direkt ger att 21In(r) &r harmonisk).
: : : 0z 0z . .
Exempel 40. Transformera differentialekvationen e + Evi 0 genom att inféra de nya vari-
L Yy

ablerna x = v + v, y = u — v. Los dérefter ekvationen.

1 1
Sambandet mellan (x,y) och (u,v) kan skrivas u = §(az+y) och v = §(x —y). Kedjeregeln ger:

0z 0z Ou 82@ 10z 10z 82_828u 0z Ov 10z 1%

oz Oudr " Ovor 20u 2000 Oy Oudy " ovdy 20u 200

kombinerar vi bada dessa ekvationer far vi:

0= 0z 0Oz <1 0z 187;) (1 0z 18z> 0z 0z _0

“or oy \20u 200) T \20u " 200) T80 T B

med l6sningen z = f(v) = f(z — y) for ndgon envariabelfunktion f € C*.

Exempel 41. Lat f(z,y) vara en kontinuerlig funktion med kontinuerliga partiella férstaderi-
vator. Antag att for alla reella tal ¢t > 0 giller f(tz,ty) = t3f(z,y). Visa att da géller

Figur 21: Foreldsning 7: Kedjeregeln, Exempel @ Det finns tva vigar i diagrammet som leder
till variabeln ¢. (Bild: Hania, med KeyNote.)

Vi anviinder kedjeregeln (se diagrammet!) pa sambandet t3f(z,y) = f(tz,ty) och far da:

32 () = (b ty) = fl(te, t)e + fi(ee )y
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samtidigt géaller

0 o 0 o .
%f(tx,ty) = fi(tz,ty)t och ayf(t:n,ty) = fotx,ty)t sa

T

0 0
%f(tx, ty) + yafyf(tﬂ:, ty) = afi(te, ty)t + yfo(ta, ty)t = t - 32 f(z,y) = 3f(tz, ty).

Till sist nagra anmérkningar om PDE (partiella differentialekvationer). Se ocksa Jonas Méanssons
anteckningar till Foreldsning 6 pé sidorna 4—6.

Har kommer nagra instruktioner angaende 16sning av riktigt enkla PDE:er. Man harleder kom-
plicerade PDE:er till enkla sidana m.h.a. ett lampligt koordinatbyte.

ODE sokes y=y(x)| PDE sokes z=f(x, y) eller w=f(x,,z)
‘=0 0z 0z
Y — =0 ger zZLY) =@ —=0 ger z(xy) =y
ger 0x konstant m.a.p. x !E ay konstant m.a.p. y !
yo=C

bara en konstant funktion dir ¢ : R - R ir deriverbar

diar w : R — R ar deriverbar
har derivatan noll

0%z 0z L 0%z 0z
y”(x)=0 er — =90 er — = I — =0 er — = X
g e ger —=n0) X & Y1 (%)
y)=C  ger ger 2(0Y) =@ Mx+@(y) | ger (%) = (0)y +ysx)
tvé konstanter m.a.p. x ! | tva konstanter m.a.p. y !
Y =Cx+D diar ¢y, ¢, : R = R ér deriv. E diar vy, v, : R = R r deriv.
V(x) = f(x) ger Analysera sjdlva: Jonas Méanssons Forel.4, s.3—4 och Forel. 6, s.4—6.
of
YW =F@  sa | gy 7" f=Jwy)
, v? 0 v?
F)=fx) | fun= Jvdv =5 e efesom (-t @) =v+0=v.

Figur 22: Foreldasning 7: Kedjeregeln, Hur ska man hantera enkla PDE:er; en jamforelse med
ODE:er. (Bild: Hania, med KeyNote.)
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Forelasning 8: Deriverbarhet, tangentplan, gradient, riktnings-
derivator

Differentierbarhet (forts.)

I F6 sade vi att en funktion f(z,y) var differentierbar i en punkt (a,b) om det fanns konstanter
Ay = fi(a,b), Az = f}(a,b) och en funktion p sddan att

f(a+h>b+k) _f(avb) = f{(aa b)h+fé(a7 b)k+ h? +k2p(h7 k)
—_— e

f(a+h) f(@) Arhy Azhg |h|p(R)

dir  lim  p(h,k) = 0. Lat nu x = a+ h, y = b+ k, sa vi far foljande uppskattning av
(h,k)—(0,0)

f(z,y):

f(x,y) = f(a7 b) + f{(a’v b)(x - CL) + fé(% b)(y - b) +Vh?+ ka(hv k)

Tangentens motsvarighet i tva dimensioner blir tangentplanet

2 = fla,b) + fi(a,b)( — a) + fy(a, b)(y — b).

Exempel 42. Bestdm tangentplanet till paraboloiden z = 22 + 2y? i punkten (1,1, 3).

Funktionen f(z,y) = 22 + 2y? ér differentierbar (motivering nedan) och har partiella derivator
fi(z,y) = 2z samt fi(xz,y) = 4y, vilket ger f{(1,1) = 2 och fi(1,1) = 4. Tangentplanet har
saledes ekvationen

z2=342zx—-1)+4(y—-1) = 2z+4y—2=3

Normalvektorn till ett plan med ekvation ax + by + cz = d ar ju (a, b, ¢), sa fran tangentplanets
ekvation f](a,b)x + fi(a,b)y — z = d inses att funktionsytan z = f(x,y) i punkten (a,b, f(a,b))
har normalvektorn

i = (f{(a’ b)7 fé(a’ b)v _1)'
Tangentplanet kan anvindas for att gora linjar approximation av en funktionsyta. Vi aterkom-

mer till detta senare nér vi tar upp Taylorapproximationer av funktioner av flera variabler.

En differentierbar funktion var partiellt deriverbar och kontinuerlig. Foéljande sats ger tillrack-
liga villkor for att en funktion ska vara differentierbar.

Sats 9. Lat f vara en funktion av n variabler med éppen definitonsmdangd D. Om f ar partiellt
deriverbar och de partiella derivatorna f1,..., fl, ar kontinuerliga, sd ar f differentierbar pa D.

Bevis. Vi visar satsen for funktioner av tva variabler och vill uppskatta
f(a+h7b+k) _f(aab)
=fla+h,b+k)— f(a,b+k)+ f(a,b+ k) — f(a,b)

def. a(t)=f(a+t,b+k) def. B(t)=f(a,b+t)
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Medelvardessatsen for funktioner av en variabel ger:

Q
—~
=

|
2

(=)
~

|

= (h—0)a/(01h) = hf](a+ O1h,b+ k)
B(k) — B(0) = (k — 0)5'(62k) = k f3(a, b+ b2k)

for nagra 601,02 € (0,1). Eftersom f] och fi ar kontinuerliga, s& finns det funktioner p;(h, k)
och pa(h, k) som uppfyller

fila+61h,b+ k) = fi(a,b) + p1(h, k) f5(a,b+ 02k) = fi(a,b) + p2(h, k)
dar p1(h,k) — 0 och pa(h, k) — 0 da (h,k) — (0,0) Alltsa far vi

fla+h,b+Ek)— fa,b) = hfi(a,b) + kfy(a,b) + hpi(h, k) + kpa(h, k)
=VR2Fk2p(h,k)

O]

Observera att satsen implicerar att funktionen f(z,y) = 22 + 2y? i Exempel @ ar deriverbar,
ty funktionerna g(z,y) = 2z och h(z,y) = 4y ar kontinuerliga.

Gradient och riktningsderivata

De partiella derivatorna séger var for sig hur en funktion av n variabler forandras langs en rét
linje parallell med négon av koordinataxlarna. Vi vill kunna avgéra hur en funktion fordndras
langs en godtycklig réit linje, dvs. i en godtycklig riktning. Foljande vektor visar sig da vara
anvandbar.

Definition 18. For partiellt deriverbara funktioner f av n variabler definierar vi gradienten av
f i punkten & som

of
8$1

af

grad f(Z) = < (Z), Dg (7) af(:f)) (betecknas &ven V f(¥))

7”.’8,’1},,1

Gradienten ar ett vektorfalt (en funktion fran R™ till R")

Exempel 43. Berikna Vf(%) for f(7) = || = /27 + 3.

De partiella derivatorna ér:

of L 9 2y—1 L1 Z1

——=—(r1+23) 2 20 = —/——ms = =

dry 212 Vai+ax o |7

0

852 = % (av symmetriskal)

sa gradienten blir:

Vi) = () = o) =

2" 1) |7
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(1) = (X' (1), y'(1)) Nivéakurvan f(x , y) = C
kan parametriseras:

VI, (1) = (x(1), y(1))

Foéljande funktion &r konstant pé hela
nivékurvan, alltsd har samma virde (C) for alla ¢

@) = f(x(1), (1))
Darfor ar funktionens derivata noll:

fe,y)=C ') =0

Vi kan rékna derivatan m.h.a. kedjeregeln:

9 9 o 9
0=¢'(n= a—j:x'(l‘) + a—fyl(l‘) = (a—i:’a_i) - (1), YD) = V- F(t)

Frén detta att funktionen f ar konstant pa hela nivdkurvan foljer alltsé att gradienten i varje punkt pa nivakurvan
ar vinkelrdt mot kurvans hastighetsvektor i denna punkt (tva vektorer har skaldrprodukt lika med noll om och
endast om de &r vinkelrita), alltsa dr gradienten i varje punkt normal mot nivikurvan genom punkten!

(P& samma sitt bevisas att gradient till trevariabelfunktion &r i varje punkt vinkelrdt mot nivdytan genom denna
punkt. Detta ger oss en ekvation for tangentplanet till en nivayta.)

Figur 23: Foreldsning 8: En forklaring varfér gradient i varje punkt i definitionsméangden till
f(z,y) ar vinkelrdt mot nivikurvan genom denna punkt, och samma sak fér gradienten och
nivaytor till g(z,y, z). (Bild: Hania, med KeyNote.)

Nivakurvorna till funktionen i exemplet ar cirklar med centrum i origo. Gradienten till funktio-
nen &r alltsa vinkelrdt mot funktionens nivakurvor. Detta giller allmént for funktioner av tva
variabler.

Sats 10. Lat f(x,y) vara en funktion av tva variabler med kontinuerliga partiella derivator.
Om V f(a,b) # (0,0), sa dr V f(a,b) vinkelrdat mot den nivakurva till f som gar genom (a,b).

Bevis. Lat (z(t),y(t)) vara en parametrisering av nivakurvan till f som gar genom (a,b) och
antag att £(0) = a, y(0) = b. For alla ¢ néra noll &r alltsa f(z(t),y(t)) = f(a,b) (fran definition
av nivakurvor &ar alla funktionsvarden langs dem samma, i det hér fallet lika med f(a,b)).
Kedjeregeln (samt detta att derivatan till en konstant funktion &r lika med noll) ger

0 :% (@(t),y(t)) = fi(z(t), ()2 (t) + fo(x(t), y()y'(¢)

= Vf((t),y(t) - (&'(t),y'(t) = 0.

Vektorn (2/(t),y'(t)) ar en tangent till nivikurvorna, si gradienten maste vara vinkelrdt mot
nivakurvan. O

P& samma satt kan man visa att gradienten till en funktion av tre variabler dr vinkelrdt mot
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funktionens nivaytor. Med ett liknande resonemang kan vi ocksa visa att om gradienten av en
funktion men n variabler ar noll i ett omrade s& ar funktionen konstant pa omradet (jAmfor
att om derivatan av en funktion av en variabel dr noll sa &r funktionen konstant). Lat D vara
ett bagvis sammanhéngande omrade och antag att Vf(Z) = 0 for alla Z € D. DA finns det,
for varje par av punkter @,b € D, en deriverbar kurva #(t), sidan att £(0) = @ och #(1) = b.
Déarmed géller:

vilket implicerar:

1. f(Z) ar konstant 2. f(@)= f(b), Vva,beD

Gradienten kan ocksa anvéindas for att bestdmma hur en funktion féréndras ldngs en godtycklig
rat linje £ = @ + t¥ (och inte bara langs koordinataxlarna). Vi antar att || = 1, dvs att linjens
riktningsvektor ar normerad.

Definition 19. Riktningsderivatan av funktionen f i punkten @ i riktningen U, [|0] = 1,
definieras

Daf(@) = fi(@) = tim L@+ = /(@)

= = ] /=
Py ; (V=€) ger fj(a))

Om f &r en tvavariabelfunktion (vilket oftast kommer att vara fallet for oss), da dr riktnings-
vektorn ¥ = (v, v2) och definitionen ser ut pa foljande sitt:
fla+ tv, b+ tva) — f(a,b)

Dyf(a,b) = fi(a,b) = %gr[l) " .

(@ + vy, b+v,)

Figur 24: Foreldsning 8: Illustration till riktningsderivata, vad hénder i definitionsméngden.
(Bild: Hania, med KeyNote.)

Riktningsderivatan uttrycker lutningen fér tangentlinjen i punkten (a, b, f(a, b)) till kurvan som

skéars ut fran funktionsgrafen z = f(z,y) av det vertikala (d.v.s. parallella med z-axeln) planet
genom punkten (a,b) och i riktning med vektorn . Foljande sats tillater oss bade berdkna
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riktningsderivator pa ett enkelt sitt och gora nagra geometriska observationer om funktionens
tillvaxt i olika riktningar:

Sats 11. Om f ar en differentierbar funktion och ¥ s.a. |U] = 1 en given riktning, sd ar

1@ =V f(@) - .

Bevis. Satt ¢(t) = f(d + tv), sa att ¢ beskriver f:s beteende langs linjen @ + t¥. Vi ser att

Fil@) = lim 2 = (0).
Samtidigt ger kedjeregeln:
¢'(t) = fil@+ to)v + ... + fr(@ + tO)v, = V(@ + t0) - T

Ansétter vi t = 0 i ovanstaende formel, sa foljer fL(d) = V f(a) - ¥, vilket skulle bevisas.

Anvander vi Cauchy—SchvvalrzE olikhet pa formeln fér f7(a), sa far vi:
|fz(@)| = [V f(@)- 0] < V@] = V(@)

med likhet precis sa ¥ och V f(a) &r riktade &t samma hall (cos 0 = 1). Riktningsderivatan blir
alltsd som storst i gradientens riktning. Vi kan dra féljande slutsatser:

 En funktion véxer snabbast i riktningen V f(@) och tillvixten &r i denna riktning |V f(@)].

o En funktion avtar snabbast i riktningen —V f(@) (d& d&r o = m och cos @ = —1) och avta-
gandet ar i denna riktning |V f(@)|.

Exempel 44. En riktigt typisk dugga- eller tentauppgift Lt
3
fey) =g
a) I vilken riktning och med vilken fart véixer f(x,y) snabbast i punkten (1,1)?
b) Berikna riktningsderivatan i punkten (1,1) i riktning med vektorn i+ v/3j.

¢) Bestdm ekvationer for tangent- och normallinjerna till nivakurvan f(z,y) =1
i punkten (1,1).

d) Bestam en ekvation for tangentplanet till ytan z = f(x,y) i punkten (1,1,1).

Losning:
Man maste forstas borja med att berdkna gradienten, eftersom den behévs till alla deluppgif-
terna! Observera att funktionen dr sammansatt som i Version 2 i Forelasning 7:

Vi) 6x 6y 6x
€T = — — e
Y Ara2 1992 (14221 42)2 1+ a2+ y2)2
SEller, i R?, formeln @ - ¥ = |i] - |¥] - cos o, déir « &r vinkeln mellan vektorerna @ och @; vi har ju |cosa| < 1
for alla virden pa a. Riktningsvektorns ldngd &r lika med 1, per definition.

’ (—l’, _y)'
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a) Snabbaste tillvaxt sker i riktning med gradienten V f(1,1), alltsa g(—l, -1) = (—%, —
Farten ar lika med langden pa gradientvektorn, alltsa

VAL D] = \/(—§>2 n (—§>2 SENe)

b) Férst maste man normera riktningen: |(1,v/3)| = v/I +3 = 2. Riktningen @ = (%7 @)
Riktningsderivatan:

).

wiN

Daf(l,l)ZVf(l,l)-ﬁ:<_§,_§>,(;ég) 21 2 V3_ 143

¢) Normallinjens riktningsvektor &r gradienten i punkten (eller en godtycklig skalning av
denne, som t.ex. (1,1)), alltsa normallinjen har en parameterekvation:

(r,y) =(1,1)+¢(1,1), teR

eller, i xy-planet: y = x.
Tangentlinjen ar vinkelrdt mot normallinjen, alltsd dennes riktningsvektor dr en god-
tycklig vektor vinkelrdt mot (1, 1), t.ex. (1, —1) och ddrmed en parameterekvation:

(z,y) = (1,1) +t(1,-1), teR.

For att omvandla denna ekvation till (k, m)-ekvationen i i xy-planet, 16ser vi ut ¢ koor-
dinatsvis och jamfoér vardena: * = 1+t och y =1 —+¢ ger x — 1 = 1 — y, alltsd har
tangentlinjen (k, m)-ekvationen i i xy-planet: y = —x 4+ 2. Observera att den verkligen ar
vinkelrdt mot linjen y = x i xy-planet.

d) Tangentplanets ekvation &r z = f(1,1)+ Vf(1,1)- (x — 1,y — 1), alltsd z = 1+ (-2, %) -
(z—1,y—1), alltsd z = 1— 2(z—1) — 2(y— 1). Multiplikation av bida leden med 3 och lite
omorganisering ger foljande ekvation for tangentplanet till grafytan i punkten (1,1,1):

20 +2y+32—-7=0.

2

Exempel 45. Antag att funktionen f(z,y,z) = 5 beskriver temperaturen i ett omra-

z
x? 4+

de i rummet. Antag att vi befinner oss i punkten (1,1,1). Hur férdndras temperaturen da i
riktningen (1,1,1)7 I vilken riktning fordndras temperaturen snabbast och hur stor &r tempe-

raturfordndringen i denna riktning?
Vi deriverar funktionen partiellt for att bestdmma gradienten:

O o2y 2ee 202 OF P Of 22
89:_2( (@ +y7) )2 = (x2+92)?2" oy (2249?22 0z 2?4 y?

2.1-12 2.1-12 2.1 1 1
=ViLLY = (‘(12+12)2’ (124 12)Y 12+12) - <_2’_2’1>'

1
Vektorn (1,1, 1) normeras till —=(1, 1, 1). Riktningsderivatan i denna riktning &r

V3

/ _ L R
f%(l,l,l)(l’ 17 1) - Vf(l, 17 1) \/g(la 17 1) - < 2" 97 1) \/g(la 17 1)
1

(== 1—

1 1+1-1)=0
2 2 -

Sl



sa temperaturen forandras ej i denna riktning. Den maximala temperaturfordndringen sker i

1 1
gradientens riktning, dvs. i riktningen <—2, —5 1). Storleken av denna tillvixt ar

i =|(5-2) = () e () em Tt B

Léas i kursboken om relationen mellan gradienten och tangentplan.

Exempel 46. Bestim en standardekvation for tangentplanet till niviytan till f(z,y, z) = 22 +
y? + 2% genom punkten (1,3,4). Gradienten i punkten &r normal till niviytan (kedjeregeln!
plus att f ar konstant pa nivaytan), alltsa ar tangentplanets ekvation:

i of of
0= %(17374)(1‘ - 1) + @(1’374)(y - 3) + &(17374)('2 - 4)

De partiella derivatornaE:

0 0 0
l(‘rayaz):2w7 a':]yc(:U,y,Z) :2% 8{;(%3/&) :227

ox

alltsa of of o7
ZLa,3.4)=2, ZL(1,3,4) =6, =(1,3,4) =
=2 Fasy-s Fasy-s

vilket ger tangentplanets ekvation

2 —1)+6(y—3)+8(z2—4)=0 < 2x+6y+82—52=0.

Figur 25: Foreldsning 8: Tangentplan till nivaytan till f(z,y, z) = 22 + y? + 22 genom punkten
(1,3,4), alltsd Nag. Nivaytan ar sfaren med mittpunkten i origo och med radien v/26 och nor-
malvektorn till ytan ar lika med gradienten V f(1,3,4) = (2,6,8). (Bild: Hania, med KeyNote.)

5Mycket viktigt! Alla normalvektorer till sfirer med mittpunkten i origo 4r skalningar av ortsvektorn med
slutpunkten déar normalen stélls upp! Har @ = (2,6,8) = 2(1, 3,4).
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Forelasning 9: Inversa- och Implicita funktionssatsen

En mycket teoretisk text om dmnet (optionellt)

Vi sag att gradienten spelar samma roll for funktioner av flera variabler som derivatan for
funktioner av en variabel. Motsvarande for en vektorvird funktion § = f(Z) : R — R™,

= Llyeoos Ty - T1 Tn
vz = fo( ) ar Jacobimatrisen D f (&) = : :

O 00

ym:fm(qjlw"axn) 8«7:‘1 8x’n

Jacobimatrisen &r en m x n-matris dir j:te raden i D f(Z) ér V £i(Z).

Med hjalp av Jacobimatrisen kan kedjeregeln fér en sammansatt funktion uttryckas med hjalp
an en matrismultiplikation. Lat Z = §(f) : R? — R"™, och j = f(Z) : R* — R™s4

g1 g1 df1 of
o o, 92, on.
D&)=| : . i |. DF@=| i .
gn d9n Ofm Ofm
i a—tq R v

D(fog)() = Df(g(t)Dg(#)
ﬁ_/

Matrismultiplikation

(f o §)(#) &r en funktion fran RY till R™. Enligt kedjeregeln &r £(fo 7)i(t)
J

P = Z af:(F() 8gk f) _0fud®) 99:(8) . 0fild(E) Ign (D)

Oz, 0x1 Ot o Oz, Ot
och detta &r precis resultatet pa rad ¢ och kolonn j i matrismultiplikationen ovan (i = 1,...,m
och j =1,...,q, ty produkten av en m X n-matris och en n X g-matris ar en m X g-matris).

—

Definition 20. Determinanten av Jacobimatrisen for en funktion ¥ = f(&) : R™ — R” kallas

OWs-++3Yn) s ibland bara J (7).
O(z1,...,%n)

En linjar avbildning § = AZ &r inverterbar om determinanten av matrisen A ar nollskild. Pa
liknande sétt géller foljande lokala sats for funktioner.

Jacobianen av foch betecknas

Sats 12. Inversa funktionssatsen Lat f R™ — R™ med kontinuerliga partiella derivator i en
omgivning till punkten @ € D(f) Om J(d) # 0, sa finns oppna omgwmngar U och V till @
respektive f(@) sd att funktionen f(Z) dr inverterbar pd U och inversen f~ (&) har kontinuerliga
partiella derivator pa V.

Inversa funktionssatsen sédkerstéller bara att inversen existerar lokalt, &ven om Jacobianen &r
nollskild pa hela definitionsméngden.
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= 5(6
@ = rcos(0) som vi for tillfallet definierar pa 0 < r < 1,

Exempel 47. For avbildningen
y = rsin(f)

0<b< 5%, sé& géller:

J(&) =

cos(0) —r sin(@)’
sin()  rcos(f)
= 1 cos?() — sin(h)(—rsin(8)) = r cos?(#) + rsin®(6)

pa hela definitionsméngden. Inversa funktionssatsen sédkerstéller existens av en lokal invers, men
ingen global invers eftersom (r,0) = (r, 0 + 27).

Observera att identitetsavbildningen har enhetsmatrisen som Jacobimatris och ddrmed Jacobian
1. Alltsa géller:

kedjeregeln produktregeln for determinanter

1 =det(D(f ' o £)(2)) = det(Df 1§D F(&) = "(detDf (7)) (det D f (7))

sa inversens Jacobian dr det inverterade virdet av funktionens Jacobian. Vi sdg i kursen en-
variabelanalys att det finns funktioner F'(x,y) = 0 for vilka vi inte explicit kan 16sa ut y som
en funktion av x. Ett exempel pa detta dr 22 + y? = 1. For de flesta punkter (x,y) pa kurvan
kan vi dock 16sa ut y som funktion av = lokalt. For alla punkter pa kurvan som uppfyller y > 0
galler ju y = V1 — 22 i en omgivning av punkten och for alla punkter som uppfyller y < 0
galler y = —v/1 — 22 i en omgivning. I punkterna (1,0) och (—1,0) kan vi inte ens lokalt skriva
y som funktion av z eftersom kurvan hér &r helt lodrat (dock kan vi skriva z som funktion av
y). Gemensamt for bada dessa punkter ar att Fj(a,b) = 2b = 0 i dessa punkter. Vi har darmed
resonerat oss fram till ett specialfall av implicita funktionssatsen.

Sats 13. Implicita funktionssatsen. Betrakta foljande ekvationssystem

och en punkt P = (ay,...,am,b1,...,by) som uppfyller

&L @y Y1 Yn) =0 ekvationssystemet. Antag att funktionerna F; har konti-

Fy(z1, o @my Y15+, yn) = 0 nuerliga partiella derivator nira P och antag vidare att
o(Fy,..., F
: a((l”n)) dir nollskild i punkten P.
Fo(z1, oy Tm, Y1y oy Yn) =0 Yo -5 ln
Da kan vi losa ut yy,...,yn som funktioner av x1,...,Tpm, dvs. y1 = fi(x1,...,Zm), ., Yn =
fa(x1, ... 2m) @ en omgivning till punkten (by, ..., by).

sin(z +y) +sin(y+2)+2=0
cos(z+y)+cos(y+z2)+y—2=0
vationer och tre variabler. Systemet satisfieras av punkten (0, 0,0). Kan x och y lésas ut explicit
som funktion av 27

Exempel 48. Betrakta ekvationssystemet { med tva ek-

A(F,G)
d(z,y)

Enligt Implicita funktionssatsen bor vi underséka Jacobianen i (0,0,0) och berédknar

déarfor de partiella derivatorna for funktioner
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F(z,y,z) =sin(x +y) +sin(y+ 2) + z och G(x,y,z) =cos(x +y)+cos(y+ 2z) +y —2:

oF

%:cos(:v+y),
20 = —sin(az +y)
5y — s +y),
I(F,G) F ﬂ
= = =1#£0
d(z,y) (0,0,0) 0 1

OF
y
oG
y

= cos(z + y) + cos(y + 2),

= —sin(x +y) —sin(y + 2) + 1

Det finns alltsa funktioner f; och fo sddana att z = fi(z) och y = fa(z) i en omgivning av
punkten (z,y) = (0,0). OBS: geometriskt motsvarar detta att skdrningsmangden till tva ytor
som beskrivs med ekvationerna F(z,y,z) = 0 och G(z,y,z) = 0 i omgivningen av punkten

(0,0,0) &r en kurva som kan parametriseras med variabeln z.

For att bestdmma derivatorna av funktionerna f; och fo kan vi derivera ekvationssystemet
implicit (tdnk = z(z) och y = y(z)) med avseende pa z:

dx
cos(z + y) (dz +
dx
dz

de  _d
i S

d dz
|20

dz

r=y=2z=0=

Vi hade lika gédrna kunnat 16sa ut  och z som funktion av y.

dy
dz

—sin(z +y) < +2

o6

d d
y) —sin(y + z) <di+1
d
o
= @:0
dz

d
)—i—cos(y—i—z) <di+1>+1_0

dy



En mycket praktisk text om dmnet (ingar i kursen)

Eftersom den Implicita Funktionssatsen ser vildigt abstrakt ut, kommer jag att beskriva de
mest anvianda varianterna av satsen, med konkreta formler och en geometrisk tolkning, och
med en motivering. Det réacker att ldsa bara denna delen om man inte vill férdjupa sig i den

generella teorin. Vi kan borja med féljande tabell:

Anders Holst, Matematikcentrum

Funktioner fran R” till R™

Funktioner mellan olika rum (en, tvé, tre dimensioner) illustreras grafiskt pa vildigt olika sdtt. Som en sammanfattning for att fi Gverblick kan du
anvinda tabellen nedan. Fyll gérna i tabellen med en rad motsvarande nagot tillimpat exempel.

http://www.maths.lth.se/matematiklth/personal/ah/flerdim09.html

Funktion | Graf Definitionsmingd ett Funktionsvirde dr | Virdeméingd Vanlig illustration

fran, till

R—R Funktionskurva i R? | Intervall eller annan delméngd av R | Reellt tal Intervall eller annan | Grafen, dvs kurva

(eller hela R) delméingd av R
RZ—R Funktionsyta i R3 Delmiingd av R?, t ex inre av cirkel- | Reellt tal Intervall eller annan | Alt 1: Grafen, dvs yta
skiva, rektangel eller hela planet delméngd av R Alt 2: Nivakurvor i R?
R®— R Tredimensionell Delmiingd av R? (eller hela R%) Reellt tal Intervall eller annan | Nivaytor i R?
“hyperyta” i R? delméngd av R
R — RZ kurva i R® Intervall eller annan delméngd av R | Punkt (eller vektor) i R? | Kurva i R? Viardeméngden,
(eller hela R) dvs kurva i R?
R — R3 "Hyperkurva” i R? Intervall eller annan delmingd av R | Punkt (eller vektor) i R? | Kurva i R? Virdemingden,
(eller hela R) dvs kurva i R?

RZ— R? | Delmingd av R* Delmingd av R? (eller hela R?) Vektor (eller punkt) i R? | Delmingd av R? Som karta Gver def-
omradet med pilar
utsatta i olika punk-
ter. Tank pa vindan-
givelser pa viderkarta

Figur 26: Hur man kan visualisera olika sorters funktioner. Beskrivningen kommer fran Anders

Holst (lanken i bilden).

Viktiga begrepp och procedurer fér dagens teori:

e oberoende och beroende variabler,

o samband mellan variabler: explicit (dir en eller flera variabel ar uttryckt eller uttryckta
som en funktion av en eller flera variabler) versus implicit (dér variablerna hénger ihop
m.h.a. en ekvation, t.ex. 22 + y? + 3sinz = 5),

e implicit derivering,

o kedjeregler (olika varianter),

¢ losningsmetoder for linjara ekvationssystem.

I delen Fallbeskrivning visar jag den geometriska tolkningen fér varje variant av satsen. 1
delen Derivatan och villkoret skriver jag formlerna (satsens tes). I delen Motivering m.h.a.
implicit derivering och kedjeregeln visar jag hur man hérleder formlerna ovan och under
vilka villkor dessa géller. I delen Satsens antaganden och tes formulerar jag hela satsen, och
sedan kommer det ett konkret exempel.
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Variant 1

« Fallbeskrivning: Vi har tva variabler (z och y) och en ekvation F'(z,y) = 0 ddr F &r
kontinuerligt deriverbar. Sambandet mellan variablerna ar implicit. Losningsméngden till
ekvationen vanligtvis beskriver en kurva i R%2. Man kan se pa den som pa en nivakurva
till en tvavariabelfunktion av klass C!, alltsd F : R? — R. Fragan ér kring vilka punkter
(20, y0) pa kurvan vi har ett explicit samband, alltsa kan y 16sas ut som en funktion av
x (eller tvirt om, men hér kor vi bara pa ett sitt), d.v.s. y = y(x). Har blir det en vanlig
envariabelfunktion med oberoende variabeln x och beroende variabeln .

x Derivatan och villkoret: Villkoret ar att uttrycket i ndmnaren maste vara nollskild i
en viss omgivning av punkten vi undersoker:

, 8—F(:U,y) Fx(x7y)
— ulz ) = — ox = — .
y=y(x), () L(ry)  Fylz,y)

Derivatan hér ar en vanlig envariabelderivata.

* Motivering m.h.a. implicit derivering och kedjeregeln: Lat oss anta att man kan
16sa ut y som en funktion av x i en viss omgivning av en punkt p& kurvan. Vi har alltsa
y = y(z) och i en viss omgivning av punkten

F(a,y(x)) = 0.

Vi har bara en oberoende variabel hér, x, och ddarmed har vi en envariabelfunktion som
ar konstant i en viss omgivning av den undersokta punkten. Derivatan till den konstanta
funktionen ar lika med 0. Vi tillampar nu implicit derivering och kedjeregeln:

F

Y

x Y

X

Figur 27: Foreldsning 9: Kedjeregeln for Variant 1. (Bild: Hania, med KeyNote.)

0= L (Flay@) = 5(w) + 5w @) > @)=,

forutsatt att Fy(z,y) # 0 och F(z,y(x)) = 0.

x Satsens antaganden och tes: Vad den forsta varianten av den Implicita funktions-
satsen sager dr att om F(x,y) har kontinuerliga partiella derivator, F'(xg,yp) = 0 och
dessutom Fy(xo,yo) # 0, da finns det en viss omgivning av punkten (zg, o) och kontinu-
erligt deriverbar funktion y = y(z) sadan att y(zp) = yo och F(z,y(z)) = 0 i omgivningen.
Derivatan till denna funktion beréknas med formeln:

y/(.T) — _Fx(az,y)

Fy (CC, y)

+ Ett exempel: Ekvationen 22 + 32 = 1 ger ett explicit samband y = y(z) i varje 6ppen
omgivning som inte innehaller punkten (—1,0) eller (1,0). Detta inser man ocksa utan
teorier, eftersom man kénner igen kurvan som enhetscirkeln och bagarna kan uttryckas

som y(z) = V1 — 22 (den 6vre halvcirkeln) eller y(z) = —v/1 — 22 (den nedre).

o8



Variant 2

* Fallbeskrivning: Vi har tre variabler (z, y och z) och en ekvation F(z,y,2) =0 dir F
ar kontinuerligt deriverbar. Sambandet mellan variablerna ar implicit. Losningsméngden
till ekvationen vanligtvis beskriver en yta i R3. Man kan se pa den som pa en nivayta
till en trevariabelfunktion av klass C, alltsa F : R? — R. Fragan ér kring vilka punkter
(20,0, 20) Pa ytan vi har ett explicit samband, alltsd kan z 16sas ut som en funktion
av x och y (eller y = y(z,2) eller z = x(y, z), men hir kor vi bara pa ett sitt), d.v.s.
z = z(x,y). Har blir det en vanlig tvavariabelfunktion med oberoende variablerna x
och y och beroende variabeln z.

* Derivatan och villkoret: Villkoret ar att uttrycket i ndmnaren maéaste vara nollskild i
en viss omgivning av punkten vi undersoker:

% B _%—g(x,y, 2) B _Fx(x,y, 2) 0z %(%97 z) Fy(z,y, z)
or  9F

z = z(x,y),

0z (i’,y,Z) FZ(.’E,y,Z)’ @__%(x,y,z) Fz(x,y,z)

Har har vi tva partiella derivator, eftersom vi har en tvavariabelfunktion.

x Motivering m.h.a. implicit derivering och kedjeregeln: Lat oss anta att man kan
16sa ut z som en funktion av x och y i en viss omgivning av en punkt pa ytan. Vi har
alltsa z = z(x,y) och i en viss omgivning av punkten

F(x,y,z(z,y)) =0.

Vi har tva oberoende variabler hér, x och y, och ddrmed har vi en tvavariabelfunktion som
ar konstant i en viss omgivning av den understkta punkten. Gradienten till den konstanta
funktionen r lika med 0. Vi tillimpar nu implicit derivering och kedjeregeln (tdnk héar
att % =1, % =1 och % =0, g—’; = 0, eftersom z och y &r tva oberoende variabler):

AT
Y x/\y

Figur 28: Foreldsning 9: Kedjeregeln for Variant 2. (Bild: Hania, med KeyNote.)

Fy(z,y,
0= gi,;(F(my, A2,y)) = Fo(,y,2) + Fo@,y,2) - 20 = 2= _Fzgz, z 3
) Fy(z,y,2)
0= @(F(x,y, 2(x,y) = Fy(z,y,2) + Fa(x,y,2) - 2y = 2zy= _FZ(w,y, z)’

forutsatt att Fz(l‘ayv Z) 7£ 0 och F(:E,y,Z(IE,y)) =0.

* Satsens antaganden och tes: Vad den andra varianten av den Implicita funktionssatsen
sdger ar att om F'(z,y,z) har kontinuerliga partiella derivator, F'(zg,yo,z0) = 0 och
dessutom

F.(x0,y0,20) # 0,
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da finns det en viss omgivning av punkten (zg,yo,20) och en kontinuerligt deriverbar
funktion z = z(z,y) sddan att z(xg,yo) = 20 och F(z,y,z(x,y)) = 0 i omgivningen. De
partiella derivatorna z, och z, till denna funktion beréknas med formlerna:

0z Fy(z,y,2) 0z Fy(x,y,z)

or  F.(x,y,2) oy F.(z,y,2)

+ Ett exempel: Visa att ekvationen 23 — xyz? + 23 + 3 = 0 for (z,y, 2) i en omgivning av
punkten (1, —1, —2) definierar z som en C*°-funktion (oéndligt méanga ganger deriverbar)

z = z(x,y) av variabler z och y, sadan att z(1,—1) = —2. Berékna dven Vz(1,—1).
Losning: Lat F(z,y,2) = 2% — xyz? + 23 + 3. Vi har da F(1,—-1,-2) = 0. Partiella
derivatorna:

Fy, = 32% — y22, F,= —z22, F, = —2zyz + 322,
Eftersom F,(1,—1,-2) = —2-1-(=1)-(=2) +3-(=2)?> = 8 # 0 och F(w,y,z) ir C®

(ett polynom har kontinuerliga partiella derivator av alla ordningar), foljer existensen av
z = z(z,y) i en omgivning av punkten (1, —1, —2) ur implicita funktionssatsen. Satsen ger
ocksa virden pa de partiella derivatorna av z i punkten (1,—1):

0z F,(1,-1,-2) 7 2 F,(1,-1,-2) -4 1

oz Y F,(1,-1,-2) 8’ ay( 1) F.(1,-1,-2) g 2

alltsé &r gradienten Vz(1,—1) = (=%, 3).

Variant 3

« Fallbeskrivning: Vi har tre variabler (z, y och z) och tva ekvationer F(z,y,z) =0 och
G(z,y,z) =0, dér F och G &r kontinuerligt deriverbara. Sambandet mellan variablerna &r

F(z,y,2)=0

G(x,y,2) =0

en kurva i R?. Man kan se pa den som pa skirningskurvan till niviytor till tva trevari-
abelfunktioner av klass C!, alltsd F, G : R® — R. Fragan #r kring vilka punkter (o, yo, 20)
pa kurvan vi har ett explicit samband, alltsd kan kurvan parametriseras med variabeln x
(eller y eller z, men hér kor vi bara pa ett séittﬂ), d.v.s. #(x) = (x,y(z), z(x)). Har blir det
en vektorviard funktion med oberoende variabeln x och beroende variablerna y och z.

implicit. Losningsméngden till ekvationssystemet: { vanligtvis beskriver

* Derivatan och villkoret: Villkoret ar att uttrycket i ndmnaren maste vara nollskild i
en viss omgivning av punkten vi undersoker:

o(FG) A(F,Q) 9F  OF
= IFG)’ 3(F,G) 9
z = z(x) 3.2) )] (z,z) ?Tg %g

etc ar Jacobiandeterminanter. Har har vi tva envariabelderivator, eftersom komponenterna
av en vektorvird funktion dr envariabelfunktioner (och deriveringen sker komponentsvis).

"Se Exempel @ dar vi i stdllet parametriserar saidan skarningskurva med variabeln z.
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Figur 29: Foreldsning 9: Kedjeregeln for Variant 3. (Bild: Hania, med KeyNote.)

x Motivering m.h.a. implicit derivering och kedjeregeln: Lat oss anta att man kan
16sa ut y och z som funktioner av x i en viss omgivning av en punkt pa kurvan. Vi har
alltsa y = y(x), z = z(z) och i en viss omgivning av punkten

Fla,y(z),2(2) =0,  G(z,y(x), 2(x)) = 0.

Vi har en oberoende variabel har, x, och ddrmed har vi tva envariabelfunktioner som &r
konstanta i en viss omgivning av den undersokta punkten. Derivatorna till de konstanta
funktionerna &ar lika med 0. Vi tillimpar nu implicit derivering och kedjeregeln enligt
diagrammet i bilden (ténk att de yttre derivator ar partiella och de inre vanliga!):

F=EMWWM@D+%WM@%@%M@+E@M@d@%ﬂ@

0= Ga(z,y(2), 2(2)) + Gy(2,y(2), 2(2)) - ' (2) + G- (2, y(2), 2(2)) - 2'(2)

forutsatt att det gar att losa ekvationssystemet och att F'(x,y(z),2(z)) = 0 och
G(z,y(x),z(x)) = 0. Observera att ekvationssystemet &r ett 2 x 2-system med obekanta
y'(x) och 2/(x). Ekvationssystemet kan skrivas pa matrisform som:

& el -1

Losningen till detta ekvationssystemet ges generelltE av (tdnk: invers matris! I formeln
tar man forstas invers av determinanten; forutsédttningen for inverterbarheten &r nollskild

determinant.):
e A I AR I R L

Tar vi detta komponentsvis (matrismultiplikation!), da far vi:

F, F.
G, G.

A(F,Q) o(G)
yon GLF,—F.Gy, 3z iy FGe—F.G, 3y
Y z 0(y,z) v * (y,2)

G, G. G, G.

*x Satsens antaganden och tes: Vad den tredje varianten av den Implicita funktions-
satsen sidger dr att om F(x,y,z) och G(z,y,z) har kontinuerliga partiella derivator,
F(zg,y0,20) = 0 och G(z0,yo,20) = 0 och dessutom

a(F,G)
Ny, 2)

# 0,

(0,40,20)

_ Fy FZ
-G, G.

(20,Y0,20)

80m du inte minns teorin for linjira ekvationssystem fran linjar algebra, ska du veta att det inte riktigt
behovs: 2 x 2-system dr ju mycket enkla att 16sa med metoderna som pa gymnasiet!
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da finns det en viss omgivning av punkten (zg, yo, z0) och kontinuerligt deriverbara funk-
tioner y = y(z) och z = z(z) saddana att y(zo) = yo, 2(x0) = 20 och F(x,y(x),z(z)) =0
och G(z,y(z),z(x)) = 0 i omgivningen. Derivatorna till dessa tva funktioner beréknas
med formlerna:

o(F,G) I(F,G)

o(z,z o(y,x
V@ = —3re @)= i

A(y,z) A(y,2)

x Ett exempel: Exempel @

Dessa tre varianter forekommer ibland i tentauppgifter (som en deluppgift att motivera att na-
gon eller nagra funktioner existerar, och ibland &dven for att berdkna deras derivator). Formlerna
ser lite komplicerade ut, men man kan alltid harleda dem i konkreta fall m.h.a. implicit derive-
ring. I konkreta fall &r det mycket enklare &n i de generella fallen. Se t.ex. tentan 20051209
uppgift 3 som léses utan teorin, utan man deriverar implicit och far ut detta som ska fés ut.

Variant 4 har inte nagon sjalvklar geometrisk tolkning, och tas bara upp for att man kan anvén-
da den for att bevisa den Inversa funktionssatsen (som kommer att behévas pa F17 till direkt
substitution vid dubbelintegraler; se exemplet pa sidan @)

Variant 4 (rekommenderad uppgift 26 fran Adams 12.8)

« Fallbeskrivning: Vi har fyra variabler (z, y och u, v) och tva ekvationer F(z,y,u,v) =0

och G(z,y,u,v) =0, dir F och G ar kontinuerligt deriverbara. Sambandet mellan variab-
F(z,y,u,v) =0
G(z,y,u,v) =0
och y kan 16sas ut som funktioner av u och v, alltsd om vi har féljande variabelbyte fran
R? till R?%:

lerna ar implicit. Vi har ett ekvationssystem: { och vi vill veta om z

*x Derivatan och villkoret: Villkoret dr att uttrycket i nimnaren méste vara nollskild i
en viss omgivning av punkten (zg, yo, uo, vo) vi undersoker:

A(F,G) Fu By

{x = z(u,v) Az,y) _ awe) _ |Gu Go
B - AWFG)

y =y(u,v) 0(u,v) a((z,y)) Fa By

G. G,

(Jacobiandeterminanter!) Hiir har vi en funktion @ : R? — R? och dérfor uttrycks deriva-
tan med Jacobianen.

x Motivering m.h.a. implicit derivering och kedjeregeln: Lat oss anta att man kan
16sa ut x och y som funktioner av w och v i en viss omgivning av punkten xg, yo, ug, vo.
Vi har alltsd x = z(u,v), y = y(u,v) och i en viss omgivning av punkten

F(x(u,v),y(u,v),u,v) =0, G(z(u,v),y(u,v),u,v) = 0.
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Figur 30: Foreldsning 9: Kedjeregeln for Variant 4. (Bild: Hania, med KeyNote.)

Vi har tva oberoende variabler hir, v och v, och ddrmed har vi tva tvavariabelfunktioner
som &ar konstanta i en viss omgivning av den undersokta punkten. Gradienterna till de
konstanta funktionerna ir lika med 0. Vi tillampar nu implicit derivering och kedjeregeln
enligt diagrammet i bilden (tdnk att alla derivatorna hér &r partiella!). Derivering av den

forsta ekvationen m.a.p. u och v i tur och ordning ger (ténk att, eftersom w och v &ar tva

i i ou _ = v Ou _ 1 = Ovy.
oberoende variabler, vi har 5 =0 = 32 och g =1= 9°):

_OF 9z, OF dy | OF

{0_8:5 8u+8y 3u+8u
_OF Oz OF Oy | OF
0= 8v+8y +

Oz v

Derivering av den andra ekvationen m.a.p. u och v i tur och ordning ger:

_0G 0z | 9G  dy | G
{O_B:Jc 8u+8y 8u+8u

0
44l

_ 0G Oz oG
0=9C. 9z o0

o dy v

Vi formar tva 2 x 2-ekvationssystem med obekanta x, och y, (det forsta; format fran tva
forsta ekvationer i ES ovan) och z, och y, (det andra):

Fx'xu+Fy'yu:_Fu Fx'xv_"Fy'yv:_Fv
Gm'$u+Gy'yu:_Gu Gm'x'u"i_Gy'yv:_Gv

som kan skrivas pa matrisform:

o Il v R - A

vilka kan skrivas tillsammans pa matrisform:

[Fx Fy] ' [wu xv} L {Fu Fv]
GI Gy yu yy Gu G’U
Nu anvinder vi tva regler fran linjar algebra:

a) A-B=C = detA-detB=detC
b) det(—A) = det(A) for 2 x 2-matriser.

=]

Dessa tva regler tillsammans ger oss foljande slutsats:

F, Fy
Ty To| ‘Gu Gv
myUWQ E,
G: Gy
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* Satsens antaganden och tes: Vad den fjarde varianten av den Implicita funktions-
satsen sager ar att om F(z,y,u,v) och G(z,y,u,v) har kontinuerliga partiella derivator,
F(z0,y0,u0,v0) = 0 och G(z0, yo, 1o, v9) = 0 och dessutom

A(F, Q)
Az, y)

_ Fff Fy
I

(z0,y0)

(w0,%0)

da finns det en viss omgivning av punkten (zg,yo,uo,v0) och kontinuerligt deriverbara
funktioner x = z(u,v) och y = y(u,v) (ett variabelbyte i R?) sidana att z(ug, vo) = o,
y(uo,v0) = yo och F(z(u,v),y(u,v),u,v) =0 och G(x(u,v),y(u,v),u,v) = 01iomgivning-
en. Jacobiandeterminanten till detta variabelbyte berdknas med formeln:

‘Fu F,

O(u,v)  OUEG) ‘Fgc F,
Gy

x Ett exempel: Se nésta sats: den Inversa funktionssatsen.

Inversa funktionssatsen (rekommenderad uppgift 27 fran Adams 12.8)

Om ekvationerna x = f(u,v) och y = g(u,v) kan bli 16sta fér u och v som funktioner av x och
y, da

Med andra ord, om avbildningen

ar inverterbar (alltsé dr ett variavelbyte i R?!), d4 ér Jacobiandeterminanten av den inversa
avbildningen lika med inversen av ®:s Jacobiandeterminant.

Varfor?: Detta foljer direkt ur Variant 4, med (ténk att z = f(u,v) och y = g(u,v)):
F(%?Jau’v) = f(u)v) — T = 07 G(%?Jau)v) = g(u,v) —Yy= 0.
For dessa funktioner géller:

o(F,G) ’Fx F,

_ A(F,G)
G. G,

= B

fu fo
Gu Gv

_ O(z,y)

A(u,v)’

Nz, y)

Samtidigt ger Variant 4 (med omkastade u och v med x och y, eftersom vi far har en information
att ekvationerna kan bli 16sta for u och v som funktioner av x och y) att

-1 0
0 -1

o(F,G
duv) By 1

T AFEG) o=y’
0(,y) 3((u,v)) agui’%

vilket &r precis detta som skulle bevisas. Vi kommer att anvinda denna formeln i F17 (direkta
substitutioner for dubbelintegraler).
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Forelasning 10: Taylorserier, kvadratiska former

Taylorapproximationer, kvadratiska former

Fér differentierbara funktioner av n variabler vet vi att f(@ + k) ~ f(@) + Vf(@) - h. For att
erhélla en béattre uppskattning av f ndra punkten @ behover vi hérleda en flerdimensionell
motsvarighet till Taylors formel.

Lat, for enkelhetens skull, f vara en funktion av tva variabler med kontinuerliga partiella de-
rivator av ordningen 1, 2, 3 osv (sd manga som behovs). Vi vill hirleda en approximation av
f(a+h,b+k) och anvinda den endimensionella funktionen F'(t) = f(a+th,b+tk) for ¢t € [0, 1].
Da ar F(0) = f(a,b) och F(1) = f(a+ h,b+ k).

Kedjeregeln ger:

F'(t) = hf{(a+th,b+tk) + kfy(a + th,b+ tk)
F'(t) = h2f{1(a + th,b + tk) 4+ 2hk fi5(a + th, b + tk) + k> f)y(a + th, b+ tk)
OSV.
= F'(0) = hf{(a,b) + kf}(a,b)
F"(0) = h? £} (a,b) + 2hk fi5(a,b) + k2 fon(a, b)

Men, eftersom F &r endimensionell, ger Taylors formel samtidigt

, F'(0)
fla+hb+k)=F(1)=F(0)+ F'(0)-1+ 51 1T
1
= f(a,b) + fi(a,b)h + f3(a,b)k + 5 11(a; b)h® + 2 fi5(a, b)hk + frp(a, b)k®) + ...
f(@) Vf(@)-h ~ 7

hTHs(@)h

. o . . 1 (a,b)  fl5(a,b) " " . .

dir Hy(d@) ér Hessianmatrisen (7, i (notera att fi5 = f3)). Vi har hérlett
51(a,b)  fap(a,b)

Taylorpolynomet av ordning tva. Notera att resttermen har storleksordningen

O((h? + k?)3/2), eftersom h®, hk, hk? och k® alla &r uppét begransade av (h? + k2)3/2. Har

skriver jag Taylorformeln fér tva- och trevariabelfunktioner pa matrisform. For att fa in hela

formler pa en rad, utelimnar jag argumenten for derivatorna, men det ska std f](a,b) o.s.v. i

det forsta fallet och fi(a,b,c) o.s.v. i det andra fallet.

flas o) = flan) + () () + ow (52 (1) + o + )

21 22

h AN
flath,b+k, c+l) = f(a,b,c)+(fl, f5, f3) | k | +(h, k, 1) éjl 22 23 k | +O((h*+E*+1%)%/2)
l 31 32 33 l

For funktioner som ar tillrackligt manga ganger deriverbara dr Hessianmatriserna symmetris-

ka (Schwarz sats!), alltsd f;; = fJi for alla par indexer 4,j. Dérfér &r den kvadratiska delen
(kvadratiska formen) i utvecklingen féljande for tva- och trevariabelfunktioner:

Q(h k) = flyh® + fiok® + 2f15hk

Q(h,k,1) = [I1R° + f3ok? + f551% + 2f{ohk + 2f{3hl + 2 foskl.
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Exempel 49. Bestdm Taylorpolynomet av ordning tva till f(z,y) = e + 2+ 2xy> + 3y kring
punkten (2,0). Partiell derivering ger:

[/ 2 ,xy — " —
= yoety 42 f(2,0)0= 5 (2,0)= 2
fl — yexy+2x+2y3 T TT
P = e 4 Gay? 4+ 3 no=(zy+1)e™ + 6y = fi(2,00= 4 fr(2,00= 1
v = %+ 120y f(2.00= 5 fh,2,0)= 4

Taylorutvecklingen av ordning tva blir ddrmed:

1
f(2+ h,k) =5+ 4h + 5k + 5(2h2 + 2hk + 4k?).

Extremvarden

Precis som for funktioner av en variabel ar det ofta intressant att veta storsta och minsta varde
fér en funktion av n variabler. Vi borjar med att studera lokala extremvérden.

Definition 21. En funktion av n variabler sigs ha ett lokalt maximum i @ om det finns ett
d > 0 sadant att f(Z) < f(@) for alla 7 sa att | — @] < 9.

I analogi med situationen for funktioner av en variabel &r det latt att visa att om f ar partiellt
deriverbar sa ér fi(@) = 0, j € {1,...,n} i alla punkter @ dér f" har lokala maxima eller
minima. Varfor dr det sa? Funktionen f (av tva variabler) uppnar sina extrema i synnerhet
langs kurvorna z(z) = f(x,b) och z(y) = f(a,y), alltsd maste derivatorna till dessa envaria-
belfunktioner vara lika med noll. Och dessa ar ju f:s partiella derivator! Villkoret betyder da
att tangentplanet till grafytan i punkten (a, b, f(a,b)) &r parallell med xy-planet. Villkoret ar
ocksa, precis som i envariabelanalys, enbart nodvandigt, dock inte tillrackligt (tdnk pa terrass).

Definition 22. En punkt @ dir V£(@) = 0 kallas en kritisk punkt till f.

Eftersom alla lokala extrempunkter @ till f i vilka f &r partiellt deriverbar ocksa ar kritiska
punkter, sa kan lokala extrempunkter bara intraffa i kritiska punkter, singuléra punkter (V f
existerar ej) och randpunkter till D. Jimfor situationen i envariabelanalysen.

Det &r inte sékert att en kritisk punkt &r en lokal extrempunkt. Allmént kan en funktion ha tre
typer av utseende kring en kritisk punkt.

f(z,y)
A%
Y
T x
(a) Lokalt minimum (b) Lokalt maximum (c) Sadelpunkt

Med hjalp av Taylorapproximationen av en funktion ska vi ta fram en metod for att karakterisera
kritiska punkter.

Lat f vara en funktion av n variabler med en kritisk punkt i .
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Lokalt min i (a, b) Lokalt max i (a, b)
L (@b, f(a. b))

“‘-"- b, fla,b)

’ Ca
(a+ h,b+ (a+ h,b+

Om f(a+h, b+k) > f(a,b) Om f(a+h,b+k) < f(a,b)
for alla  (h, k) # (0,0) foralla  (h, k) # (0,0)
sddana att \/h2+k*<$§ sddana att A2+ k> < S

Figur 32: Foreldsning 10: Lokalt minimum och maximum. (Bild: Hania, med KeyNote.)

Lokalt minimum i @ = f(@+ k) — f(@) > 0 for alla & s& att |h| < &
) <

I
Lokalt maximumid =  f(@+h)—f(@) < 0foralla h s att || < & (se illustrationerna
)

ovan for bade minimi- och maximipunkt

Sadelpunkt i @ = f(d+ h) — f(@) antar bade positiva och negativa virden oavsett
hur litet vi valjer h.

Taylorutveckling av f kring a@ ger
F@+h) = f(@) + V(@) -h+ b He(@h + O(h*).
N——

=0, om f har en kritisk punkt i @

Tillréickligt néra origo dr O(|h|?) obetydlig jamfort med hTH f(c_i)i_i, som har storleksordning

O(|h|?), s& beteendet hos f(@ + h) — f(a@) bestéims av beteendet hos ET’Hf(c?)f_i (for rigorost
bevis, se kursboken).

Definition 23. En n x n-matris A sigs vara
e positivt definit om hT Ah >0 Vh e R™\ {0},
e negativt definit om hTAh <0 Vh € R"\ {0},
e positivt semidefinit om hT Ah >0 Vh e R™\ {0},
e negativt semidefinit om hT Ah <0 Vh € R\ {0},
e indefinit om hT Ah antar bade positiva och negativa varden.

Genom att kombinera definitionen ovan med Taylorutvecklingen och diskussionen om tecknet
pé f(@+ h) — f(@), s& ser vi tamligen direkt att:

Sats 14. Antag att a dr en kritisk punkt till f och att Hessianmatrisen Hy(Z) dr kontinuerlig
i en omgivning till @. Dd gdller

1. Om Hy(a@) dr positivt definit, sa har f ett lokalt minimum i d.
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2. Om Hy(a@) dr negativt definit, sa har f ett lokalt maximum i a.
3. Om Hy(a) dr indefinit, s har f en sadelpunkt i @.

4. Om Hy (@) dr positivt eller negativt semidefinit, sa kan f ha lokalt maximum, minimum,
eller en sadelpunkt i d.

Slutsatsen i fjirde fallet foljer av att resttermen i Taylorutvecklingen fér semidefinita H ¢(a)
kommer bestéimma tecknet pa f(@+ h) — f(@).

Sats 15. (Sats 8, Adams 10.7) Lat A vara en symmetrisk n x n-matris med reella element,

alltsd a;; € R for alla © och j. Lat D; for ¢ = 1,2,...,n betecknar del-determinanterna som i
bilden.
D,
a13 N aln Dlzlalll
o3 oy, an ayp
D, =
a3 A3p ay) %)
Ay ) a3 Ay

Figur 33: Foreldsning 10: Illustration till Sats 8 fran Adams 10.7. (Bild: Hania, med KeyNote.)

Da dér matrisen A:
e positivt definit om D; > 0 for alla i

o negativt definit om D1 < 0,D2 > 0,D3 < 0,Dyq > 0,..., alltsa omvdzlande minus och
plus, dnda till den sista D,

e indefinit om |A| = D,, # 0, men ingen av ovanstdiende gdller.

Om |A| = D,, = 0, ger satsen inget svar om A:s karaktdr.

Satsen ovan i kombination med Sats 12 ger oss ett vildigt enkelt test (andra derivatatestet)
for lokala extrempunkter for tvavariabelfunktioner. Da d&r n = 2 och funktionen f har ett
lokalt extremum i punkten (a,b) omm V f(a,b) = (0,0) (d.v.s. (a,b) ar en kritisk punkt) och
Hessianens determinant i punkten (a, b) ar positiv, alltsa

1 b) " (CL b)
Dy = 11(&, 12\

51(a,0)  fyo(a,b)
definit. Om da dessutom Dy = f{;(a,b) > 0, da &r (a,b) ett lokalt minimipiunkt (Hessianen
ar positivt definit) och om Dy = f{;(a,b) < 0, da ar (a, b) ett lokalt maximipiunkt (Hessianen
ar negativt definit).

> 0, eftersom precis da ar Hessianmatrisen positivt- eller negativt

OBS: Sa hér kidnner man igen om en kvadratisk form &r positivt- eller negativt definit, eller
indefinit utan Sats 10.7 fran Adams:

« om uttrycket bestar av kvadrater av reella tal med enbart plustecken (som t.ex. h? + k2
eller 6(h + 3k)? + 1k?), dr formen positivt definit, ty z2 > 0 fér z € R.
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o om uttrycket bestar av kvadrater av reella tal med enbart minustecken (som t.ex.
—h? — k2 eller —6(h + %k‘)Q — %kQ), ar formen negativt definit, ty —2% < 0 for x € R.

 om uttrycket bestar av kvadrater av reella tal med olika tecken (som t.ex. h? — k? eller
6(h+ %k)2 — %kz), ar formen indefinit, ty vi kan uppna bade positiva och negativa resultat
genom att nollstdlla ett kvadratuttryck och inte nollstélla det andra. Sa till exempel blir
h?—k? positivt for (h, k) = (1,0) och negativt for (h, k) = (0,1). Uttrycket 6(h+1k)?— k>
blir positivt fér (h, k) = (1,0) och negativt for (h, k) = (—3,1).
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Forelasning 11: Repetition till duggan 1; problemdemonstration
kapitel 10-12

Kommer att fyllas pa med uppgifter lite vartefter.

Under tiden far ni gora foljande:

o Lisa losta uppgifterna som finns i dessa anteckningar, i anslutning till varje féreldsning
(som exempel som illustrerar teorin). Inom vissa foreldsningsanteckningar finns det riktigt
manga uppgifter, inom andra nagot farre.

o LoOs rekommenderade uppgifter och analysera exempel fran Adams till de kapitlen som
tacker teorin till varje foreldsning.

o Lds l6sta uppgifter fran Armins hemsida:
http://ingforum.haninge.kth.se/armin/AR_12_13/SF1626/dirfler12_13.html

EXTRA OVNINGAR nere pa sidan. Lankarnas namn aterspeglar innehallet i varje
fil, det ar alltsa latt att hitta vad man letar efter.
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Foreliasning 12: Extremviarden for funktioner pa obegriansade och
begransade omraden

Extremvirden; klassificering av kritiska punkter

globalt!

globalt!

Figur 34: Forelasning 12: Extrempunkter (maximi- och minimipunkter) till en envariabelfunk-
tion kan finnas: i definitionsméngdens randpunkter, eller i inre punkter till definitionsméngden
som ar singuldra punkter (dar derivatan inte existerar) eller stationdra / kritiska punkter (dar
funktionens derivata &r lika med noll) om derivatan byter tecken i denna punkt. (Bild: Hania,
med KeyNote.)

Forst nagra exempel som man klarar utan att anvinda avancerade teorier:

o f(z,y) =+/1—122—y? som ar definierad pa foljande definitionsméngd (uttrycket under
rottecknet ska vara icke-negativt!):

Dy ={(z,y) €R* 1—2®—y* >0} ={(z,y) e R} 2?+y* <1}

alltsa pa enhetscirkelskivan med mittpunkten i (0, 0). Funktionen uppnér bara icke-negativa
virden, och uppnar virdet 0 pa definitionsméngdens rand (enhetscirkeln). Det globala
minimum ar alltsd lika med 0. Det globala maximum &r lika med 1 och uppnés bara i
punkten (0,0). Grafytan till funktionen &r forstas den Gvre halvsfiaren med radien 1 och
mittpunkten i origo. Det &ar ocksa ganska klart dven utan berdkningar att tangentplanet
till grafytan i punkten (0,0, 1) ar planet z = 1 som ar parallellt med zy-planet.

1
c e = e
varden. Det globala maximum ar f(0,0) = 1 och det globala minimum existerar ej. Varfor
inte?

ar definierad pa hela R?. Denna funktionen uppnar bara positiva

lim f(z,0) = lim

T—00 z—o0 1 + 2

=0

men virdet 0 uppnés inte for ndgot argument fran R2.

o f(x,y) = ax + by + ¢, dér a,b,c # 0, har ett plan som graf. Da &r det ocksa tydligt
att funktionen uppnar varken ett globalt max eller min. Har finns det inte heller nagra
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1
1

funktionen: f |

mhx terrass
1 1
miln | |
avtar : vixer vaxer,avtar vtar | avtar
1 1
a a

derivatan!f E E E
/ \ \\ E / har ett miaximum
= I —0—

a . L a
. . har ett; minimum \
aXer avtar X X

andraderivatan 1
POSITIV NEGATIV NOLL NOLL
. ) . . som derivatan till som derivatan till
som derivatan till som derivatan till . . . .
. . . . forstaderivatan som forstaderivatan som
vixande forstaderivatan avtagande forstaderivatan . . . .
uppnar ett mmimum uppndr ett maximum

Andraderivatan kan faktiskt ocksa vara noll i de tva forsta fallen! Och detta om forstaderivatan har en terrasspunkt i a.
Ta till exempel f'(x) = x* och f'(x) = - x4. Detta betyder att andra derivatatestet dr oavgorande (indecisive) om f’(a) =
Precis allt mojligt kan hdnda da: min, max eller terrass! Det kommer att vara likadant for flervariabelfunktioner. Forsta
derivatatestet ar i sin tur alltid avgorande, men det finns ingen motsvarighet till detta i flervariabelanalys.

Figur 35: Foreldsning 12: Forsta- och andra derivatatestet i envariabelanalys. Forsta derivata-
testet: funktionen har ett extremum i dessa stationéra punkter déar derivatan byter tecken: fran
minus till plus i minimipunkter och fran plus till minus i maximipunkter. Testet fungerar alltid;
Andra derivatatestet (for tva ganger deriverbara funktioner): ett extremum uppnas i dessa kri-
tiska punkter dér andraderivatan i &r positiv (min) respektive negativ (max). Testet ger inget
svar om andraderivatan ar lika med noll. (Bild: Hania, med KeyNote.)

guppar i grafen eller punkten dér tangentplanet ar parallellt med xy-planet. Déarfoér finns
det inte ens lokala extrempunkter. Tank att funktionens graf dr sitt egna tangentplan i
varje punkt.

o flx,y) =2+ y? — 62 + 4y + 10 (xemplet fran Travis Topic 15: se filen
F10_appendix_TRAVIS_Topicl15_Local_Extrema
pa sidan 2 och andra sidor; déar hittar du ménga roliga exempel!). Man kan faktiskt
kvadratkomplettera:
2242 —6x+4y+10 = (22 —62+9)+ (12 +4y+4)—13+10 = f(z,y) = (2—3)*+(y+2)?-3,

vilket betyder att grafen ar paraboloid med vertex i (3, —2,—3), uppnar dérmed inget
maximalt virdet och har ett globalt minimum lika med —3 = f(3, —2).
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Idag kommer vi framforallt att undersoka extrempunkter for tvavariabelfunktioner som ligger
inutif definitionsméngden och dér funktionen &r deriverbar. For detta anvénder vi andra deri-
vatatestet som var héarlett under Foreldsning 10:

Sats 16. (Andra derivatatestet). Lit f : R> — R vara en C3- funktion och (a,b) vara en
stationdr punkt inuti Dy, d.v.s.

Vf(a,b) = (f{(aﬁ b)a fé(aa b)) = (Oa 0)'

Lat dessutom Dy beskriva determinanten till funktionens Hessianmatris i punkten (a,b), alltsa

Do = {/1 (a’v b) {IQ(CL’ b)
L) fh(ab)]
Da gdller foljande:
e Om Dy >0, dr (a,b) en extrempunkt #ll f:
— Om Dy = f{(a,b) > 0 (alltsd dr Hessianen positivt definit), dr (a,b) en minimi-
punkt til f
— Om D1 = f{i(a,b) <0 (alltsa ar Hessianen negativt definit), dr (a,b) en maxi-
mipunkt il f
— (OBS: Om Dy = f{}(a,b) = 0, har vi Dy = 0 — (f]5(a,b))? < 0, alltsd kan inte
Dy > 0 galla.)
e Om Dy <0 (alltsa dr Hessianen indefinit), dr (a,b) en sadelpunkt till f.

e Om Dy =0, ger satsen inget svar.

Satsen &r direkta foljden av Taylorutvecklingen och satsen om kvadratiska former (Adams
10.7, sats 8) som vi gick igenom under senaste foreldsning. Om ni ska analysera en funktion
f:R" - R med n > 2, behéver ni bedéma Hessianen m.h.a. kriterier for Dy, Ds,..., D, i
sats 8 (En uppgift med en trevariabelfunktion finns som sista exemplet i Forelasning 10.). Vi
ska nu tillimpa satsen pa nagra exempel av tvavariabelfunktioner. (Se &ven den ovanndmnda
appendix-filen med fler exempel fran Travis.)

Exempel 50. Karakterisera de kritiska punkterna (0,0) och (%, —%) till funktionen f(z,y) =
322 + 3ay + % + 5.
Partiell derivering ger:

filey)= 6x+3y

Flz.y) = 32+ 2y + 3y? (och vi ser att de givna punkterna faktiskt ar kritiska)
2\ -

1!
= 6
11
= 3 Sa Hessianmatrisen blir, i de kritiska punkterna:
59 = 2406y

9P4 forelasningar 11 och 12 kommer vi att se narmare vad som hinder pa randen till ett omrade, och vi
kommer att ldra kdnna flera metoder for att undersdka detta. Det blir ndmligen betydligt mer komplicerat &n i
envariabelanalys!
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- - 172 1
’Hf(o,o):@ ;’) = hTHf(O,O)h:6h2+6hk:+2k2:6<h+§k) + 5k

vilket endast antar positiva virden, och vi saledes far ett lokalt minimum

=

Hf(T127_

= 63 hT 1 _1\p _ 632 2 1 2_1 9
)—<3 1) = h'Hy(i5, —5)h = 6h" + 6hk + k —6(h—|—2k) 2I<:

vilket antar bade positiva och negativa véirden, och vi saledes far en sadelpunkt.

Exempel 51. Bestim alla kritiska punkter till funktionen f(z,y) = zy—2%y—y? och klassificera
dessa.

Vi deriverar funktionen partiellt for att hitta de kritiska punkterna.

filwy) =  y—=220y  _ Jy(l-22) =0
folz,y) = x—a? =2y r—22-2y =0

Forsta ekvationen ger y = 0 eller 1 — 2z = 0. Nu kollar vi vad som hidnder med den andra
ekvationen i bada fall:

=0
y=0 = z-2’=0 = {w ) = kritiska punkter (0,0) och (1,0)
xTr =
1 1 1\2 1
1-22=0 = z=5 = §—<§> -2y=0 = v=g = kritisk punkt i (3, 1)

Vi deriverar funktionen igen for att bestdmma Hessianmatrisen.

" _ o
f}} (z,y) = 2y —2y 1-2x
1
9o(z,y) = —2

I de kritiska punkterna far vi:

Hf(o,()):((l) _12) ”Hf(LO):(_Ol :;) %f(%’é):Cf1L —02>

Vi undersoker motsvarande kvadratiska former:

h\2 h?
<(1) _12> = 2hk—2k* = —2(16 - 5) + 5 (indefinit, alltsd sadelpunkt)
— h 2 h2
(_01 _;) = —2hk—2k* = —2<k + 5) + 5 (indefinit, alltsa sadelpunkt)
-1 0 h?
< 04 _2> = 1 k? (negativt definit, alltsa lokalt maximum)

Alternativt, fran Sats 10.7 fran Adams:

o Punkt (0,0): D =0-(—2)—1-1= —1 < 0, alltsd dr Hessianen indefinit, vilket ger en
sadelpunkt.

74



e Punkt (1,0): Dy =0-(—=2) — (—1)-(—1) = —1 < 0, alltsa 4r Hessianen indefinit, vilket
ger en sadelpunkt.

e Punkt (3,4): Do = (—%)-(-2)—0-0=1 >0, och D; = —1 < 0, vilket betyder att
Hessianen ar negativt definit, alltsd har f ett maximipunkt dér.

Om den kvadratiska formen ar semidefinit for en kritisk punkt sa kan den kritiska punkten ka-
rakteriseras genom studie av funktionsuttrycket eller Taylorutveckling av hégre ordning kring
punkten. For funktioner av en variabel géller att om funktionen f har ett lokalt minimum i
x = a och inga andra kritiska eller singuléra punkter sa har f globalt maximum i z = a. Som
féljande exempel visar kan vi inte dra den slutsatsen for funktioner av flera variabler.

Exempel 52. Undersok de kritiska punkterna till f(z,y) = 22(1+y)3+4y? och se om funktionen
har ett globalt minimum.

Partiell derivering och insdttning i villkoret gradienten dr lika med noll ger forst:
filzy) =22(1+y)° =0, fi(w,y) =32*(1+y)* +2y =0.

Den forsta ekvationen ger x = 0 eller y = —1, vilket insatt i den andra ekvationen ger den enda
kritiska punkten (0,0). Vidare géller

h(z,y) =201+ y)*|0,0) =2
(x,y) = 62(1+y)*| (0,0 =0
po(z,y) = 62%(1+y) + 2|0 0) =2

s& den kvadratiska formen for Hessianmatrisen dr 2h%42k2, vilket motsvarar ett lokalt minimum
0. Funktionen har dock inget minsta virde. Lings den rata linjen « = 1 ar

f(Ly) =1 +1y)3 +4> vilket gar mot —oo da y — —oc.

Funktionen antar hur stora (till absolutbeloppet) negativa virden som helst.

Om vi for en funktion f(z,y) kan visa att |f(z,y)| < L for alla 2 +y?> > R s& kan man
dock dra slutsatsen att om m &r det minsta lokala extremvérdet och m < —L s& har f globalt
minimum m.

Exempel 53. Bestiam alla kritiska punkter till f(z,y) = 3zy—x?—3y?4x—12 och karakterisera
dessa.

De kritiska punkterna uppfyller

{f{(x,y)zsy—mﬂzo _ {3y—2a:—|—1:0 . {3y—4y+1:0

fo(z,y) =32z —6y =0 T =2y xr =2y

= (z,y) = (2,1).
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Funktionen har andraderivatorna f{}(z,y) = =2, fi5(x,y) = 3, och f5,(x,y) = —6 sa Hessian-
matrisen, med motsvarande kvadratiska form, blir

-2 3 332 9
<3 _6> = —2h2+6hk—6k2:—2(h2—3hk)—6k2=—2((h—2k> —4k2>—6k2

3\ 9., ., 3\* 3,
=-2(h—zk) +2k*"—6k"=-2(h—=k) —=k“<0 V(h,k)#(0,0).
2 2 2 2
Hessianmatrisen ar negativt definit, sd den kritiska punkten ar ett lokalt maximum.

Till slut ett exempel med en trevariabelfunktion. Observera att man hér inte kan anvinda
andraderivatatestet som i Sats @, eftersom Dy > ( inte garanterar ett extremum som for tva-
variabelfunktioner. Tank pa den méjliga sekvensen Dy > 0, Dy > 0, D3 < 0, som beskriver en
Hessianmatris som ar indefinit. Har ska man i stéllet anvinda Sats @ formulerad i anteckningar
till Forelasning 10.

Exempel 54. bestim alla kritiska punkter till f(x,y,2) = 23 + 322 + 4y + 622 — 62y — 622 +
8yz + 4z och karakterisera dessa.

De kritiska punkterna uppfyller

f{(x,y,z) :3$2+633_6y_62,:0
fﬁ(x,y,z) =8y—6x+82=0
f3(@,y,2) =122 — 62+ 8y +4 =0

Vi kan forst ta fram z genom att jamfora uttrycken 6z — 8y som forekommer i bada ekvationer:
8z = 12z + 4 ger —4z = 4, alltsa z = —1. Nésta steget ar inséttning av z = —1 i de forsta tva
ekvationer. Detta ger ett 2 x 2 ekvationssystem med variablerna x och y:

322 4 6z — 6y = —6
8y —6xr =28

Vifar y = —x+1 fran den andra ekvationen, vilket insatt i ekvation 1 reducerar antalet variabler
till ett:

3 9
3:1:2—1—6:::—6(196—1—1):—6 = 3x2+6x—§x—6=—6 = 22°4z=0 = z(2z+1)=0.

1 5
Detta ger z = 0 eller x = —5 vilka ger y = 1 resp. y = 3 Och, forstas, z = —1 i bade fallen.

15
Vi far alltsa tva kritiska punkter: (0,1, —1) och (—5, 3’ —1).

Dags for Hessianmatrisen (jag utelimnar argumentet, men alla derivatorna ska vara evaluerade
i punkten (z,y, 2):

[ =Gri6, [y =6 ffy =6
" _ " _ " _
21 - _67 22 - 87 23 =8
" _ " _ 11 _
31 - _67 32 - 87 33 12



vilket ger Hessianen

6xr+6 —6 —6
Hi(x,y,2) = —6 8 8
—6 8 12

Deldeterminanterna ar:

1
e Dy =6z + 6 ar positiv for bade x = 0 och = = 5

Dy = 6“7_; 0 _86‘ — 48z + 48 — 36 = 48z + 12 = 12(4z + 1)
ar positiv for £ = 0 och negativ for x = —5
6z +6 —6 —6
D3=| —6 8 8| =48(1+4x)
—6 8 12
ar positiv for £ = 0 och negativ for x = —5
Sammanfattningsvis:

o I punkten (0,1,—1): D; > 0, Dy > 0, D3 > 0, alltsd dr Hessianen positivt definit,
vilket betyder att punkten édr en lokal minimipunkt.

15
e I punkten (—5, 3’ —1): D1 > 0, Dy < 0, D3 < 0, alltsa ar Hessianen indefinit, vilket
betyder att punkten dr en sadelpunkt.

Extremviarden pa kompakta omraden

For kontinuerliga funktioner av flera variabler som dr definierade pé ett kompakt (begrénsat och
slutet) omrade géller, precis som i envariabelanalysen (satsen om extremvérden) att funktionen
har ett maximum och ett minimum. Vi ska dérfér ta fram en metod fér att bestdmma dessa
globala extremvérden.

Exempel 55. Bestdm storsta och minsta virde for f(z,y) = xy?> — x — y i kvadraten D:
0<z<20<y<2

1. Inre punkter. Vi understker om funktionen har nagra kritiska punkter i D° och deriverar
partiellt:

/ — 2 1 — =41
fl(xay) Yy 1 0 = ) 1

fo(zy) =22y —1=0 T =g

(kritiska punkter (1,1),(—%,-1))

Endast den forsta av de kritiska punkterna ligger inom definitionsméngden.
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2. Rand. Vi parametriserar de fyra randbitarna och undersdker om f har nagra kritiska
punkter pa dessa.

o(x) = f(z,0), ger @x)=-2 for 0<z<2 (inga kritiska punkter)

o(x) = f(z,2), ger ¢x)=3z—-2 for 0<x<2 (inga kritiska punkter)

o(y) = f(0,y), ger ¢y)=-y for 0<y<2 (inga kritiska punkter)

e(y) = f2,y), ger ply)=2y"—-2—y for 0<y<2 (kritisk punkti (2,1))
sd pa randen har vi bara den kritiska punkten (2, 1)

3. Horn. Randstyckena har &ndpunkter i hornen (0,0), (2,0), (0,2), (2, 2).

Vi undersoker slutligen funktionsvirdena i de sex punkter dir maximum eller minimum kan
intraffa.
1
f(0,0):O, f(072):_27 f(270):_27 f(272):47 f(ial):_lv f(27i):_1§77

vilket ger oss ett maximum 4, och ett minimum —%

Vi hittar alltsa eventuella extrempunkter i det inre genom att undersoka de kritiska punkterna
som tidigare. Kritiska punkter pa randen fas genom att vi parametriserar randen och betraktar
funktionen pa randen som en funktion av en variabel (parametern). Om vi hade velat hitta
maximum och minimum till funktionen i exemplet ovan pé cirkelskivan z? 4+ y? < 4, sa hade vi
fatt anvinda parametriseringen

Y(0) = f(2cos(0),2sin(0)), 0<6<2rm
vilket ger
¥(0) = 8cos(f) sin?(#) — 2 cos(f) — 2sin(h)

och sedan satt derivatan av 1 till noll och 16st ut 6. "Hornet” i detta fall hade varit (2 cos(0), 2sin(0)) =
(2,0).

Exempel 56. Bestim storsta och minsta virde av f(z,y) =z +y+ 22 +y? dd 22 +¢? < 1.

Vi soker forst eventuella kritiska punkter i definitionsméngdens inre

{f{(x,y>=1+2x=0 . {xz—
folz,y) =1+2y=0 y=—

Vi parametriserar dérefter randen enligt x = cos(f), y = sin(6), 6 € [0, 2.

N[ N[
~
—
|
N | =
|
DN =
N—
|
[\V]

/l\
N =

~_
+
[\V]

/I\
N =

~

N
Il
|
N | =

Y(0) = f(cos(h),sin(8)) = cos(#) + sin(f) + cos*(0) + sin?(#) = 1 + cos(f) + sin(h)
W(6) = —sin() 4 cos(@) =0 = tan(@)=1 = 6= +nr

W

0 =— ge _ 1 1
I ger (m,y) (\f \f) och 6 = — ger (a:,y) = (—7,—%),
)——l—ﬂ.

Funktionsvirdena i extrempunkterna ir f(—= f \[) =1+ ﬂ respektive f(—
Maximum blir 1 + v/2 och minimum blir —2 (eftersom —5 <1-— \/i)

%\
S
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Om en funktion f av flera variabler ar definierad pa ett icke-kompakt omréade ar det inte sakert
att den har ett storsta eller minsta virde, utan detta maste motiveras pa nagot sétt.

i . dr — 3 . -
Exempel 57. Avgor om funktionen f(z,y) = e har ett maximum och ett minimum

€z Yy

pd omradet —1 <y < 1.
Om funktionen &r begransad for stora virden pa r = /22 + 32, s kommer eventuella maximum
eller minimum att finnas pa den kompakta méngden —1 < y < 1, 22442 < r och pa denna har
varje kontinuerlig funktion maximum och minimum

|4z — 3| |[4dz| +3 _ 4r+3

= < < —0 —
|f(x7y)| 1+x2+y2— 1—1—7/'2 _1+T2 9 r 0

Detta implicerar att f &r begrdnsad for stora r, och foljaktligen att f har max och min.

Exempel 58. Visa att om 22 +3? — 0o, d& f(z,y) = (m+2y)e*(12+y2) — 0. En bra 16sning kan
vara att ga over till polira koordinater x = rcosf, y = rsinf (da giller forstas 22 + 32 = r?)
och visa att f(z(r,0), y(r,0)) — 0 da r — oo, och detta oavsett 6:
f(z(r,0), y(r,0)) = (rcosf + 2rsin H)e_T2 = (cosf + 2sin G)Te_TQ.
) 2 T
0<|f(x(r,0), y(r,0))] =|cosf + 2sinf|re”" < 36? —0

da r — oo (ett standardgransvérde i oandligheten). Begransning for sinus och cosinus kommer
fran |cos @] < 1 och |sin@| <1 for alla 0, samt triangelolikheten.
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Forelasning 13: Lagrangemultiplikatorer

Lagranges metod variant 1

Vi ska i fortsidttningen studera problemet att maximera eller minimera en funktion under ett
eller flera bivillkor. Ett typexempel &r:

maximera f(x,y) givet att g(x,y) = C.

Bivillkoret g(z,y) = C definierar en kurva i planet. Vi borjar med ett exempel dar det, for kurvan
g(x,y) = C, &r latt att 16sa ut y som en funktion av z. Problemet blir da genast endimensionellt.

Exempel 59. Bestdm det kortaste anstandet fran origo till kurvan zy =1, x,y > 0.

Vi vill minimera h(x,y) = /22 + y2, eller ekvivalent f(z,y) = 2% +%? under bivillkoret zy = 1.

Villkoret kan skrivas y = %, sa vi vill alltsd minimera
1 2 1 .
g(@) = f(z,3) == ) (for z > 0)
1 =
Jd(x)=22-2s3=0 = 22(1-—)=0 = z=0
x
1

notera att de tva forsta mojliga viardena pa = ej uppfyller initialvillkoret x,y > 0. I = 1 far vi
avsténdet /12 + (1)2 = v/2 och det &r det kortaste avstandet eftersom ¢”(1) =2+ 5 =8 > 0.

Ett alternativ som kan vara anvindbart om det inte gar att 16sa ut y som en funktion av x i
g(z,y) = C ar att anvinda en parametrisering av g(x,y) = C. Om vi exempelvis vill maximera
f(z,y) = (27 + 3y + 1)? pa cirkeln 22 + y? = 1 kan vi siitta & = cos(t) och y = sin(t) och
istallet forsoka maximera g(t) = f(cos(t),sin(t)), t € [0,27]. Detta envariabelproblem liknar
de vi stotte pa nér vi sokte extremvérden till randen av kompakta omraden. Rékningarna blir
dock ganska invecklade, sa vi ska ta fram en mer generell metod som ger enklare rékningar.

Har borjar vi med Lagranges metod variant 1

Antag att vi pd nagot sitt vet att f(z,y) har ett maximum pa kurvan g(z,y) = 0. Om max-
imumet intréffar i punkten (a,b) och Vg(a,b) # 0, sa kan kurvan néra (a,b) parametriseras
som (z(t),y(t)) med (x(to),y(to)) = (a,b) (foljer av implicita funktionssatsen). Funktionen
o(t) = f(z(t),y(t)) har d& maximum i ¢t = ¢y, sa

0= ¢'(to) = fi(z(to), y(t0))2' (to) + fo(z(to), y(t0))y'(to) = V f(a,b) - (' (t0), ¥/ (t0))-

Men (2/(tg),y'(to)) ar tangentvektorn till kurvan g(x,y) = 01 (a,b). Denna vektor &r vinkelrit
mot Vg(a,b), sé enligt ekvationen ovan sa &r

V f(a,b) och Vg(a,b) parallella.
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'r- g(x’y) =C

Figur 36: Forelasning 13: Den roda kurvan visar bivillkoret g(x,y) = ¢. De blaa kurvorna
ar nivakurvor for f(x,y). Punkten déar det roda bivillkoret tangerar en bla nivakurva ar det
maximipunkten for f(z,y) ldngs bivillkoret, eftersom dy > dq. (Bild: Wikipedia.)

Detta &r i sin tur ekvivalent med V f(a,b) = AVg(a,b), eller

fi f2
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Maximum (minimum) av f(x,y) givet att g(x, y) = 0 kan alltsa intraffa i foljande punkter:

1. Andpunkter till g(z,y) =0

2. Punkter dér Vg(z,y) = 0 (eller ej exist.)

3. Punkter som uppfyller ekvationssystemet
(metoden i Adams)

filz,y) = Ay (2, y)
fo(z,y) = Agy(x, y)
g(z,y) = 0.

Ekvivalent (som pa foreldsningar):

fizy)  falz,y)
91z, y) g5(z,y)
g(x,y) = 0.

Ekvationssystemet kan ocks skrivas kortfattat som VL(z,y,\) = 0 dar L(z,y,\) = f(z,y) —
Ag(x,y) kallas for Langrangefunktionen. I figuren ovan ser vi paraboloiden som ges av f(x,y) =
%(wz +¥?) + 9 med tillhérande nivakurvor projicerade pa xy—planet. Vi ser dven nivakurvan
g(z,y) = 0 till funktionen g (svart) som tangerar en av f:s nivakurvor.

=0.

Titta ocksa girna pa en alternativ forklaring fér metoden, utan den implicita funktionssatsen
och parametrisering for bivillkoret i Travis Topic 16, minuterna 19:00-26:00:

F11_appendix_TRAVIS_Topicl6_Constrained_Extrema

Foljande superfina bilder (en bild ovan och tva till i exemplen som foljer) kommer fran Wikipedia
och referensen for kéillorna finns pa:
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https://en.wikipedia.org/wiki/Lagrange_multiplier

Till slut nagra ord om begreppen inre punkt, randpunkt, oppen mdngd, sluten mdngd, randen
och pa vilket sdtt dessa begrepp &r relativa:

e Omgivning: ett 6ppet (utan andpunkter) intervall i R, en cirkelskiva utan rand (cirkeln) i
R?, ett klot utan rand (sfiren) i R3.

o Inre punkt i en méangd: en punkt som kommer in i médngden med en viss (hel!) omgivning.

e Randpunkt till en méngd: en punkt vars varje omgivning innehéller bade element fran
mangden och utanfér mangden.

e Oppen mdingd bestar av enbart inre punkter, alltsa innehéller inga randpunkter
e Sluten mdingd innehaller alla sina randpunkter

Det finns forstas méngder som édr varken Ooppna eller slutna (om de innehaller vissa sina
randpunkter, men inte alla).

en viss

in med en omgivning.
Tva randpunkter saknas.

R! R2 R3
oppen . en cirkelskiva ett klot
omgivning E:;;nrtz;\(]iilrll utan randen utanffanden
i staren
(2 andpunkter) (cirkeln) ( )
o—@—o -
oppen mingd varken éppen eller sluten.
(alla punkter Inga punkter kommer varken dppen eller sluten.
gap PP
o———o kommer in med Inga punkter kommer in med

en omgivning. Tva randpunkter

en viss
omgivning)

omgivning) Mingden bestar enbart av saknas. Mingden bestér enbart av
iR2 iR3.
varken oppen eller sluten.
Inga punkter kommer in med en omgivning.
6ppen mangd Manga randpunkter saknas. Méngden bestér
(alla punkter enbart av iR3.
Existerar ej kommer in med

Varje klot med mittpunkten i en punkt pa
cirkelskivan innehéller bade punkter fran
cirkelskivan och utanfor den (pa bade
“baksidan” och “framsidan”), alltsa &r per
definition en randpunkt!

Existerar ej

Existerar ej

6ppen mangd (alla punkter
kommer in med en viss
omgivning)

Figur 37: Relativitet av vissa begrepp. Viktigaste budskap: nagot som &r en 6ppen mingd i R?
(t.ex. 5ppen cirkelskiva) dr bara randen i R? (respektive: ett ppet intervall ir 6ppet i R', medan
en kurva—trots att den kan vara en kontinuerlig avbildning av intervallet—ér bara randméngden
i R?); detta &r jitteviktigt, eftersom det bestdmmer vilka metoder vi viljer medan vi letar efter
extrempunkter till flervariabelfunktioner pa olika méngder. Stationéra punkter och Hessianen
undersoks bara for 6ppna méngder, pa randen ar det Lagrange som géller! (Bild: Hania, med
KeyNote.)

Exempel 60. Maximera och minimera f(z,y) = x + y pa enhetscirkeln z2 + y? = 1, alltsa pa
nivakurvan g(z,y) = 0 till g(z,y) = 2% + y*> — 1.
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15 -1.5

Figur 38: Foreldsning 13: Ex. @ (Bild: Wikipedia. For exakta referenser se lanken ovan.)

; ) (, I 1
fl(w y) f?( y) -0 -0 \/§ \/§
gi(z,y) gh(x,y) = 2 2y = T=Y=5 eller T=y= -
g(z,y) =0 2’ +y? =1
2 2 2 2
Svar: Funktionens max pa enhetscirkeln ar f(\g, \2[) = /2 och min f(—\g, —\2[) = V2.

Exempel 61. Maximera och minimera f(z,y) = 2%y pa cirkeln 22 +y? = 3, alltsi pa nivikurvan
g(z,y) =0 till g(z,y) = 2* +y* - 3.

"(z, Nz, 22y 22
f,1( Y) f/2( Y) 0 Y -0 dry? — 223 =0
gl(way) 92(51;71/) = 2z 2y = LL‘2 + y2 =3
g(z,y) =0 a?+y? =3

dry® —22% =202y —2%) =0 = (z=0 eller z?=2y?).
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Inséttning av dessa tva méjligheter i villkoret 2 + y? = 3 ger sex kritiska punkter:
(Oa \/3)7 (07 _\/g)a (\/ia 1)’ (\/57 _1)a (_\/ia 1)7 (_\/§a _1)'

De forsta tva elimineras direkt, eftersom dér &r funktionens vérde lika med noll, medan det &r
bade positivt och negativt i de 6vriga fyra, vilket betyder att de forsta tva punkter ger varken
det minsta eller det storsta virdet pa cirkeln. Vi berdknar virdena i de 6vriga fyra punkter (se
bilden) och sa &r vi redo att formulera svaret:

Svar: Funktionens max pa cirkeln ar 2 (i tva punkter) och min —2 (i tva punkter). Se bilden!

Exempel 62. Maximera och minimera f(x,y) = (22 + 3y + 1)? for g(z,y) =22 +y*> —1=0.

Eftersom enhetscirkeln &r en sluten kurva med nollskild gradient, sa uppfyller alla extrempunk-
ter ekvationssystemet

22z + 3y + 1)2 = A2z
= {202z +3y+1)3=2\2

{f{(sc, y) = A} (2, )
- 2?2 +y2—-1=0

Om X # 0, dividerar vi den andra ekvationen med den forsta och vi far ekvationen

3y 3 9 3 \2 13 ,
- = = —_ — — _1: - —
> - = 21‘ = x —|—<23:> 0 = 4;U
_ 2 _ (. 2 3 2 3
= w=rs = @)= (Fd) e (-G )

1

Ekvationssystemet har ocksa 16sningen A\ = 0, 2z + 3y + 1 = 0. For denna 16sning géller
uppenbarligen f(z,y) = 0. De 6vriga funktionsvirdena &r f(\/%,\/%) = (V13 + 1)% och

f(—\/%, —\/%) = (=13 + 1)?, s4 maximum &r (v/13 + 1) och minimum é&r 0.

Lagranges metod variant 2

Lagranges multiplikatormetod fungerar pd samma sétt
om vi vill maximera funktionen f(z,y,z) pa ytan
g(z,y,z) = 0, vilket motsvarar att vi maximerar / mi-

/ _ /
nimerar en trevariabelfunktion pd nivaytan till en annan filz,y,2) = Agi(z,y, 2)
/

trevariabelfunktion. Aven hér ar villkoret att gradienter- f3(z,y,2) = Ags (2, y, 2)
na till bada nivaytor sla vara parallella i extrempunkter fi(z,y,z) = Ags(z, vy, 2)
(eftersom nivaytorna maste tangera varandra). Vi far da g(z,y,2) =0

istallet ett ekvationssystem med 4 ekvationer och 4 vari-

abler.

Aven hér kan man rikna utan ), fast det finns ingen mojlighet att skriva upp en determinant
(vi har bara tva rader med gradienter, medan varje gradient har tre komponenter: helheten ar
inte kvadratisk!). Man kan ofta stalla upp en proportion som uttrycker faktum att gradienterna
ar parallella, men man far aldrig nagonsin sitta en variabel i ndimnaren utan vidare!
En variabel kan ju vara lika med noll!

Har blir det ocksa extra viktigt att forstd begreppet rand och faktum att begreppet ar relativt
och beror pa om vi analyserar en mingd i R, R? eller R3. (Se forklaringen i bilden pa s. 82)
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Exempel 63. Bestdm storsta och minsta virdena for funktionen f(x,y,z) = = + 2y + 3z med
bivillkoret 22 + 4% + 22 = 14, alltsd pa sfiren med mittpunkten i origo och radien /14.

Vi anviander Lagranges metod variant 2. Extrema finns dér gradienterna till f och g ar parallella.
Vfi=(1,2,3), Vg=(2z, 2y, 2z).

Att vektorerna ar parallella betyder att foljande proportion géller (OBS: bara konstanter i

namnaren!):
20 2y 2z
VilVg & T=3=%F

x =y = z = 0 uppfyller proportionen, men punkten (0,0,0) inte ligger pa sfdren, ar alltsa
fullstdndigt ointressant for oss. Om Vg # 0, da implicerar proportionen att

2 3 3
2x:y:§z < (y=2x och z:§y=§~2$=39€)-

Inséttning av dessa i bivillkoret g(z,y, z) = 0 ger
P2+ 22)2+(Br)’=14 & 142°=14 < (z=1 eller z=-1).

x = 1 ger punkten (1,2,3) och f(1,2,3) =1+2-2+3-3 = 14, medan x = —1 ger punkten
(—1,-2,-3) och f(—1,-2,—3) = —14.
Svar: Funktionens maximum pa sfiren ar 14 och minimum —14.

Exempel 64. Bestim stérsta och minsta virdena for funktionen f(z,y, z) = v/zryz? i omradet
D dar
D={(z,y.2); 20,y>0, 220, z +y+2z=1}.

(0,0,1)

planet
x+y+z=1

i forsta oktanten

(1,0,0) (0,1,0)

y
X

Figur 40: Forelasning 13: Planet i exemplet @ (Bild: Hania, med KeyNote.)

Omradet D ar en (kompakt!) triangel i férsta oktanten, f ar kontinuerlig, alltsd uppnar garan-
terat sina max och min i D.

Vi observerar att i férsta oktanten (dér z,y, 2z > 0) funktionen f(z,vy,2) = \/zyz? antar enbart
icke-negativa virden och att dessutom f(z,y,z) = 0 om atminstone en av variablerna &r lika
med noll, och bara da! Detta betyder att

min f(z,y,z) = 0.
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Maximum maste antas i en punkt dar
x>0, y>0, 2z>0, g(z,y,x)=x+y+2z—1=0.

I maximipunkten maste V f||Vg (Lagrange!).

(v
VI = <2f

Att V f||Vg betyder att foljande proportion géller:

V22, Qﬁyz) ,  Vg=(1,1,1).

2
21/55_\/522_2\/5yz
1 1 1

2
Vi multiplicerar hela proportionen med —ﬁ (vi vet redan att alla intressanta for oss variabler
z
ar nollskilda!) och far:
yz = 2xz = 4xy,
vilket ger (ty z,y,z # 0) y = 2z och z = 4z, alltsa, fran villkoret g(z,y,2) =z +y+2—-1=0:

1
l=o+4+2x+4x=Tx = 9::?

Vi har darfér den unika 16sningen (z,y, z) = (%, %, %), vilken méaste vara maximipunkten.
4

32
Svar: Det minimala viardet ar 0. Det maximala vardet ar f (%, %, 7) = m\ﬁ .

Lagranges metod variant 3

Lat oss harndst undersoka problemet att maximera f(z,y, z) givet tva villkor g(x,y, z) = 0 och
h(z,y, z) = 0. De bada villkoren definierar en kurva i rummet (skdrningskurvan till nivaytor till
tva trevariabelfunktioner). I varje punkt (x,y, z) pa kurvan ar bade Vg(z,y, z) och Vh(z,y, 2)
vinkelrdt mot kurvan, sa vektorn T'(z,y, 2z) = Vg(z,y, z) X Vh(zx,y, z) ar parallell med kurvans
tangent i (z,y,z). Enligt resonemanget nér vi inférde multplikatormetoden, sa maste det i
extrempunkten (a,b,c) gilla att Vf(a,b,c) - T(a,b,c) =0, dvs

Vf(a,b,c), Vg(a,b,c), Vh(a,b,c) ligger i samma plan.

De tre gradienterna &r linjart beroende, vilket ar ekvivalent med att determinanten av en matris
med Vf, Vg, Vh pa var sin rad maste vara noll i ett maximum/minimum.

Exempel 65. Maximera och minimera f(z,y,z) = y under bivillkoren

gz, y,2)=x+y+2—1=0 och h(z,y,2)=2>+9y°>+22—1=0.
Ekvationen g(x,y, z) = 0 definierar ett plan och h(zx,y, z) = 0 en sfir, sa skiarningskurvan mellan
dessa funktioner blir en cirkel, dvs en kompakt méngd. Det sokta maximum och minimum existe-

rar saledes. Eftersom V f(z,y,z) = (0,1,0), Vg(z,y,2) = (1,1,1) och Vh(z,y, z) = (2z, 2y, 2z2)
ar linjart beroende sa géller:
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0O 1 0
0=|1 1 1|=2zx—-2z2.
20 2y 2z

2r+y=1

Vi far « = z, vilket insatt i g och
h ger ekvationssystemet
& Y 202 +y2 =1

Vi séitter in y = 1 — 2z i 222 + y? = 1 och far da:

=0
202 + (1-22) =1 = 22°+1—-4dx+42>=1 = z(6r—-4)=0 = {:c )
.’L'Zg
x=0 ger z=0 och y=1-2-0=1 = f(0,1,0)=1 (maximum)
2 2 2 1 s 1o 1 .
T=g g z=g och y:1—2‘§:—§ =  f(5,—3.5)=—5- (minimum)

Svar: Det minimala vardet ar —%. Det maximala vardet ar 1.
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Forelasning 14: Repetition till duggan 2; problemdemonstration
kapitel 13

Kommer att fyllas pa med uppgifter lite vartefter.

Under tiden far ni gora foljande:

o Lisa losta uppgifterna som finns i dessa anteckningar, i anslutning till varje féreldsning
(som exempel som illustrerar teorin). Inom vissa foreldsningsanteckningar finns det riktigt
manga uppgifter=, inom andra nagot férre.

o LoOs rekommenderade uppgifter och analysera exempel fran Adams till de kapitlen som
tacker teorin till varje foreldsning.

o Lds l6sta uppgifter fran Armins hemsida:
http://ingforum.haninge.kth.se/armin/AR_12_13/SF1626/dirfler12_13.html

EXTRA OVNINGAR nere pa sidan. Lankarnas namn aterspeglar innehallet i varje
fil, det ar alltsa latt att hitta vad man letar efter.

Oyilket ar fallet for extremvirdesproblem!
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Forelasning 15: Dubbelintegraler

Vi inforde integraler for att kunna 16sa problemet att rdkna ut arean under grafen till en funktion
i en variabel. Vi har tidigare sett att grafen till en funktion av tva variabler kan tolkas som en
yta i rummet. Vi kan anvinda integraler ocksa for att rdkna ut volymen under grafen till en
funktion av tva variabler. Vi borjar med ett enkelt specialfall.

Sp
: 03

7z 08

1.
y y
] 7
a Ay
|
N 2; [ (i, yii)
7/ 7

(xij, yij)

Figur 41: Foreldsning 15: Riemannkonstruktion: dubbelintegral som ett satt att berdkna volym
(med tecken!) mellan funktionens z = f(z,y) graf och zy-planet. (Bild: Fran nétet.)

Lat A = [a,b] x [c,d] vara en rektangel i R?. LAt P; vara en partition av [a,b] (a = z0 < 21 <
... < xp = b) och lat P, vara en partition av [c,d] (c=yo <y1 < ...<yn =d). P X Py &r
en partition av A i delrektanglar A;;. En funktion ¢(x,y) kallas fér en trappstegsfunktion om
det finns en partition P; x P> av A sadan att ¢(z,y) = ¢;; for alla (z,y) € [@i—1, z5] X [yj—1,y;].
Volymen under en trappstegsfunktion ges direkt av

Z Z cij (i — xi—1)(yj — Yj—1) = Z Z cijAzx;Ay; vilket betecknas // o(z,y)dzdy.
A

i=1j=1 Arean av Ay; i=1j=1

—
Dubbelintegral

Dubbelintegraler kan beridknas genom att vi forst integrerar éver den ena variabeln, och sedan
over den andra, dvs:
Sats 17. For trappstegsfunktioner ¢ gdller

d

] étaydody = /b /d o)y | da = [ /b oz, y)dz | dy.
A a c a

[

Beviset foljer av att vi forst kan summera 6ver ¢ och sedan éver j och vice versa (detaljerna
b

uteldmnas). Notera att integralen [ ¢(z,y)dz ger tvirsnittsytan av kroppen under grafen till ¢
a
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Arean av den vertikala skivan mellan xy-planet
och grafytan, parallell med z-axeln:

{(xx,y,2; a<x<b, y=y, 05z f(x,))}

ar lika med A4()0) och volymen av skivan ar
A(yo)dy.

b
A(yy) = J S, yp)dx

Volymen mellan xy-planet och grafytan rdknad
pa tva olika sétt. I vénsterledet som i
Riemannkonstruktionen (tunna, hga

ritblock), 1 hogerledet m.h.a. vertikala skivor.

d d b
H fx.y)dxdy =J AG)dy =[ J fer,y)dxdy
D : c Ya

&

Figur 42: Foreldsning 15: Sambandet mellan dubbelintegral och itererade integraler. (Bild: Ha-
nia, med KeyNote.)

skuren sa att y hélls konstant. Déarmed géller:

d b d
[ | [ o) ay= [ Awa.

vilket dr formeln for volymen av en kropp med tvérsnitt A(y) som vi hirledde i envariabelana-
lysen. For att visa den andra formeln skér vi grafytan men vertikala plan med en konstant z.

Lat nu f vara en godtycklig begrdnsad funktion definierad pa A. D4 finns det med sékerhet tva
trappstegsfunktioner ¢ och ¢ sadana att

d(x,y) < flz,y) <Y(z,y) Y(z,y) € A

Definition 24. Den begriansade funktionen f ségs vara integrerbar Gver rektangeln A om det
till varje € > 0 finns trappstegsfunktioner ¢, som uppfyller olikheten ovan, samt

//¢(£,y)dfcdy//¢(:n,y)dﬂcdy < e.
A A

Dubbelintegralen av ¢ blir som en 6versumma till f och dubbelintegralen av ¢ blir som mot-
svarande undersumma, sa precis som for enkelintegralen dr en funktion integrerbar om under-
och 6versumman kan komma godtyckligt néra varandra.
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Sats 18. Om f dr integrerbar dver A sd finns det exakt ett tal I sadant att

| dwady <1< [[ v oy
A A

Vi later dérfor talet I i ovanstdende sats betecknas I = f [ f(z,y)dzdy. Avslutningsvis nagra

egenskaper for dubbelintegraler (av integrerbara funktloner

//Afxy + Byg(z,y)) dxdy—A//fxyd:Udy+B// (x,y)dzdy

2 M) €A floy) <glzy)] = // f(,y)dzdy < // oz, y)dedy
A A

//f(x,y)d:z:dy S/ |f(x,y)| dedy (Bevisas forst for trappstegsfunktioner)
A

Egenskaperna ovan heter linjdariteten, monotoniciteten och triangel-olikheten.

Definitionsmingden symmetrisk enligt origo
f:[-a,a] - R
Funktionen dr udda, d.v.s.:

Vx €[—a,al f(—x)=—f(x)

Riemann-integralen [arean (med tecken!) mellan grafen och x-axeln] r noll: de positiva och negativa bitarna tar ut varandra:

Ja f)dx =0

Definitionsméngden 4 &r symmetrisk enligt x-axeln Definitionsmangden 4 dr symmetrisk enligt
f:A—-R Funktionen ir udda m.a.p. y, d.v.s.: f:A->R Funktionen dr udda ,dovs.:
V) €A flx,—y) = = fx,y) Vi,y)e A f(=x,y) =—=fxy)
Riemann-integralen [volymen (med tecken!) mellan grafytan och xy-planet] Riemann—ifltegralen [volymen (med tecken!) mellan grafytan och xy-planet]
ar noll: de positiva och negativa bitarna tar ut varandra: ar noll: de positiva och negativa bitarna tar ut varandra:
y Y
H fx, y)dxdy = 0 ﬂ fCx,y)dxdy = 0
A A
X - + X
+
OBS: i dessa bilder ser vi bara definitionsméngden, inte grafen som i
envariabel-fallet! Tecknen plus och minus kan ligga tvért om, forstas!

Figur 43: Forelasning 15: Integration by inspection som i Adams 14.1 upp.13-22. (Bild: Hania,
med KeyNote.)
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Vi skulle vilja veta vilka funktioner som é&r integrerbara.

Sats 19. Om f dr kontinuerlig pa A, sa dr f integrerbar dver A.

Precis som i envariabelfallet bygger beviset pa att en kontinuerlig funktion pa en kompakt
méngd (rektangeln A &r kompakt) ar likformigt kontinuerlig.

Det ar ganska enkelt att visa att dubbelintegralen av alla integrerbara funktioner kan berdknas
som en upprepande enkelintegral (Fubinis sats) och vi tar ett exempel pa detta.

Exempel 66. Berdkna

//mzwdxdya A:{(m,y)ER2:1§x§3, 0<y<1}
A

Integranden &r kontinuerlig och dédrmed integrerbar. Vi integrerar férst med avseende pa .

3 1

3 e
x x
———dxdy = / /dy dr = / [— ] dx
Z/ (1+ zy)? (1 + zy)? 1 L+ay],

1 0

3
1
:/<1+x“)dx:[$ln'1”'ﬁ
1

=3-2In(2) — 1 +1n(2) = 2 — In(2).

Vi hade lika gidrna kunnat bérja med att integrera Over x, men d& hade vi behévt partial-
braksuppdela integranden och berdkningarna hade blivit mycket mer invecklade.

P& samma sétt som arean mellan graferna till funktioner f : [a,b] — R och g : [a,b] — R sadana
att f(z) > g(z) for alla x € [a, b] uttrycks med formeln

b
A= [ (#(a) = gl

kan volymen mellan grafytorna till tvavariabelfunktioner f : D — R och g : D — R sadana att
flx,y) > g(x,y) for alla (z,y) € D uttryckas med formeln

V= //D(f(wvy) — g(z,y))dzdy.
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Forelasning 16: Dubbelintegraler; Fubinis sats pa z- och y-enkla
omraden

For att kunna integrera funktioner 6ver andra omraden dn rektanglar infor vi féljande definition:

Definition 25. Lat f vara en begridnsad funktion pa den begransade méingden D. Eftersom
D ar begransad sa finns det en rektangel R sadan att D C R. Vi infoér den utvidgade funktionen

R _ f(I,y), (‘T’y) €D
fey) = {0, (z,y) € R\ D

och s& séger vi att f ir integrerbar pa D om f ir integrerbar pa R och vi definierarld
[ #twasty = [ fa. )iz
D R

Men dven om f ir kontinuerlig pa D s& kommer bara f att vara kontinuerlig om f (x,y) - 0da
(z,y) ndrmar sig randen 0D. Funktionen f kommer dock dnda att vara integrerbar om randen
ar en sa kallad nollméngd, dvs. en méngd som vi kan tédcka med &ndligt manga rektanglar med
total area . Man kan visa att grafen till en kontinuerlig funktion 4r en nollméngd (dven detta
bevis utnyttjar likformig kontinuitet) och dédrmed géller f6ljande, mycket anvindbar sats.

Sats 20. (Fubini) Om f dr kontinuerlig pa mdngden
D={(z,y) eR*: a<z<b, clx)<y<dx)}

(ett y-enkelt omrade) for tva kontinuerliga funktioner ¢ och d, sd ar f integrerbar éver D och

b [ d(z)
//f(ﬂfvy)dxdyz/ f(z,y)dy | dz.
D a \ce(x)

y
v =d@)
 y—ew
o T

Figur 44: Foreldsning 16: ett y-enkelt omrade D. (Bild: Hania, med KeyNote.)
P& samma satt géller att om det finns tva kontinuerliga funktioner a och b, sdidana att

D={(z,y) €R*: a(y) <z <b(y), c<y<d}

1ps mangden D ar ju bada funktioner lika varandra, och utanfér D har f vardet noll. Det ar darfor rimligt
att volymen (med tecken) mellan deras grafer och xy-planet ar lika varandra.

93



(ett z-enkelt omrade; se bilden) sa ar f integrerbar éver D och

ﬂ}wwmwzj 73@@@ dy.
D

¢ \a(y)

X

Figur 45: Foreldsning 16: ett x-enkelt omrade D. (Bild: Hania, med KeyNote.)

For bra illustrativa forklaringar for satsen oven se Travis Topic 18. Se ocksa extra filen
F14_TRAVIS_Topicl18_Exempel_Fubini_x_y_enkla

De flesta omraden kan skrivas som en édndlig union av ovanstaende tva typer av omraden, z-enkla
och y-enkla. Notera ocksa att om D = D1 U Dy dar D1 N Dy ar en nollméngd sa géller

|[ sty = [[ sepizay+ [ 1oz
D D1 D1

Vi inleder med tva rdkneexempel med dubbelintegraler 6ver icke-rektanguldra omraden i planet.

Exempel 67. Berdkna dubbelintegralen

!/(:1:2 + y?)dzdy

dér D &r triangeln med horn i (0,1), (1,0) och (1,1). Se bilden med integreringsomradet.

Y

X

1

Figur 46: Foreldsning 16: Integreringsomrade D, Exempel @ (Bild: Hania, med KeyNote.)
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Omradet begransas i y-led avl —ax <y <1 ochiz-led av 0 < x <1, sd om vi férst integrerar
med avseende pa y och sedan med avseende pa x, sa far vi:

1 1 1

37y=1
//(m2 + ) dady = / / (22 + D) dy | do = / [3:23/ + yg] dz
D 1= 0 y=l-o

0
:/1<:U2+i1))—<:E2(1—m)—|—(l_?ﬁ)g>>dx:/l<—(1_3x)3+$3+;>d$

0 0

[(

I exemplet ovan hade vi kunnat anvinda 1 —y <z <1, 0 < y <1 och istéllet forst integrerat
over x och sedan 6ver y. Rékningarna hade dock blivit identiska fast med y utbytt mot x och
vice versa. Som synes i nésta exempel kan det dock vara omdjligt att berdkna vissa integraler
om vi borjar med fel variabel.

Exempel 68. Berdkna dubbelintegralen

// e* dxdy

D

dar D é&r triangeln med horn i (0,0), (1,1) och (1,—1). Se bilden med integreringsomradet.

(1,1)

X
0,0) I

-1t

(1-1)
Figur 47: Foreldsning 16: Integreringsomrade D, Exempel @ (Bild: Hania, med KeyNote.)

Primitiv funktion till f(z) = ™ kan inte beriknas med metoder som vi beharskar, sa vi méaste
boérja med att integrera med avseende pa y.
1 T 1
1 =
22 22 22]9Y=% 22
//e d:cdy:/ /e dy dx:/ {ye } da::/Za:e dx
y=—=z
D 0 \-=z 0 0

1

2

ez} =el—e¥=e—1.
0
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Forelasning 17: Dubbelintegraler: variabelsubstitution

Variabelsubstitution i dubbelintegraler

Precis som i envariabelfallet kan berdkning av dubbelintegraler ibland férenklas avsevért om vi
gor ett variabelbyte fran (z,y) till ett annat par av variabler, exempelvis poldra koordinater
(r,0). Da kan man ofta omvandla knepiga integreringsomraden i axelparallella rektanglar i
variablerna r och 0. En fantastisk motivering av nyttan med detta koordinatbyte finns hos
Travis Topic 18. Se ocksa skridckexemplet pé sista sidan i extra filen

F14_TRAVIS_Topicl8_Exempel_Fubini_x_y_enkla

For att ta fram formeln for variabelbyte i dubbelintegraler maste vi dock forst undersoka Rie-
mannsummor. Lat f vara en funktion som ar definierad pa en méngd D. En Riemannsumma
till f 4r en summa

Zf(:zk,yk)(Arean av Dy) dar (zg,yx) € Dy.
k=1

Man kan visa (aterigen med likformig kontinuitet) att om f &ar kontinuerlig sd konvergerar

Riemannsumman till f mot
// [z, y)dzdy
D

nér storsta diam(Dy) — 0 (dvs storsta avstandet mellan tva punkter i Dy).

Lat nu x = z(u,v) och y = y(u,v) vara en bijektiv avbildning mellan omradet E i uv—planet
och omradet D i xy—planet. Varje uppdelning av D i smabitar Dy motsvarar en uppdelning av
E i smabitar Ej,. Vi undersoker hur arean av D} och Ej ar relaterade.

Nar vi studerade Jacobimatrisen (Foreldsning 6) sag vi att areaférstoringen vid en avbildning
var lika med determinanten av Jacobimatrisen (Jacobianen). Alltsa géller:

oxr Oz
A(u,v)" d(u,v) |9y Oy
ou Ov

(Arean av Dy) = (Arean av Ej) |

————’
#0 for bijektiva avbildningar

(absolutbelopp kring Jacobiandeterminanten: arean kan ju inte vara negativt!) Fran areaforsto-
ringsformeln far vi f6ljande relation mellan Riemannsummor uttryckta i (z,y) och (u,v):

Zf(wk,yk)(arean av Dy) ~ Zf(x(uk,Uk),y(uk,vk))(arean av Ekz)a(i’ y)|
k=1

k=1
é/ f(x, y)dady é/ Fla(u,v), y(u, “>>’§Eiji§ dudy
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Sats 21. Om (z,y) = (z(u,v),y(u,v)) dr en bijektiv funktion med kontinuerliga partiella
O(z,y)

0
(u,v) 70,

Z/ F o) dedy — é/ f(:r(u,v),y(u,v))ggi:i;uudv

for alla integrerbara funktioner f.

derivator och om

Y(u,v) € E utom pd en nollmdangd, sd dr:

Jamfor den endimensionella motsvarigheten

b B
/ f()de = / fa(t)) /() dt
a @ \d;

dt
for x = z(t) och z(a) = a, z(8) = 0.

T T t } } X

4)1 x = x(1)

Figur 48: Forelasning 17: Variabelbyte (invers substitution) i enkelintegraler. (Bild: Hania, med
KeyNote.)

v ¢ oy
£ ; 1/ D\ _
T T B S
Variabelbytet: x =x(u,v) \ B K I
SR et
a(x,y)
fGyydxdy = || fOxu,v), yu,v) - | | dudy
D E o(u, v)
ox ox
a(x, 0 0
dér Jacobianen / funktionaldeterminanten rdknas som: —( ) = " v
a(u, v) dy  dy
ou ov

Figur 49: Forelasning 17: Variabelbyte (invers substitution) i dubbelintegraler. Allt som ska
uttryckas m.h.a. de nya variablerna: 1. omradet, 2. funktionen, 3. area-elementet dzdy. (Bild:

Hania, med KeyNote.)
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Vi tar tva exempel pa variabelbyte for dubbelintegraler.

Exempel 69. Berdkna integralen

over den halva cirkelskivan 22 + 4% <1, y > 0.

Vi byter till polara koordinater x = r cos(f), y = rsin(6). Jacobianen blir da

Or O
z,y) _|or o] _ |cos(8) —rsin(d)] _ . - ' B
a(r,0) |9y Oyl  |sin(0) rcos(g)‘—TCOSZ(H)(Tbln2(9))—r(cos2(0)+sm2(e))_r,
or 00

Man kan alltsa skriva areaelementet som dxdy = rdrdf och det finns en mycket bra geometrisk
tolkning for detta:

¢ rdd D |dy
7 dx
do dxdy = rdrd6

Figur 50: Foreldsning 17: Areaelementet vid poldrt koordinatbytet; geometrisk tolkning. (Bild:
Hania, med KeyNote.)

Integrationsomradet begrénsas i polédra koordinater av 0 <r <1, 0 <6 <, sa

1 T 1
2 a2 r?
/TCOSﬂ(H)erdrdGz//cosQ(H)e’"QrdrdG
00

1

0
= / cos®(0)do / re” dr
0

0

Nér integranden i en dubbelintegral dr en produkt av en funktion av den ena variabeln och
en funktion av den andra variabeln pa en axelparallell rektangel, sa kan dubbelintegralen
skrivas som en produkt av tva integraler. Vidare géller

™ 1

[ 1+ cos(20) 9 sin(20)]" « / > 121 1 1
2 = _— = — = — r = —e" = —e6 — —
/cos (0)do —/ 5 do [2 +— T re’ dr e 5¢ )
0 0

7r(e—1)'

sa dubbelintegralen ar 1

I berdkningen ovan anvinde vi foljande sats, som kommer att vara mycket nyttig d&nda till slutet
av denna kurs:
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Sats 22. Om D = [a,b] x [c,d] dr en azelparallell rektangel och f : D — R dr en kontinuerlig
tvavariabelfunktion s.a. f(x,y) = g(x) - h(y) dar g och h dr kontinuerliga funktioner, sa dr:

||tz = | (e / “hy)dy.
D

Varfor ar det sa? Detta foljer fran Fubinis sats och fran integralens linjaritet, alltsa att man
kan bryta ut en konstant framfor integraltecknet:

/ ety = [ (o swa)a = [ ([ rww)a

Fub1n1 g(z) ar konst. m.a.p. y

= /cd h(y)dy - /abg(w)dw-

int. fran c till d ar ett tal!

Observera att satsen géller enbart om vi integrerar 6ver en axelparallell rektangel och om
integranden ar produkt av tva funktioner av en variabel (en av x och en av y).

Exempel 70. (Direkt substitution) Berikna integralen

//x — gyt Ydxdy

dir D ér det omrade i xy—planet som begrinsas av de fyra kurvorna 22 — 3?2 = 1, 2% — ¢? =

2, 2y = 1 och 2y = 3. Om vi byter till koordinaterna v = 2> — y? och v = xy si kan
integrationsomradet uttryckas som 1 <u <2,1 <wv < 3.
3 Ty 4 Tu

3
2 41

2 E
1 41

1

x ‘ u
1 2 3 1 2 3 4

Jacobianen blir (man anvinder hiar den Inversa Funktionssatsen som formuleras och bevisas pa
slutet av F9):

) ou  Ou|!
INw,y) _ (0w, v)\ " _|oz ay| _[2¢ —2y|  _ 2 21 _ 1
d(u,v) B (6(az,y) o @ v oy x =27 +2y7) = 2(z2 + y?)
oz 8y
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vilket slutligen ger oss:

é/(x‘l —ytdady = é/(;ﬁ + ) (a2 — ) dady = é/(lﬂ +y?)(a? - yz)mdudv

2 3

1 1
—2//ududv—2 /udu /dv

E 1 1
GG IR

Jamfor bilden i detta exempel med bilden pa sidan @ Héar gar man at andra hallet, fran D till
E (axelparallell rektangel), medan man gick fran E (axelparallell rektangel) till D i den inversa

substitutionen.

Slutsats: Vid inversa substitutioner behdver vi inte den inversa funktionssatsen,
men vi behGver den vid direkta substitutioner.
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Trigonometriska formler for flervariabelanalys

Berékning av multipelintegraler (och kurvintgraler) kréver ofta grundldggande kunskaper i tri-
gonometri, eftersom sinus och cosinus férekommer i bade polar och rymdspolédr koordinatbyte,
och sa anvdnder man ofta trigonometriska funktioner vid parametrisering av kurvor.

Hér kommer négra riktigt viktiga formler som anvénds véldigt ofta vid berdkning av trigonomet-
riska integraler. Memorera dem, eftersom det inte kommer ndgot formelblad pa tentan:

o Trigettan
cos’ o+ sin? o = 1.

e Cosinus av dubbelvinkel

2 i02

cos(2a) = cos? a —sin® a = 1 — 2sin a = 2 cos?

a—1.
e De tva senaste formler ger vildigt viktiga formler som hjélper hitta primitiv funktion till
f(z) = sin?x och g(z) = cos® z:

1-— 2 2 1
sin? o = L c0s(20) cos? oy — COS<(2%>+

2

o Hér kommer anvindningen av formlerna ovan:

1- (2 2 1 1

/sin2 rdr = / cos(2) / / cos(2z) = -z — —sin(2x) + C.
2 4
2 (2 1 1

/0052 rdr = / COS( z) / / cos(22) =3t+ 7 sin(2x) + C.

2n+1

e Om man ska bestdmma primitiva funktioner till sin x eller cos?” !z, anvinder man

trigettan for att senare kunna tillimpa variabelsubstitution, som i exemplet nedan:

sinfrdr = [ sinfzsinzdr = (1 — cos® z)sinx dx = *
~—~
trigettan

Substitution: cosx = t, —sina dx = dt ger vidare:

t3 cos®
*:—/(1—t2)dt:/(t2—1)dt:3—t—|—C’: 5 —cosz +C.
P4 samma sétt hittar man primitiv funktion till f(z) = cos® z genom att skriva cos® z =
cos? xcosx = (1 — sin? x) cos x och tillimpa variabelbyte sinz = t.

e Det mest typiska exemplet fran omradet av dubbelintegraler 4r nidr man ska kora polar
koordinatbyte och integranden innehaller 22 + y2. Trigettan tillimpat till z = 7 cos @ och
y = rsinf ger 22 + y? = r? och dérfér (Jacobianen dxdy = rdrdf) far vi t.ex.:

1 p2m 1 P4t 1
// (x2+y2)d:r:dy:/ / T2-rd9dr:27r-/ 7“3dr:27r-[4] :27r-1:§.
0<z24y2<1 00 ’ 0

e Den forsta formeln fér cosinus av dubbelvinkel hjélper att berdkna dubbelintegraler med
22 —y? i integranden. Efter polirt koordinatbyte: 22 —y? = 72 cos? —7r2 sin? 6 = r? cos(20).
Lat oss nu integrera 6ver D: attondelen av cirkelskivan:

1 pr/4 : w/4 411
//(332 —y?)dady = / / 2 cos(20) - r dfdr = [sm(29)] . [r] _1
2 0o Jo 2y 41, 2
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Forelasning 18: Generaliserade integraler; Medelviardessatsen

Vi har hittills studerat dubbelintegraler av begransade funktioner 6ver slutna, begrdnsade om-
raden i planet. Precis som for enkelintegraler kan vi utvidga integralbegreppet till att omfatta
dven obegransade integrander och obegrinsade integrationsomraden.

Definition 26. Lat f vara en funktion av tva variabler som &r definierad pa en, mojligen
obegransad, mangd D i planet och antag att f(z,y) >0, V(z,y)e D.Lat Dy C Dy C...C D
vara en foljd av méngder med f6ljande egenskaper:

e UXD;=D
e D, ar begransad for alla i.
e f &r begridnsad pa D; for alla 1.
(Sadan foljd heter uttémmande foljd.) Den generaliserade integralen av f pa omradet D defi-

J] sty = i [[ 5.z
D D;

nieras av

om gransvérdet existerar.

Exempel 71. Berdkna den generaliserade dubbelintegralen

| armarme
D

dér D ar forsta kvadranten i zy—planet. Funktionen ar begrdnsad pa hela méngden D, men
méngden D &r obegransad. Vi kan lata D; = [0,1] x [0,:] och far da:

) )

1 dx dy
dedy = 1 dody = Ti 4T
£/<1+x2><1+y wdy zir?o// Tt = im 0/1”2 0/1+y2

2

= lim [arctan(x)]} [arctan(y)]y = lim (arctan(i) — arctan(0))
1—00 i—00 w_/ R/_/

_(z>2_£
\2/) 4
2

Den generaliserade dubbelintegralen var konvergent med vardet %

—0

w\ﬁ

Precis som for vanliga dubbelintegraler har vi ofta anvindning av variabelbyten nér vi ska
berdkna generaliserade dubbelintegraler. Vi illustrerar med ett mycket viktigt exempel med
otaliga tillimpningar.

Exempel 72. Visa att

o0

/ e dr = /1

—00
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Vi kan inte berdkna nagon primitiv funktion, men genom att g omvégen via en dubbelintegral
kan vi &nda berdkna den bestdmda integralen.

y y

1IN
NI

Drp ar cirkelskivan med radien R
Dgp=[-R,R] X[-R,R] och mittpunkten i origo

Figur 51: Féreldsning 18: Tva olika exempel av uttémmande féljder som approximerar R?; vi
anvander den forsta i nedanstaende berdkningen till vanster och den andra i berdkningen till
hoger. Teorin (6verkurs) sédger att viardet pa den generaliserade integralen av en positiv integrand

ar samma oavsett vilka uttémmande f6ljd vi véiljer. Exempel [72. (Bild: Hania, med KeyNote.)
o 2 o o0
/ede:c :/eIZda:/edey://e‘”Qdea:dy
(o] —00 —00 R2
2T R 2m R
. 2 ) 1 _»
= lim //errdrdez lim [—er] do
. ~~"R—o R—o0 2 0
polara koordinater ( () 0
2m
1 2 1 1 2
= 1i —e 4 2 )do = lim _(1-e )2
P ( 2 +2)d9 A gt e
0
Li—0)2
=—(1—-0)27 = 7.
2

I ovanstaende exempel berdknade vi generaliserade dubbelintegraler med hjilp av itererade
enkelintegraler.

Om en generaliserad dubbelintegral med positiv integrand &r konvergent, sa spelar det ingen
roll i vilken ordning vi integrerar enkelintegralerna. Om integranden har olika tecken kan vardet
dock bero pa ordningen. Vi tar ett exempel dér integranden ar obegréansad.

Exempel 73. Avgor om integralen

[

ar divergent for D = {(x,y) : 0 < z < y < 1}. Se bilden med integreringsomradet.
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Figur 52: Foreldsning 18: Integreringsomrade D, Exempel @ (Bild: Hania, med KeyNote.)

Integranden dr obegrdnsad néra linjen y = x, sé

1 1 1
1 1
dzdy = i dydz = i Inly—z[}_ . .d
P ey (R
D 0

0 xz+e
1

= lir(r]1+ (In|1 —z| —In(e))dz = 00 eftersom integranden ar oo for alla x.
E—

0

Vi tar ett till exempel pa variabelbyte i generaliserade dubbelintegraler:

Exempel 74. (Overkurs pa den 5hp-kursen) Beriikna den generaliserade dubbelintegralen

// zye” Ydxdy

D

dir D &r remsan 1 <z <2, gy > 0. Se bilden med integreringsomradet.

Y

X

1 2

Figur 53: Foreldsning 18: Integreringsomrade D, Exempel @ (Bild: Hania, med KeyNote.)

Vigledda av formen pa integranden sitter vi u = xy, v = x. Remsan D kan da skrivas u > 0,
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1 <wv < 2. Jacobianen blir:

@ ou
O(u,v) _ |Ox 83/ y T
Oz,y) |9v Ov| 1 0
oz (9y

= =X = —v

sa (direkt substitution igen, alltsd den Inversa Funktionssatsen som véander pa Jacobianen;
dessutom sa tar man absolutbeloppet, alltsa forsvinner minustecknet vid v):

R 2

R 2
1 1
zye” Ydrdy = lim ue “—dvdu = | lim [ ue “du —dv
R— oo v R—o00 v
01 0 1

D

R—o0

R
= lim [—ue_"]é%—/—e_udu [In(v)]?
0

=1n(2) lim (—Re e 4+1) =1n(2).

R—o00

For integrander med varierande tecken kunde vi inte dra sédkra slutsatser fran itererade enkelin-
tegraler. Dock géller det att

// f(z,y)dxdy ar konvergent <= // |f(z,y)|dzdy &r konvergent.
D D

Sa om vi vill avgdra om en generaliserad dubbelintegral vars integrand f har varierande tecken
ar konvergent, sa behover vi bara undersoka motsvarande integral av |f|. Om vi inte kan hitta
primitiva funktioner kan vi anvinda ett jamforelsekriterium for att avgéra konvergens. For att
visa att

1+ 2sin(x
// + y) ar konvergent pa z? 4+ 2 > 1, s& kan vi undersoka
2m

(22 + y2)3/2
[ 3 31
// dx dy<// a?Q—i-y 3/2alnlcd // )3/2drd0—27r [_T]l = 6m,
01

och eftersom integralen av |f| &r mindre dn en konvergent integral, s maste integralen av |f|,
och dédrmed &ven av f, vara konvergent.

1 + 2sin(zy)
(22 + 42) (2 1 12)3/2

Vi avslutar detta kapitel med att hérleda den flerdimensionella motsvarigheten av integral-
kalkylens medelviardessats. Lat f vara en kontinuerlig funktion av tva variabler definierad
pa ett kompakt omrade D. D& har f ett storsta och ett minsta virde M respektive m pa D,
och alltsa géller m < f(z,y) < M V(x,y) € D. Integration éver D ger:

m(arean avD) = //m dxdy < //f(:v,y) dxdy < / M dxdy = M (arean avD)
D D D

~ arean av D

1
= m< —— /f(:c,y)dxdySM

=C
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Om D &r bagvis sammanhingande, sa finns det en kurva (z(¢),y(t)) som uppfyller

F(2(0),5(0)) =m och  f(2(1),y(1)) = M.

Figur 54: Forelasning 18: En méingd (den graa delen i bilden; de vita delarna illustrerar hal,
alltsa tillhor inte méangden) kallas bagvis sammanhdingande om det for varje par punkter A och
B som tillhér méngden finns det en glatt (C1) kurva (liggande fullstindigt i méngden; den réda
kurvan i bilden) som férenar punkterna. (Bild: Hania, med KeyNote.)

Eftersom bade f och kurvan ar kontinuerliga, si &r sammansittningen g(t) = f(z(t),y(t))
en kontinuerlig funktion av en variabel med egenskaperna ¢(0) = m och ¢(1) = M. Enligt

satsen om mellanliggande virden (fran envariabelanalys) s& finns det ett ¢ € [0, 1], sidant att
g(t) = f(x(t),y(t)) = C. Det finns alltsa en punkt (zg,yp) € D sddan att:

f(xo,90) = C = m //f(x,y)dxdy.
D

Hogerledet kan tolkas som medelvirdet av funktionen f pa omradet D. Om D, &r en cirkel
med radie r och centrum i (a,b) sa géller:

1
—5 || f(z,y)drd0 — f(a,b) dar — 0.
o IZT/

For harmoniska funktioner dr ovanstdende integral lika med f(a,b) Vr > 0.
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Forelasning 19: Trippelintegraler; variabelbyte

Trippelintegraler

Pa precis samma sétt som vi definierade dubbelintegraler 6ver rektanglar i planet, kan vi de-
finiera trippelintegraler 6ver rdatblock R i rummet genom att dela in ratblocket i del-ratblock.
Genom att approximera den funktion f som man vill integrera med en trappstegsfunktion som
ar konstant pa varje del-riatblock sa far man en Riemannsumma med c;;, = f(z], Y5 25):

Z Z Z cijkAx;Ay; Az, som konvergerar mot // f(z,y, z)dxdydz.
R

i=1 j=1 k=1
Vi kan ocksa definiera trippelintegraler éver kroppar K i rummet som inte ar rdtblock genom
att lata integranden vara noll utanfor K och integrera 6ver ett ratblock som innehaller K.

Pa samma sétt som vi berdknade dubbelintegraler m.h.a. integration by inspection pa s. @ (se
bilden dér), kan vi gora samma sak med trippelintegraler. Har har vi dock sa méanga som tre
olika fall som omedelbart (utan att rikna) ger

/IZ fax,y, 2)dedydz = 0 :

o Integranden ar udda m.a.p. z (d.v.s. f(—=z,y,2) = —f(z,y, z) for alla (z,y,z) € K) och
K ar symmetrisk enligt yz-planet (planet z = 0).

o Integranden dr udda m.a.p. y (d.v.s. f(z,—y,2) = —f(z,y, 2) for alla (z,y,2) € K) och
K ar symmetrisk enligt xz-planet (planet y = 0).

o Integranden dr udda m.a.p. z (d.v.s. f(z,y,—2) = —f(z,y, 2z) for alla (x,y,z) € K) och
K ar symmetrisk enligt xy-planet (planet z = 0).

I varje av dessa fallen finns det lika manga volymelement AzAyAz i integreringsomradet K pa
béda sidor av symmetriplanet, och varje av dem har sin motsvarighet pa andra sidan planet,
med funktionens virde som ar det motsatta talet (integranden ar ju uddal), sa att dessa element
tar ut varandra i Riemannsumman:

cAzAyAz — cAxAyAz = 0.

Trippel- och multipelintegraler har ingen geometrisk tolkning, men manga fysikaliska tolkningar.
Om exempelvis p(x,y, z) &r densiteten i punkten (z,y, z) sa ges massan m och volymen V av

en kropp K av
m = ///p(azjy,z)d:zdydz, V= ///dxdydz.
K K

Vi kan berdkna trippelintegraler med hjélp av itererad integration eller genom att utnyttja
symmetrier och variabelbyten. Om integrationskroppen K kan skrivas som

K:{(JI,y,Z) GR?): (‘Tvy) GD, p($7y) <z SQ(J;;y)}
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(alltsé ar ett z-enkelt omrade) sa kan en trippelintegral 6ver K berédknas

a(z,y)
//f(x,y,z)d:cdydz:// /f(m,y,z)dz dxzdy.
K D \p(z,y)

Harifran kan vi ta tre vigar, beroende pa hur méngden D ser ut:

1. Om omréadet D &ar y-enkelt:

b [ d(=) [ a(z.y)

// q7y)f($,y,z)dz dmdy:/ / /f(:n,y,z)dz dy | dx
D o)

(z,y a \c¢(z) \p(zy)

2. Om omradet D &r z-enkelt:

q(z,y) d [ by [ a(zy)
1 [ fevaa|awa=[{ [ [ swoed|d]a
D (z,y) ¢ \a(y) \p(zw)

3. Om omradet D ar r-enkelt (radiellt): berikna dubbelintegralen dxdy m.h.a. polar koordi-
natbyte.

Om vi pa ett enkelt sdtt kan bestdmma tvérsnitten av kroppen vinkelrdta mot nagon av koor-
dinataxlarna, sa kan trippelintegralen berdknas

q
lf(x,y,z) dxdydz:p/ D/Z/f(x,y,z) dxdy | dz

dar D, ar tvarsnittet av kroppen vinkelrdt mot z—axeln.

Exempel 75. Berdkna trippelintegralen

/// 2 dedydz

K

f(z,y)

dar kroppen K definieras av de tre olikheterna

w2 4+y? <22 2?4y +22<1, z>0.

Den forsta olikheten motsvarar innandémet av en cirkulér
kon med spetsen i origo och de bada andra olikheterna
ovre halvan av enhetssfiaren.

Kroppen K har formen av en ’glasstrut’@. Vi berdknar trippelintegralen med den tredje meto-
den ovan och tar fram projektionen av omradet i xy—planet. Projektionen av skdrningskurvan

har ekvationen
1
:U2—|—y2 *—1—x2—y2 = :Jc2+y2 = 3

12Titta gérna pa Travis Topic 20, helt pa slutet: dér beriknar Travis volymen pé glasstruten.
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s& D = {(z,y) e R®: 2% +¢* = J}.

Vidare ar p(z,y) = /22 + y2 och ¢(x,y) = /1 — 22 — 2, s

1— 1271/ 22 m
z dxdydz = dxdy = — dxdy
2 N

xQ—i-y

//1—1: — 2 — (22 + %) dmdy:;//(1—2x2—2y2)dmdy
D
2r 1/Y/2 2 L 4ql/V2
:1// (1—2r?) rdrd9:12ﬂ[r—r} :E(l—l)zi.
20 ) 2 2 2 |, 2\2 4 8

Variabelbyte i trippelintegraler
I exemplet ovan sa utférde vi ett variabelbyte i den anslutande dubbelintegralen. Vi kan ocksa
utfora variabelbyte direkt i trippelintegralen. Om vi byter variabler fran (x,y, ) till (u, v, w) sa

maste vi ta hansyn till hur volymelement skalas vid avbildningen. Precis som f6r dubbelintegra-
ler sa bestédms detta av absolutbeloppet av Jacobianen, s& trippelintegralen kan skrivas:

// flx,y, 2) dedydz = // fz(u,v,w),y(u,v,w), z(u,v w))\g(( ))]dudvdw

dar E ar kroppen K uttryckt i variablerna u, v och w. Vi tillimpar formeln pa ett exempel.

/// 2 dadyd>

K

Exempel 76. Berdkna

dér kroppen K &r ’glasstruten’ i foregaende exempel.
Vi kan byta till sfariska (rymdspoldra) koordinater. Som vi har sett i borjan av kursen,

4

L 2)

y
X

Figur 55: Rymdspoléra / sfiriska koordinater i R3. (Bild: Hania, med KeyNote.)

motsvarar variabeln R avstandet till origo (R > 0), variabeln 6 &r vinkeln mellan den positiva
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z-axeln och projektionen av punkten pa zy-planet (0 < 6 < 27), och variabeln ¢ ar vinkeln mot
positiva z-axeln (0 < ¢ < 7). Relationen mellan kartesiska och sfiriska koordinater ges av:

x = Rsin(¢) cos(f), y = Rsin(¢)sin(f), =z = Rcos(¢p).

Jacobiandeterminanten fér koordinatbytet ar (glom inte hur man riknar med determinanter:
man far bryta en gemensam faktor fran hala raden eller kolonnen, och s& kan man utveckla
enligt rader eller kolonner; glém inte att vid radutvecklingen multiplicera med (—1)"*/ dér 4
och j beskriver positionen av elementen i determinanten! Vi utvecklar enligt den sista raden
och anvander ocksa trigettan, flera ganger!):

OR  9p 9 singpcosf Rcospcosf) —Rsingsinb

m: g]g{z gy (339/ = | sin¢sinf Rcos¢singd Rsingcosf | =
(R, ¢,0) Oz a;b ) cos ¢ —Rsin¢ 0

OR 04 00

sin¢gcosf cos¢pcosf —sinf
= R%sin¢ - | singsinf cospsinf cosf | =
cos ¢ —sing 0

+ (=177 (=sing)

cos¢pcosf) —sinf
cos¢psinf  cosf

sin ¢ cosf —sinf
singsinfd  cosf

>_

= R*sin¢ - (cos® ¢(cos® O + sin® ) + sin® ¢ - (cos® O + sin®0)) =
= R%sin ¢ - (cos® ¢ + sin” ¢) = R?sin(¢).

= R%sin¢ - <(_1)3+1 cos ¢

)_

cosf) —sinf

+sin”¢ sinf cosf

R%sin¢ - (cos 0]

Detta ar nagot att memorera: volymelementet vid sfirisk koordinatbyte é&r:
drdydz = R?sin(¢)dRdgdd.
I sfériska koordinater kan kroppen ('glasstruten’) uttryckas med olikheterna
0<SR<1, 0<¢<7, 0<6<om

vilket innebar att kroppen &r ett axelparallellt ratblock i dessa koordinater. Jacobiandetermi-
nanten for detta variabelbyte ar (OBS: absolutbelopp behévs ej, eftersom R > 0 och sin ¢ > 0,
eftersom 0 < ¢ < 7):

a(m,y, Z) P2 -
o | = @
och, eftersom z = Rcos(¢), sa far vi:
1 m/42n 1 m/4 2m
///zdxdydz: / / /Rcos ¢)R?sin(¢) dOdpdR = /R3 dR/sin(gZ)) cos(¢) d¢/d9
K 00 0 0 0 0
w/4 4
B R74 /sm _ 1] cos(2¢) ”/2 _112 T
~ |1 =1 1 ], TTa T Ty
0
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Nu kan vi ocksa berdkna volymen pa ett klot med radien a:

Exempel 77.

K={(ry,2): o+ +2=a?).
Under det sfiariska koordinatbytet © = Rsin(¢) cos(d), y = Rsin(¢)sin(f), z = Rcos(¢) om-
vandlas K i foljande axelparallellt ratblock (APR) E

E={(R,¢$,0): 0<R<a, 0<¢<m, 0<6<2r}

Vol(K /// ldzdydz = /// R%sin ¢dRdpdl = / ] 7}22 singdf | do | dR =
0 0

Eftersom F ar ett APR och integranden dr en produkt av envariabelfunktioner (en motsvarighet
av Sats @ fran s. @ géller dven for trippelintegraler piA APR, dér variablerna i integranden kan
separeras), kan vi anvinda formeln med produkt av enkelintegraler:

2 T

/R2dR /1d9 /smgbdgb [210.277. [~ cos ¢]F = %.2%-(_(—1) —(-1) =
0

0

dra’

Om integrationsomradet har axiell symmetri kan vi dra nytta av cylindriska koordinater. Vi
tar ett exempel dven pa detta.

Exempel 78. Berdkna

/// 2 dadyd>

K
dir K ges av olikheterna 22 > 22 492, 0 < z < 1.

I cylindriska koordinater (z = rcosf, y = rsinf, z = z) kan omradet uttryckas med olikheter-
na 0 <r <z 0<6 <2n. Jacobianen blir:
0r 00 0

ar a0 9z cos(@) —rsin(f) 0
3(3?, Y, Z) — ay % % — (0) r COS(Q) Ol =r COSQ(H) +7r SinQ(e) =T
1

or6.2) | gr 39 3| | o 0
(S

precis som for poldra koordinater. Sa

2 1 =z 1 =z
///zdmdydz:///zrdrdzd@—%r//zrdrdz
K 0 0 0 0
1 L, el .
:271'/ r— dz:27r/zdz:2ﬂ'z :27'("*:3.
2 2 81, 8 4
0 0

Manga ganger kan berdkningar av trippelintegraler férenklas avsevirt om man tar eventuella
symmetrier hos integranden i beaktande. Exempelvis ar, av symmetriskal

/// x dedydz = /// y dedydz = 0

K K
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bade om K &r konen i féregaende exempel och ’glasstruten’ i exemplet innan det (jamfor med
enkelintegralen an en udda funktion 6ver ett symmetriskt intervall [—a,a]). Hur svar en trip-
pelintegral ar att berdkna kan ocksa paverkas av i vilken ordning vi véljer att berdkna de tre
enkelintegralerna. I trippelintegralen.

/]

Yy
z 0

1 1 y
/f(a:,y, 2) d:vdydz:o/dz/dyo/f(x,y,z) dx

z

ges omradet av olikheterna 0 < 2 <1, 2 <y <1, 0 <z <y. Om vi istallet forst vill integrera
over z och sedan 6ver y och sist 6ver x, sa maste vi skriva om omradet som 0 <z <1,0< z <y,

och far trippelintegralen
1 1 Yy
/dm/dy/f(x,y, z)dz.
0 0

T
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Forelasning 20: Tillampningar av dubbel- och trippelintegraler

Som vi ndmnde i forra kapitlet sa ges volymen av en kropp K av

///dwdydz = // q7y)dz drdy = //(q(:c,y) —p(x,y))dzxdy
K D Np(zy) D

dar de tva sista formlerna géller i specialfallet da K har formen
K ={(z,y,2) eR*: (2,y) € D, p(z,y) <z < qlz,y)}.

Vi tar ett exempel som visar hur vi kan berdkna volymen av en implicit definierad kropp (déar
vi inte kan gora ovanstdende omskrivning till en dubbelintegral).

Exempel 79. Beriikna volymen av kroppen K = {(z,y,2) € R?: (22 +¢% + 22)? <y}

Eftersom vénsterledet i olikheten &r ickenegativt, sa vet vi att y > 0. Pa grund av termen
22 432 + 22 s& viljer vi att studera kroppen K uttryckt i sfiriska koordinater. y > 0 motsvarar
da 0 < 6 < . Olikheten (22 + y? + 22)? < y innebér d& att

(R?)? < Rsin(¢)sin() = R3? <sin(¢)sin(0)
och eftersom Jacobianen i sfiriska koordinater ar R?sin(¢), sa far vi:

T ™ V/sin(¢) sin(6)

///da:ddeZ/dQ/d¢ O/ R2sin(g) dR:ZdOZSiD(¢) i [?}W

K 0 0
= ;/d@/sin(@ sin(¢) sin(6)d¢ = ;/Sin(ﬁ)dﬁ/l_czs(%t)d(b
0 0 0 0
= é [— cos(8)] B) - sinf(b)]: = %(_(_1) - (_1))<g) = g

Alternativt hade vi kunnat géra omskrivningen 2% +y?4 2% < /Y och darefter x24+22 < \/ﬂ—yQ
och anvint att projektionen av kroppen pa zz—planet ar cirklar med radie /\/y — y? och
centrum i z = z = 0. Tvérsnitt av kroppen med fixt y har alltsd arean A(y) = 7(,/y — y*) och
enligt envariabelanalysen sa géller

0

1 1
2 14"
v [away=n [(i-a == 202 20| -7
0 0

Vi ska hédrnést underséka problemet att bestdmma arean av en yta i rummet. Vi visade i
envariabelanalysen att om ytan fas genom rotation av en funktion y = f(z) kring z—axeln sa
ges arean av

b

A= zw/f@;)m (@) da.

a
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Vi ska nu studera det mer generella fallet da arean &r grafen till en funktion av tva variab-
ler. Relationen mellan arean dS av ett ytelement pa grafen och arean dA av projektionen av
ytelementet pa xy—planet &r, eftersom bada ar approximativt plana,

dA = dS cos(w),

dér « ar vinkeln mellan grafens normalvektor och z—axeln. Normalvektorn till grafen av en funk-
tion av tva variabler ar (f{(z,v), f4(z,y), —1), eller dess uppatriktade motsvarighet (— f{(x,y), — f5(z, y), 1).
Med €3 = (0,0,1), sa far vi da:

7 - €3 dsS
dA =dScos(a) =dS—— == = dS=/14+(f{(z,9)*+ (fi(x,y))? dzdy.
7illes |7l \/ ' 2

Hela grafens yta ges av integralen

s =[] i+ Gl + F3(o.)? dady,
D

dar D &r funktionens definitionsméngd. Notera likheten med formeln fér baglingden av en
funktionsgraf y = f(x), som lyder

b
L:/\/l—k(f’(a:))?d:z.

Man kan ganska enkelt hérleda formeln for arean av en rotationskropp fran formeln fér arean
av en funktionsgraf.

Exempel 80. Bestim arean av évre halvan av sfiren 22 + y? + 22 = R?.

Vi vill bestdmma arean av grafen till funktionen f(z,y) = \/R? — 22 — y? vars partiella deriva-
tor ges av:

1 x

, _ oo 9 ov1/2, _

fi(z,y) = 2(R = —y) (—22) = RZ _ 22 42
, _ Yy
f2($7y) - R2 — 2 _y2

Eftersom funktionens definitionsméngd ir D = {(x,y) € R?: 2% + y? < R?} s far vi:

A= [ i+ it + () pdody = ] \/ b dady
D D

Vi dgnar resten av kapitlet at massrelaterade berdkningar. Vi har redan sett att massan av
en kropp K vars densitet i punkten (x,y,z) ges av funktionen p(z,y,z) kan berdknas med
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trippelintegralen

/// p(z,y, 2)dzdydz.
K

Masscentrum (z7, yr, zr) for en kropp K i rummet dr den punkt kring vilken kroppen &r i mo-
mentjamvikt med avseende pa en konstant, parallell gravitationskraft riktad at ett godtyckligt
héll. Antag forst att gravitationen &ar riktad i z—riktning. Vridmomentet for ett masselement
p(z,y, z)drdydz kring en axel som ar parallell med z—axeln ar

p(x,y, 2)drdydz g(y — yr) och hela kroppens vridmoment
——
m I8
///g(y —yr)p(z,y, z)dzdydz = 0 eftersom vi har momentjamvikt i (z, yr, 21)
K

om vi nu later massan m vara trippelintegralen av funktionen p(x,y, z) 6ver kroppen K sa far
vi ekvationen:

1
///Z/P(xaya z)dzdydz = myr = yr= - ///yp(x,y, z)dxdydz
K K

och motsvarande ekvationer géller d&ven av symmetriskél for 7 och yp.

Exempel 81. Bestdm tyngdpunkten till kroppen K som begrinsas av x + y + z < 1 i forsta
oktanten. Se bilden med integreringsomradet.

1

f

] —x
\ .
X

rit linje x +y =1 1 xy-planet

Figur 56: Foreldsning 20: bilden till Exempel @ (Bild: Hania, med KeyNote.)

Av symmetriskél (xp, yr, zr) = k(1,1, 1), sa vi behover bara berdkna en av xp, yr, 2. Kroppen
begransas av
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sa vi far integralen:

l—zl—2a—y

1
// /:Cdzdyd:v:
0 0 0

Samtidigt géller

1 1l-zl-2—y 1 9
1—
m—// / dzdydx—/( 23:)
0 0 0 0
1 , o3t 1 1
=_ |z — T =Z(1=-14+=
5 [x z° + 3]0 2( +3)
vilket slutligen ger oss att
124 1 N
TT6 4
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Foreldsning 21: Problemdemonstration multipelintegraler

Kommer att fyllas pA med uppgifter lite vartefter.

Under tiden far ni gora foljande:

o Laésa losta uppgifterna som finns i dessa anteckningar, i anslutning till varje féreldsning
(som exempel som illustrerar teorin). Inom vissa foreldsningsanteckningar finns det riktigt
manga uppgifter, inom andra nagot farre.

o LoOs rekommenderade uppgifter och analysera exempel fran Adams till de kapitlen som
técker teorin till varje foreldsning.

o Lds losta uppgifter fran Armins hemsida:
http://ingforum.haninge.kth.se/armin/AR_12_13/SF1626/dirfler12_13.html

EXTRA OVNINGAR nere pé sidan. Lankarnas namn aterspeglar innehallet i varje
fil, det ar alltsa latt att hitta vad man letar efter.
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Forelasning 22: Vektorfalt, konservativa vektorfalt

Vektorfalt

Under aterstoden av kursen ska vi arbeta med vektorfilt. Ett vektorfdlt ar en funktion vars
definitions- och virdemingder &r delméngder av R3. Till varje punkt (z,y, z) i rummet ordnar
vektorfiltet F' en vektor F'(z,y, z) som kan skrivas

—

F($7y>z) = (P(.%',y, Z)?Q(xayv Z)7R(x7yaz))

dir komponentfunktionerna P,Q, R : R> — R ir trevariabelfunktioner. Méanga fysikaliska feno-
men kan beskrivas med hjalp av vektorfilt, exempelvis gravitationskraften kring en massa, det
elektriska kraftfiltet kring en laddning, eller hastighetsfiltet i ett materiaflode. For att kunna
ta fram en fysikalisk teori fér dessa fenomen behover vi utveckla matematiska metoder for vek-
torfalt.

Forelasningens viktigaste begrepp:

o Vektorfélt / Konservativa vektorfalt
Skalarfalt / Potential
o Filtlinje

— linjer som i varje punkt har samma riktning (flode) som féltet

— ett generellt begrepp, for alla sorters kontinuerliga vektorfélt
o Nivakurva (ekvipotentialkurva) / niviayta

— nivakurvor / ytor for filtets potentialfunktion

— linjer som i varje punkt ar vinkelrdta mot faltet

— ett begrepp som begréinsas till de konservativa félt, eftersom bara sadana har en
potentialfunktion.

o Gradienttestet: ett nodvindigt villkor for ett falt att vara konservativt.

Om R(z,y,z) =0 och P, @ ar oberoende av z, talar man om ett planirt vektorfilt.

—

F(z,y) = (P(x,y),Q(x,y)).

Planédra vektorfilt kan bland annat beskriva magnetféltet kring en lang, rak ledare genomfluten
av en konstant elektrisk strom.

13Tbland betecknas komponentfunktionerna med Fi, F», F3 i.s.f. med P, Q, R, vilket vi undviker, eftersom det
kan forvirras med foérsta ordningens partiella derivatorna m.a.p. x, y och z.
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Exempel 82. En punktmassa mg i punkten 7y = (zo, Yo, 20) ger upphov till ett vektorfilt for
gravitationskraften. En massa m i ¥ = (z,y, z) paverkas av kraften

Fla.y.2) o ( )
xr,Y,z) = — T —20,Y —Yo,%— 20
((x = 20)2 + (y — y0)? + (2 — 20)%)%/2
(7" —70)
=—k
OB
med belopp
_ kmom
|F| = oo
|7 — 7o

Sa kraften avtar, som bekant, med kvadraten pa avstandet |77 — 7|

En massa mg som placeras i gravitationsfaltet till en punktmassa kommer, om mg << m,
att rora sig ldngs en rét linje mot punkten (zg,yo,20). Dessa rita linjer dr sa kallade faltlin-
jer for kraftfaltet. En faltlinje 4r en kurva vars tangent i varje punkt ar parallell med kraftfiltet.

Vi ska ta fram en metod for att bestdmma, faltlinjer till ett vektorfalt F och antar att faltlinjerna
har parametriseringen 7(t). Per definition géller

dr =

— = \t)F(r(t

= MOE()

for nagon funktion A(t). Det ar inte alltid som detta system av differentialekvationer kan losas,

men vi tar ett exempel nér sa ar fallet. Uppgifter hos Adams som handlar om faltlinjer: 15.1. 1
dessa uppgifter kommer vi alltid att f& en separabel ODE som ar méjlig for oss att 16sa.

Exempel 83. Bestdm en ekvation for den féltlinje till det plandra vektorfiltet F(x,y) =
(1,sin(x)), som gar genom origo.

Féltlinjerna 7(t) = (z(t),y(t)) uppfyller ekvationerna:

- o 7
Z—f =A(t) - 1, % = A(t) sin(z) -t -7 ;S
R
i L, S
N dy _ dy/dt _ A(t) sin(x) ~ sin(x) - - -
dr  dx/dt A(t) -1 b oA,
= y(z)= /sin(w)daz = —cos(z) + C. - b S,
Inséttning av villkoret y(0) = 0 ger dérefter ~— Pl A S
0=—-cos(0)+C = C=1, L g o,

sa faltlinjen genom origo har ekvationen y = 1—cos(z), och oscillerar darmed mellan y—vérdena
0 och 2.
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Konservativa vektorfalt

Funktioner ®(z,y, z) : R® — R kallas ibland for skaldrfilt. Gradienten V®(z,y, z) av ett god-
tyckligt skalarfilt ar ett vektorfalt. Daremot géller det inte i allmanhet att ett godtyckligt
vektorfalt F' kan skrivas som gradienten av ett skalérfélt.

Definition 27. Vektorfiltet ﬁ(:z:,y, z) sags vara konservativt i det 6ppna omradet D om det
finns ett C? (tva ganger kontinuerligt deriverbart) skaldrfilt ®(z,y, z) sddant att F(z,y,z) =
V®(x,y,z). Funktionen ® kallas for potentialen till F' (definitionen dr analog i R? eller R").

Potentialen till ett konservativt vektorfilt &r inte entydigt bestdmd. Om @ &r en potential till F ,
s& &r ocksd ®4C en potential for varje konstant C eftersom V(®+C) = V&+VC = F+0 = F.
Tva potentialer ®1, ®5 till ett och samma vektorfilt uppfyller dock alltid ®; = &5+ ', fér nadgon
konstant C, sa alla potentialer till ett vektorfalt ar identiska, sa nir som pa en konstant (precis
som primitiva funktioner till en funktion).

En potential till gravitationskraftfaltet kring en punktmassa m i punkten 7y = (xo, yo, 20) ges
av

km

Bl y,2) = V(@ —20)2+ (y—y0)? + (z — 20)%

Undersok pa egen hand att V®(x,y, z) blir vektorfiltet fran forra kapitlet.

For att visa att ett vektorfélt &r konservativt kan man forsdka hitta en potential till det. Vi tar
ett exempel.

Exempel 84. Visa att vektorféltet F= (3z%y%2 + 2xy, 203yz + 2% + 1, 23y?) ar konservativt
och bestam en potential till det.

En eventuell potential ® uppfyller V& = F , dvs
Den sista ekvationen ger ®(z,y, ) = 23?2+ f(z,y). Par-

( 37@ 30220 4 2y tiell derivering med avseende pé x ger sedan
Ox
0P of
0P = 3222 i
gy = v rat 4l or UV EY By
87<I> _ 32 och efter jamforelse med forsta ekvationen inser vi att
9. Y fi = 2xy, vilket implicerar att f(z,y) = 2%y + g(y).

Partiell derivering av ®(x,y, z) = 23y%2 + 2%y + g(y) med avseende pa y ger slutligen

o
El 2%z +2°+4(y) = Jw=1 = gy =y+C

S& vektorfiltet dr konservativt med potentialen ®(z,vy,2) = 23y?z + 2%y +y + C.

Att bestdmma potentialen till ett vektorfalt kan leda till ganska komplicerade rdkningar. Som
tur ar finns det ett enkelt villkor som maste vara uppfyllt for att ett vektorfilt ska vara konser-
vativt (villkoret ar lokalt och inte tillrackligt for att visa att faltet ska vara konservativt). (dvs.
faltet &r konservativt = villkoret &r uppfyllt, men villkoret ar uppfyllt % filtet ar konservativt).
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Om ett planirt vektorfalt F (z,y) = (P(x,y),Q(x,y)) ar konservativt sa géller, for varje poten-
tial ®(z,y) till F,

00 0 oP 9?0 9% 0Q

%:P’ 87y:Q 87y_0y8x:83:8y_%

eftersom blandade partiella derivator ar lika (Schwarz sats E) Ett planéart vektorvélt kan alltsa

orP 0
bara vara konservativt pa D om villkoret o ar uppfyllt i alla punkter (z,y) € D. For
Y i
vektorfalt F(x,y,z) = (P(z,y,2),Q(z,y, 2), R(z,y,2)) i rummet ges motsvarande nodvindiga

villkor for att F' ska vara konservativt av de tre ekvationerna

oP 9Q 9P OR 0Q OR

dy 0z’ 9z 0z’ 9z Oy

Tink VxF

som alla maste vara uppfyllda for att F ska vara konservativt.

F . I{3 - R3 ?(X,y, Z) = (P(X,y, Z)7 Q(x’y’ Z)7 R(x’y’ Z))
P,O,R:R*>R

. N . 0P 0P oD

®: R3 > R ir filtets (skalir)potential om: P=— och @=— och R=—

0x ady 0z

Schwarz sats ger da foljande nodvandigt villkor for faltet att vara konservativt (att ha en potential):
oP _ 20 oP OR 00 _ OR
dy  ox 0z ox 0z dy

Det ér sé, eftersom potentialens Hessian dr symmetrisk (Schwarz!) och den &r lik med féltets Jacobian:

I
S
=

K (@) =

Figur 57: Motivering for de nédviandiga villkoren for ett 3D-vektorfilt att vara konservativt;
for 2D-vektorfilt d4r motiveringen samma, men respektive matriserna ar 2 x 2-matriser. (Bild:
Hania, med KeyNote.)
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Forelasning 23: Kurvintegraler av vektorfalt

Betrakta en partikel som ror sig léngs en kurva « i ett kraftfilt som paverkar partikeln med
kraften F/(7) dér 7 ir partikelns liige. Vi vill beréikna det arbete som filltet utriittar vid partikelns
forflyttning ldngs . Vi parametriserar kurvan v sa att ¥ = 7(t), t € [a,b] ldngs kurvan.
Vilj sedan en partition a = tg < t; < ... < t, = b av parameterintervallet och betrakta
delintervallet [y, ). Om intervallet éir kort, s& kan vi betrakta kraften F(7(t)) som konstant
for t € [tg—1,tx]. Under delintervallet [ty_1,tx] utfor faltet arbetet

F((0) - (7(t) — #ltin)) ~ F(7) - o (1) Aty

Det totala arbetet blir Riemannsumman

> AT - G020

som konvergerar mot integralen
b

/ F(r()) - 7' () dt

nér vi later ldngden av delintervallen i partitionen ga mot noll.

For ett infinitesimalt tidsintervall dt, sa blir 7/(¢)dt en infinitesimal striacka langs kurvan som
vi skulle kunna beteckna di. Man anvénder déarfér beteckningen

b
/ﬁ - dF = /ﬁ(f’(t)) -7 (t)dt for en parametrisering 7(t) av 7.
~y a

Eftersom

7(t) = (x(t),y(t), 2(t)), dr = (dz,dy,dz)
ﬁ($7 y’ Z) = (P(','U7 y7 2)7 Q(x’ y’ Z)’ R("'U7 y7 Z))

sa kan kurvintegralen av ett vektorféilt ocksa skrivas

b
[Fdr = [(Pao.u).20)2'(0) + Qalt),u(0) 2605/ 0 + Rlalt),u(0), =)=/ 1)
>y e
Differentialform

vilket motiverar en annan beteckning for kurvintegralen:

/ﬁ-dF:/Pdm+Qdy+Rdz
Y vy

Senaste formeln (i 2D-variant) anvind med fordel till uppgifter som Adams 15.4 uppgift 8:
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Exempel 85. (Adams 15.4 uppgift 8) Evaluera

¢x2y2dx + 23ydy
gt

dar « ar kvadraten med hérn i (0,0), (1,0), (1,1), (0,1) orienterade moturs.

Vi delar upp kurvan i fyra kurvor: v = 1 U2 U~3Uvy4 som i bilden. (T.ex. pa kurvan ; har vi:
dy = 0 eftersom kurvan &r horisontell, vilket betyder ingen forédndring i y-ledet, dessutom y = 0
pa hela kurvan, och x varierar mellan 0 och 1; likadant resonemang pa de 6vriga kurvbitarna.)
Sedan rédknar vi kurvintegralerna pa varje del-kurva och summerar resultaten:

1
1 :y=0,dy=0,0<z <1, alltsd [ 2%y?dr + 23ydy = [ 2 - 0dz = 0.
Y1 0

1 271 1
Yo rx=1,dr=0,0<y<1 alltsd [2?y’dz + 23ydy = [ydy = [%] = —.
Y2 0 0

0 310 1
v3 1y =1, dy =0,  varierar fran 1 till 0, alltsd [ z%y*dx + 23ydy = [ 2%dx = [g] =—.
73 1

0
vy 1 =0, dv =0, y varierar fran 1 till 0, alltsd [ z?y?dx + 23ydy = [0 - ydy = 0.
Y4 1

Sammanfattningsvis:

1 1 1
2.2 3
%wy T + x°ydy 0—|—2 3+0 5
v

Y
1 3

YaN/ /N2

N

>
71 1

Figur 58: Forelasning 23: Exempel @, kurvan . (Bild: Hania, med KeyNote.)

X

Kurvintegraler langs tva olika kurvor mellan ett par punkter har i allménhet olika virden som
vi ser i nésta exempel.
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Exempel 86. Beriikna kurvintegralen av differentialformen zy dz + (22 + 32) dy fran (1,0) till
(0,1) ldngs kurvan p respektive kurvan v = 41 + 2 (se bilden).

rr 27
For p véljer vi parametriseringen g I\ rrr
(z,y) = (cos(t),sin(t)), t € [0,7/2] och far enligt defini- A 1 AA A7
tionen A 7 M ror 7
/2 A 7 7 ro7
/my dz + (2° + %) dy = /(— sin?(t) cos(t) + cos(t)) dt 7 7 r7
/ / ) / A
R 7 rot i

1 T2 2
0 Y T

For 41 respektive -9 tar vi parametriseringarna@ (z,y) = (1 —t,0), t € [0,1] respektive
(z,y) = (0,t), te€]0,1]. Vifar

1 1
/xydx+(:c2+y2)dy:/((1—t)-0-(—1)+((1—t)2+02)-0) dt+/0-t-0—|—(02+t2)-1 dt
0 0 0

0
1
B3 1
Pdt=|—| ==
+/ |:3:|0 3
0

Innan vi gar vidare behover vi ett par definitioner. En kurva vars start- och slutpunkt samman-
faller kallas en sluten kurva. Kurvan 1 +72 — p i exemplet ovan ar saledes sluten. Om en sluten
kurva inte skér sig sjilv i ndgon ytterligare punkt kallas den enkel, sa kurvan i exemplet ovan
ar ocksa enkel.

Y

I
o

1N
NI

(a) Ej sluten (b) Sluten, ej enkel (c) Sluten, enkel

Vi ska nu visa att for konservativa vektorfilt sa ar kurvintegralen mellan tva punkter oberoen-
de av vilken kurva mellan dessa bada punkter man véljer och att berdkning av kurvintegraler
enkelt kan goéras med hjilp av vektorfiltets potential.

1OBS: I stallet for att parametrisera, kan man tillimpa samma metod som i foregiende exempel, eftersom
kurvbitarna &r horisontella eller vertikala!

124



Sats 23. Ldit F vara ett konservativt vektorfalt © D med potential ®. For varje kurva v € D
mellan @ och b, sa gdller:

/F~dF: (5) — B(a).
/

Notera likheten med analysens fundamentalsats. Potentialen &r motsvarigheten till den primitiva
funktionen. Satsen implicerar att kurvintegralen mellan tva punkter &r oberoende av val av
kurva. For slutna kurvor v kallas kurvintegralen av F' langs v for cirkulationen av F' langs -y

och betecknas
§1§ F-dr.
5

Om féltet dr konservativt géller alltsa att ovanstaende integral ar lika med noll (da &ndpunkterna
sammanfaller med varandra).

Bevis. (Formuleras hér for 3D-félt, men beviset ar identiskt for alla dimensioner!) Lat 7(t), t €
[a, B] vara en parametrisering av kurvan v fran @ = 7(«) till b = 7(3). Enligt kedjeregeln for
sammanséttningen av ® = ®(x,y, z) med 7(t) = (z(t),y(t), 2(t)) géller

SR0) = L F O + O (1) + 5 (7)) = V() - (o).

Inséttning av detta samband i kurvintegralen av F ger da (enligt Analysens Huvudsats):

/ﬁ-df /ﬁﬁ(m)) -7
jI>(F(

B
/ d
B)) — (7

B
mﬁz/VMm»W@ﬁ:/ﬁwm»ﬁ

[} «

() = ®(b) — 2(a)

O

Det ar bara for konservativa vektorfalt som kurvintegraler dr vigoberoende. Lat F vara ett
vektorfilt definierat pa ett bagvis sammanhédngande (se bilden pa s. ) omrade D. Antag
att kurvintegralen mellan tva punkter ar vdgoberoende. Fixera punkten Py = (xo,yo,20) och

definiera, for varje (x,y,z) € D funktionen

O(z,y,2) = /ﬁ-df’
Y
diar v ar en godtycklig kurva i D mellan (xg,yo,20) och (z,y,2). Valj v = 41 + 72, dar 1
gar mellan (zg, Yo, 2z0) och (xg,y, z) och v ar en rit linje mellan (xg,y, z) och (x,y,2). 71 ar
oberoende av x, sa

X
V1 Y2 2

x
0 0 S = | 0 = . 0 B
%é(:ﬁ,y,z)—% /F-dr—I—/F-dr =3 /F dr—8x/P(t,y,z)dt—P(aﬁ,y,z).
o

Analogt inses att <I>;J =Qoch ®, =R, sa VO = F. Vi har alltsa visat att om kurvintegralen

av F &r vigoberoende pa D sa maste F vara konservativt pa D. (Se ocksa Sats 1 i
Adams 15.4: Path independence.)
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Sats 24. /ﬁ - d7 dr vigoberoende pa D <—> F dr konservativt pd D.
v
Exempel 87. Berdkna

/ﬁ.df
Y

om v ér halveirkeln 7(t) = (2 + cos(t), 1 +sin(t)), t e [0,7] och F(z,y) = (y + 2z, z).
oP 0
Eftersom i 1= 8—Q, sa misstanker vi att faltet dr konservativt och vi vill darfér hitta en
Y x
potential P.

Andra ekvationen ger ®(x,y) = zy + f(z), vilket efter

e 12 insattning i forsta ekvationen ger

ox

o _ =y +fe) =y+2 = [f@)=2 =
oy flz)=22+C.

Vi har alltsd ®(z,y) = vy + 22 + C. Kurvans startpunkt &r (3,1) och dess slutpunkt ar (1, 1),
och eftersom F' ar konservativt pa R?, sa giller:

/ﬁ-df:¢(1,1)—<1>(3,1):1-1+12—(3-1+32):—10.

~

Sammanfattning: Idag har vi lart oss tre metoder for att berdkna kurvintegraler av vektorfélt,
och dessa metoder tillimpas i olika situationer (fast ibland kan flera metoder passa samma
uppgift!):

e Direkt fran definitionen, m.h.a. parametrisering av kurvan och skaldrprodukt, som i Ex-
empel @ Metoden fungerar teoretiskt alltid vid integrering 6ver kurvor med kénd para-
metrisering, men i praktiken maste filtets komponentsfunktioner vara nagorlunda enkla,
annars far vi en riktigt hemsk enkel integral att 16sa, vilket kan vara problematiskt. Féltet
kan vara 2D eller 3D, behover inte vara konservativt.

o Enligt formeln [ Pdx+Qdy: fungerar bést om kurvan bestar av flera vertikala och horison-

5
tella bitar som i Exempel @, dér vi kan reducera problemet till flera envariabel-problem.
Fungerar for alla sorters 2D-vektorfélt.

e Med anvindning av Huvudsatsen som i Exempel @ Metoden fungerar enbart for kon-
servativa falt, bade i 2D och 3D. Néar ska man borja misstdnka att det &r metoden
som ska anvindas? Om det ar tydligt frdn uppgiftens text att vérdet pa integralen inte
beror pa den konkreta vigen, utan enbart pa start- och &ndpunkten, alltsa nidr man bara
namner var kurvan boérjar och var den slutar, eller om det star lings en godtycklig kurva
mellan punkterna... eller om man bara ritar en krumelur som i Travis Topic 23, minuterna
16:27-21:28. Innan du bérjar tillimpa metoden, forsikra dig dock att faltet verkligen ar
konservativt! Annars kan man ju inte hitta nagon potential, vilket behovs till berdkningen.

Under nésta foreldsning kommer vi att léra oss en till metod for att berdkna kurvintegraler av
vektorfilt. Villkoren fér anvindning av Greens sats ar listade pa sista sidan av F24.
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Forelasning 24: Greens Formel

Vi ska nu visa ett samband mellan kurvintegraler fér slutna kurvor i planet och dubbelintegraler
6ver omradet som innesluts av kurvan i fraga.

Definition 28. For ett kompakt omrade D i planet, s& sédgs + vara den positivt orienterade
randen till D om ~ &r en kurva som genomléper hela 0D och foér vilken D alltid ligger till
vanster om .

Sats 25. Greens Formel. Lat Z*:"(x,y) = (P(x,y),Q(z,y)) vara ett plandart vektorfdlt definierat
pa en oppen mdngd 2 i planet och lat D C Q vara ett kompakt, regelbundet omrdade vars rand
OD dr en positivt orienterad, styckvis glatt (C*), sluten kurva. Om F har kontinuerliga partiella
derivator pa hela D, da gadller:

yﬁpxydx+chydy_//<w—‘9]3>dxdy.

Bevis. Ett omrade ar regelbundet om det kan delas upp i ett dndligt antal z-enkla och ett
andligt antal y-enkla delomraden. For att bevisa ”P-delen” av satsen, delar vi upp omradet D
i dndligt manga delomraden pa formen

E={(x,y) eR*:a<az<b, f(x)<y<g)}

alltsa y-enkla omrdaden (se bilden).

E; Es

—
——

Es

E>

—
——
&
wn
e
——

|

~—

Figur 60: Forelasning 24: beviset for Greens formel. Omrade D &r en &ndlig union av y-enkla
omraden F;. (Bild: Hania, med KeyNote.)

Vi borjar med att pa valfritt delomrade E visa ” P-delen” av satsen, dvs.

55 z,y dx—// = dady. (%)

Vi berdknar dubbelintegralen i hogerledet:

b [ g(=)
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y=gx)

74 a

¥ =fx)

Y IR

1
1
1
1
a X

Figur 61: Foreldsning 24: beviset for Greens formel. Omrade E &r y-enkelt. (Bild: Hania, med
KeyNote.)

A andra sidan kan kurvan ; parametriseras som 7(t) = (t, f(t)), t € [a,b] och kurvan —v3
kan parametriseras som 7(t) = (¢,9(t)), t € [a,b], sa

b

/ Pla,y) dz = / Pt f(1)) dt, / Pl y) dv = — /b P(t. g(t)) dt.
71 a

a 73

Eftersom integralerna éver kurvorna 74 (med ekvationen z = a) och 2 (med ekvationen x = b)
bada ar lika med noll (ty dz = 0), sa har vi visat (*) fér varje delomrade E.

”P-delen” av satsen géller pa hela D eftersom dubbelintegralerna adderas och kurvintegralerna
over de linjer som tillhoér randen av tva delomraden men inte randen av D tar ut varandra,
sa summan av integralerna Gver de interna linjerna &r lika med noll och vad som é&r kvar ar
kurvintegralen over randen.

For att visa "(Q)-delen” av satsen delar man upp D i dndligt manga delomraden pa formen
E={(r.y) eR*: f(y) Sz <yg(y), c<y<d},

alltsd z-enkla omraden. Man utfér samma berdkningar som nyss for ” P-delen” av satsen.

d

Observera att man kan anvinda Greens sats d&ven om omradets rand &r negativt orienterad,
alltsd medurs. Man berdknar da faltets arbete vid forflyttning av partikeln lings samma kurva,
men at andra hallet, och detta ger ju samma resultat till absolutbelopp, men med det motsatta
tecknet. Det ser man ocksa fran definitionen av kurvintegralen av ett vektorfalt. Om kurvan &r
negativt orienterad, tillimpa alltsd Greens sats, men sitt ett minustecken framfor resultatet.
Sadan situation har vi t.ex. i uppgiften Adams 16.3-4.

Ibland hénder det ocksa att man anvander Greens sats for en kurva som inte ar sluten, som
t.ex. integrering lings halvcirkelbagen: 22 4+ y? = 1, y < 0. Man kan da stinga omradet med
striackan: —1 < x < 1, y = 0 och tillampa Greens sats pa hela slutna kurvan. D& maste man be-
riakna separat kurvintegralen 6ver striackan (tillimpa berdkningssitt som i exemplet @ i F18),
vilket inte &r sa svart. Sedan anvinder man sig av detta att kurvintegralen 6ver en summa av
kurvor ar lika med summan av kurvintegralerna pa varje kurva for sig.
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Exempel 88. Bestdm arean under cykloiden

x =t —sin(t)
{y—l—cos(t) , tel0,2mx].

Eftersom vi inte kan l6sa ut y som en funktion av x sa fungerar inte tidigare metoder. Greens
formel (Se Example 1 i Adams 16.3! Anvind sedan den tredje formeln till rekom-
menderade uppgiften Adams 16.3-5.) ger dock att

ygy dr = // —1dxdy = —(Arean av D). Sa arean &r:
v D

0 27
A= —/ydac =— / (1 —cos(t)) (1 — cos(t))df—i—/\q_/(—l)dt
v 2m Y dz o ¥ dz

2w

— /(1 — 2cos(t) + cos?(t)) dt = 7(2 + COSS%) - 2(:os(t)> dt
0

0
3t in(2t
_ [ N sin(2t)

27
- QSin(t)] = 3.
0

2 4

Vi tar nu ett exempel pa hur berdkning av kurvintegraler kan forenklas med hjélp av Greens
formel.

Exempel 89. Berdkna kurvintegralen

/ —y3 dx + 23 dy,
5

dér  dr den positivt orienterade randen till cirkelsektorn z? + y?> < 1, 0 <y < z. Se bilden.

Problemet kan l6sas genom att parametrisera de tre randstyckena, men med Greens formel blir
rakningarna mycket enklare.

Figur 62: Foreldsning 24: Greens formel, Exempel @ (Bild: Hania, med KeyNote.)

w/4 1 1
471
3 3 _ 2 [ a2 _ 2 _o. T [ 3 smirt| _3m
/ y® de + dy—//?)x ( 3y)d:zdy—/d9/3rrdr—3 4/7" dr—4 [4]0_16
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OBS: uppgiften skulle riknas pa ett identiskt sitt om P(x,y) = —y> + f(x) och Q(x,y) =
x3 + g(y), dir f och g édr godtyckliga C'-funktioner av en variabel i hela omradet inom kurvan
7y, t.ex. f(z) = cosx + z* — €3 — 25 och g(y) = siny + €3¥T® — 46. Sddant skrdp i formlerna for
P och @ forsvinner ju vid partiell integrering! Skrapets nirvaro gor det ocksa tydligt att man
inte ska l6sa uppgiften direkt fran definitionen av kurvintegraler, alltsd m.h.a. parametrisering
av kurvan. Det skulle bli hemska berdkningar efter insattningen!

_0Q .

1
oy  or

Vi har tidigare sett att om ett planidrt vektorfalt &r konservativt i D, sa géller —

punkter i D (Greens formel ger da 55 F.di=0).

oD

Definition 29. En 6ppen méngd D ar enkelt sammanhdngande om den ar bagvis sammanhdng-
ande och om varje enkel sluten kurva v € D avgrinsar ett omrade som helt ligger i D (med
andra ord om D ”saknar hal”).

- P
Sats 26. Om det plandra vektorfiltet F' uppfyller a— = 8—Q i en enkell sammanhdngande

Ay oz
mangd D, sa dr F konservativt © D.
Bevis. Tag en godtycklig kurva v i D. Eftersom D &r enkelt ssmmanhangande sa dr mangden
or 0
), som innesluts av 71, en delméngd av D. Alltsa géller i a—Q i alla punkter i € och Greens

Yy x
formel ger:

GQ oP = Kurvintegralen ar vigoberoende
F.di = — — — ) dzxdy =0 = .
oy = F' ar konservativt i D.

O

Vi avslutar med att undersoka det plandra magnetfaltet kring en oédndligt lang ledare genom-
fluten av en konstant strom. Bortsett fran en konstant ges féltet av

53 (_y7 .’E)
B(x,y) = Tt g2 (z,y) # (0,0)
utanfor origo géller:
OBy  (z* +y?) —22*  y? —a? OBy x*—y? P —a?
o (@2 +y2)? (22 +42)2 dy (@ +y2)? (22 +y2)?
0B 0B
sa a—z = 8—1 utanfor origo. P4 en kompakt, enkelt ssammanhéngande méngd som inte inne-
L Y

haller origo, sa &r B alltsé konservativt och integralen 6ver randen av denna méngd ar saledes
lika med noll.

Pa en cirkel med radie R och centrum i origo géller, eftersom cirkeln har parametriseringen
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(z,y) = (Rcos(t), Rsin(t))

27

/ / Rsm ), Rcos(t)) - (—=Rsin(t), Rcos(t)) dt
oD

R2sin%(t) + R2 cos?(t)

0
2
2 2 o2
:/R sin?(t) + R? cos (t)dt:/dt:%r
R2
0 0

oberoende av cirkelns radie R. Detta betyder att kurvintegraler av féltet inte ar vigoberoende
och dérmed (sats @ pa sidan M och sats 1 hos Adams 15.4) vet vi att féltet inte &r konser-
vativt pa hela planet. Detta exempel visar att villkoret for faltet att vara konservativt inte ar
tillrdckligt, utan enbart nodvandigt.

Lat nu v vara en godtyckligt enkel sluten kurva som gar ett varv runt origo i positiv riktning
(dvs. moturs). Kurvan omsluter da en cirkuldr kurva o kring origo. Greens formel ger:

/B dr_//<832—631) dxdy—/é-df:/é-dfzzw.

o —o
0 overallt i D som ej innehaller origo

Observera att samma berdkning for det elektrostatiska féltet

Blo) = 522 (@) # 0.0),

ger ett annat resultat vid integrering lings samma cirkel som ovan:

_ (R cos(t), Rsin(t)) . ‘
/E dr = /R2 cos?(t) + R2 sin?() - (—Rsin(t), Rcos(t)) dt

/ —R? cos(t) sin(t) + R? cos(t) sin(t) dt=0

R2

oberoende av cirkelns radie R. Kontrollera sjilv att filtet uppfyller det nodvéndiga villkoret for
att vara konservativt (utanfor origo). Glom inte att tillimpa bade produkt- och kvotregeln och
kedjeregeln! Vi berdknar en potential for faltet £ (se ocksa uppgift 4 i Adams 15.2):

0= (PQ) = (5=t e Gl
Det forsta villkoret ger (substitution! téljaren &r néstan derivatan till ndmnaren!):
B(z,y) = / e = ln@® 4+ %) + ).
Tty 2
Inséttning av detta i det andra villkoret ger:

Y 0

1 ’
242 Oy <21n(5’32+312) +¢(y)> =7 5 +U'(y)

2 +y
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vilket ger ¥(y) =0 = ¢(y) = C och alla potentialfunktioner till E har formen:
1 2, .2
O(x,y) = §ln(x +y*)+C, CeR.

Detta betyder i synnerhet att ekvipotentialkurvor for detta falt ar cirklar med mittpunkten i
origo. Dessutom, om ~ ar en kurva med startpunkten i @ = (a1, az) och slutpunkten i b = (by, ba),
ger Huvudsatsen att:

. 1 1
/E «dF = ®(by, by) — D(ay,ap) = 5ha(bf +b2) — 5hn(a% + a3).
;

Sammanfattningsvis: Greens sats kan tillimpas bara for 2D-filt, alltsa ﬁ(:c, y) = (P(z,y),Q(z,y)).
Satsen omvandlar kurvintegralen av ett vektorfilt Gver en sluten kurva till dubbelintegralen av
faltets (2D)-rotation 6ver (det platta) omradet D inom kurvan. Antaganden som ska kontrol-
leras for att veta om det &r OK att anvinda satsen:

e kurvan som vi integrerar 6ver ar sluten. Om detta inte &r fallet, “stdnger” vi den och
tillaimpar Greens sats d&nda pa summan av kurvorna.

o kurvan ér positivt orienterad (moturs omkring D; medurs runt eventuella hal i D).
Om orienteringen ar negativ, tillimpar vi satsen &nda, men vi maste sitta minus framfor
dubbelintegralen (ty kurvintegralen i omvéind riktning &r lika med minus kurvintegralen
i den ursprungliga riktningen; tank att kurvintegralen beskriver arbetet! Puttar man par-
tikeln i den motsatta riktningen, blir &ven arbetets tecken motsatt.); kurvan maste ocksa
vara stycksvis C', men det ér alltid fallet i uppgifterna, sa det maste man inte kontrollera.

o omradet D maste vara regelbundet, alltsa sadant att vi kan rdkna dubbelintegraler pa
det (alltsd D &r antingen en axelparallell rektangel, eller z-enkelt eller y-enkelt omrade;
eller cirkuldr, s att vi kan m.h.a. polart variabelbyte omvandla det till en axelparallell
rektangel; eller &r D en union av sidana omraden). Omradet maste ocksa vara slutet,
alltsa innehalla hela sin rand 9D, eftersom omvandlingsformeln géller kurvintegralen 6ver
hela randen till D.

o filtet ska vara C! (alltsd dess komponentfunktioner P och @ maste vara kontinuerligt
deriverbara) inom hela omradet D! Oftast d&r P och @ uppbyggda av polynomfunktio-
ner, exponentialfunktioner, sinus och cosinus, och d& ar de t.o.m. odndligt manga ganger
deriverbara. Problemet uppstar oftast om man har division i formeln fér P eller () och
uttrycket i namnaren dr noll ndgonstans i D (som i exemplet med magnetfaltet ovan).
D& “omsluter man singulariteter” och tillampar Greens sats &nda pa D utan cirkelskivor-
na som innehaller singulariteterna. Glém inte att orienteringen pa cirklarna som omsluter
singulariteterna maste vara medurs! (orientering positiv betyder ju att vi har omradet D
till vinster om vi vandrar ldngs randen, vilket ger moturs pa den yttre randen och medurs
kring “hal” inom omradet D).

P& slutet av anteckningarna finns det en illustration som visar pa vilket sitt man kan se bade
Greens formel och Huvudsatsen for Konservativa Vektorfilt som generaliseringar av Analysens
Huvudsats fran envariabelanalys. Bada bevisas ocksa m.h.a. Analysens Huvudsats. JAmfér med
texten som star i borjan av delkapitlet 16.3 hos Adams.
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Forelasning 25: Ytintegraler

Ytintegraler

Precis som vi kunde utvidga enkelintegraler fran att vara definierade pa intervall till att vara
definierade pa krokta kurvor sa kan vi utvidga dubbelintegraler fran att vara definierade pa
méngder i planet till att vara definierade pa krokta ytor. Vi far da ytintegraler.

OBS: det ar viktigt att skilja pa olika sorters integraler som vi lar oss om under kursens gang.
For att hjalpa er hélla isdr dem, forsoker jag att halla mig till foljande beteckningar for
integreringsomraden:

e K:en kroppilR3

o Y (eller S): en yta i R3

« D: ett omrade i R?

e v (eller C): en kurva i R? eller i R3.

Vi har tidigare under kursen stott pa ytor i form av grafen till en funktion f(z,y) av tva variab-
ler och ockséa som nivaytor f(z,y,z) = C till en funktion av tre variabler. Vi kan &ven definiera
ytor med hjilp av en parametrisering. Eftersom ytor ar tvadimensionella objekt, sa behévs tva
parametrar for att beskriva en yta.

Definition 30. En parametriserad yta bestdms av en funktion 7(s,t) = (z(s,t),y(s,t), z(s,t))
och en definitionsmangd D for (s, t).

¢« En é'}—a ( R3 (pa Pmm%w) ar v&rzﬁnmanorﬁw
Bl ew o1

Fesit) = (x(sd),yish),2lst)),  (st)eD .

5 3 C’Dommfc{l)
Av q-aP R°->r” 7o) FGE TGy
\ ¢
A
to,l, L Z (5o
k owstanker
F(Sl"\"
?CS:‘J")
&
Qo517
v o, '
{ (=778 4‘&4*,\{(( M‘( Souv aﬂ S'.e'{ L:LMW\’ ',

ent r'\"v"“."g ocht tiet | ew anidia!
Figur 63: Foreldsning 25: bilden till Definition @ (Bild: Jonas Mansson.)

(Se bilden pa sidan )
Notera att om vi fixerar en av parametrarna sa far vi funktioner av typen (s, tg) och 7(so,t),
som bada beskriver kurvor pa ytan (se figuren pa sidan ) Ytan i skissen ar inte grafen av en
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funktion f(z,y) eftersom vissa virden pa (z,y) motsvaras av flera olika z—vérden. Grafen till
en funktion f(x,y) kan parametriseras med r(s,t) = (s,t, f(s,t)), dvs. genom at vi identifierar
ena parametern med x och den andra med y.

! f(z,y)

Exempel 90. Parametriseringen
7(s,t) = (Rsin(s) cos(t), Rsin(s)sin(t), Rcos(s)), 0<s<m, 0<t<2rm

motsvarar en sfar med radie R och centrum i origo (sfiriska koordinater). Kurvorna (s, tg) ar
kurvor med konstant lingdgrad och kurvorna 7(sg, t) &r kurvor med konstant breddgrad.

Lat nu Y vara en yta i rummet och f en funktion som ar definierad i alla punkter pa ytan Y.
En ytintegral av f 6ver Y betecknas

| a.s:

Y

Hur ska vi gora for att berdkna denna? Dela in S i n stycken delytor med areorna ASy, ASs,
osv. och 1at (x;,yi, ;) vara en punkt pa ytan Y;. Ytintegralen har da Riemannsumman

Zf(xi,yz',zi)ASi —>//f(:c,y,z)d8.
Y

=1

Vi kan uttrycka (z;,y;,2;) med hjalp av en parametrisering av ytan och skulle vilja kunna
uttrycka dven AS; med parametriseringen. Enligt samma resonemang som vi anvinde nér vi
visade att Jacobianen kunde tolkas som areaforstoringen for en avbildning, sa géller

AS; = As X —At| = |— X

Ds ot 95 < ar|AeAt

or or ' or or

Alltsa kan ytintegralen uttryckas med hjéalp av parametriseringen av Y som

[ rw2is = [ sats.06s0,26.0)
Y Y

or  or
Os Ot

or or
dsdt <dS =13: X 5t

dsdt>
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vektorprodukten i integranden kan berdknas med hjalp av en determinant

a9 Oy 0z or 0z or Oy

or oF| [0z ov x| 155 &l _|as as| |5 as

ds ot 9s 0s 0Os 9y 0z |0z 0z |0z Oy
x  dy 0z ot ot ot otl Lot ot
ot ot Ot

(0 2)\? N a(z,2)\” n Az,y)\>
N d(s,t) J(s,t) d(s,t) )
Formeln fér arean av grafen till en funktion av tva variabler som vi tog fram som en tillimpning

av dubbelintegraler &r ett specialfall av formeln ovan. Grafen till en funktion har parametrise-
ringen 7(s,t) = (s,t, f(s,t)) sa

or or
55 = L0 fils: ), =0 = (0.1, fa(s,1)
och
r _'1 _’2 53
dsS = @x% dsdt =1|1 0 f{(s,t)|| dsdt =|(—f1,—f3,1)| dsdt
0s O !
0 1 2(87t)
=/ (fi(s,1)2 + (f5(s,1))? + 12 dsdt

precis som forvantat. Om N = (N1, N2, N3) dr en annan normalvektor till ytan Y, da
(=f1,—f5,1) = 7 = AN = (AN, AN, AN3)

vilket ger AN3 = 1, alltsa A = N%, Da:

. - L
n| =|AN| = |\ |N| = —
|7i] = [AN] = [A] - |N] A
och .
[N
f(.'IZ‘,y,Z)dS = f(xayaz(xay)) ’ dedya
Y D
alltsa

/ldS— ’ ’dwd i
N3]

Detta géller om Y ér en graf av en funktion z = z(x,y) och N = (Nl, Ny, N3) ér en normalvektor
till ytan Y. I varje punkt (z,y, z) pa ytan Y har vi N = N(z,y, 2).

Notera ocksa att arean av en parametriserad yta ges av

as = dsdt.

Exempel 91. Antag att konen z = +/2(z2 + y2) har ytdensiteten p(x,y,z) = y?. Bestim
massan for den del av konen som ligger under planet z = 1+ y.
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flz,y)
Den sokta massan ges av ytintegralen

Z/ y2dS

dar Y ar delen av konen som ligger under planet z = 1+y.
Eftersom konen ar grafen av en funktion z = f(z,y), dér

f(z,y) = /2(2? 4+ y?), s& kan vi bestimma d.S med hjalp y
av de partiella derivatorna av funktionen f

1 _ 2x 2
R = Jatet o) e =2, gy =2 =

2 2
s = \/1 ()2 f2)2d:zdy—\/1+<2:> +(22y> dxdy

=1+ 2dzdy = /3 dzdy.

For att veta vilken yta D i xy—planet vi ska integrera Over sa bestdmmer vi projektionen av
skdrningskurvan mellan konen och planet i fraga

I+y=+2a2+y2) = 14+2y+2=22+y?) = 2224+34°-2y—1=0
—1)2

=1.
Integrationsomradet kan parametriseras (x,y) = (rcos(#), 1 ++/2rsin(f)), 0 <r < 1,0 <60 <
27r. Variabelbytet fran (z,y) till (r,6) har Jacobianen

or Ox
ANz, y) _|or 00 cos(f)  —rsin(f) . B
8(7«’ 9) @ @ - ﬂsin(@) \[rcos( )’ \[rcos (9) +\/§rsm2(9) = \f2r
or 00

Sa

2r 1

Z/ s é/ v ey = 0/ O/ (1+v2rsin(0))*V3V2r drdd

27 1 2T
=6 / / (r + 2v2r? sin(9) + 213 sin?(0)) drdf = / sin(f) df = 0

0
om 1 - o0 o
- //7“—1—23 cos( ))drd9: /cos(29)d9=0
00 0

1 2 l 3

_27r\/6/(r+r3)dr—27r\/§[r+r] =7 6.
2 Ta), 2
0
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Om ytan som vi vill integrera 6ver ar en nivayta g(z,y, z) = 0 till en funktion av tre variabler,
sa ar det inte sdkert att det gar att parametrisera ytan pa ett latt sitt. Vi har dock tidigare
under kursen sett att, om « ar vinkeln mellan ytans normalvektor och z—axeln, sa géaller:

=

€3]

dxdy = |cos(a)|dS = dS= |
. 63

dxdy =

dxdy.

S

Normalvektorn till en nivayta g(x,y, z) = 0 ar gradienten Vg(z,y, z
g5(z,y, z), sé ytelementet dS kan skrivas

cos(a)

~—

, sa 1 detta fall blir 77- €3 =

as = V9@ vl 40,
|g3(ﬂs,yjz)|

Flodesintegraler

Flodesintegraler ar en speciell typ av ytintegraler som anvénds for att berdkna floden av exem-
pelvis materia eller energi genom en yta. For att definiera flédesintegraler méaste vi forst inféra
begreppet orientering av en yta.

Definition 31. En slit yta &r orienterbar om det finns ett enhetsvektorfilt N som varierar
kontinuerligt och som foér varje punkt X pa ytan uppfyller att N (X) ar vinkelrdt mot ytan. N
ger upphov till en orientering av ytan. Vi kallar den sida som N pekar ut for den positiva sidan
av ytan och den andra sidan av ytan for den negativa sidan av ytan.

En yta kan vara sluten och sakna randpunkter (som sfiren) eller ha en rand. For en sluten yta
véljer man ofta N sd att den positiva sidan blir utsidan av ytan. For en orienterad yta med rand,
s& ger orienteringen upphov till en orientering av randen. Randen ~ ar positivt orienterad om ~
ar en kurva som genomloper hela 0D och for vilken D, sett fran positiva sidan av ytan, alltid
ligger pa vanster sida av -y (N och v &r relaterade med hogerhandsregeln, diar hogerhandens
tumme dr normalvektorns riktning, och pekfingret ar riktningen i vilken v genomloper randen
till ytan).

Aven styckvis slita ytor dr orienterbara (till exempel en kub i rummet) om N ger upphov till
olika orienteringar pa randstyckena. Notera att alla ytor inte &r orienterbara. Moébiusbandet,
exempelvis, har bara en enda sida.

Vi sag i forra kapitlet att en yta kunde parametriseras som 7(s, t) och att de partiella derivatorna
var parallella med ytan. Vektorn
or " or
os Ot
ar saledes en normalvektor till ytan. Alltsa kan vi sdtta
or  or
—_ X —_
N— Os 0t
or " or
ds Ot
Om N med denna definition skulle visa sig peka at fel hall sa kan helt enkelt byta plats pa
parametrarna s och ¢, varvid N pekar &t motsatt hall.

L&t nu F vara ett vektorfilt som betecknar ett fldde av materia (enhet kg/m2s). Vi vill be-
stdmma den méngd materia som flodar genom ytan Y per tidsenhet. Betrakta ett infinitesimalt
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ytelement dS péa ytan. Under tidsintervallet At sa strommar genom ytelementet dS den materia
som ryms i en cylinder med basarea dS och hojd

— — ﬁ(X)'N — ~
F(X)|Atcos(a) = |F(X)|At———— = F(X)- NAt
|[F(X))] (o) = |F(X)| FOOIN] (X)

Cylindern innehéller massan F (X)- NAtdS, s& flédet per tidsenhet genom ytelementet dS &r
F(X)- N dS. Flodet av F' genom hela ytan Y ges av ytintegralen

// F . NdS vilket ibland betecknas / F.dS s& dS = NdS.

Ovanstaende integraler ar flodesintegraler. Om ytan Y &ar sluten anvédnds ofta beteckningar-
na

# F.NdS och # F.dS (jamfor med kurvintegraler)

Fran formeln fér N ovan och formeln for dS fran forra kapitlet far vi:

or or
//F-NdS://ﬁ(F(s,t))- H gz ZZ dsdt
Y D &Sxfhﬁ’

// (7(s, 1)) <8T g;) dsdt.

dér D ar projektionen av ytan Y pa zy-planet.

Vi dgnar resten av kapitlet till att rdkna nagra exempel pa floédesintegraler.

Exempel 92. Berikna foldet ut ur omradet K = {(z,y,2) € R? : 22 + ¢y < 4} for filtet
F = (z,9,3).

Omradet begransas av tva ytor. Dels planet z = 4, och
dels av paraboloiden z = 22 4y?2. Totala flédet ir summan
av flodesintegralerna 6ver dessa bada ytor. For planet ar
den utétriktade normalen N = (0,0, 1) och flddesintegra-
len blir

//FNdS //xy -(0,0,1) dS = //3dS

—3//d8—37r22—127r \W>/

X

f(z,y)

eftersom Y7 ar en cirkelskiva med radie 2.

Paraboloidytan Y har parametriseringen (s, t) = (s,t, s> + t2) dir parametrarnas definitions-
méngd ir D = {(s,t) € R? : s? +t? < 4}. Nu giiller

oF - oF or |0 & &
a: (1,0,2s), a—: = (0,1,2t), och 5: x a{ =1 0 25 |=(-2s-2t1).
0 1 2
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Eftersom z—komponenten ar positiv &r denna vektor dock riktad in i omradet K. Den motsva-
rande yttre normalen ar (2s,2t, —1). Flodesintegralen 6ver Ys blir:

//F Nds=— // (mxgz> dsdt://(s 1,3) - (25,2t, —1) dsd

2w 2

= //(282 +2t% — 3) dsdt = // 2r — 3)r drdf
D

ort 3277 24 3
—on |2 2 —on (2 —2.92) —un.
12, 2 2

Det totala flodet ar 127 + 47 = 167.

Exempel 93. Berédkna flodet av féltet F= (x+vy,z,0) ut ur sfiren S med radie R och centrum
i origo.

Den yttre enhetsnormalen i en punkt 7 = (z,y,z) pa sfiren kan skrivas N = 7/R (ty |F] =

V2 +y? + 22). Alltsd blir flodesintegralen

//F‘NdSZ//(x+y,z,0)'(x,y,Z);dS=//(rc2+my+yz)]1%dS.
S S S

Av symmetriskal sa maste

//xde://yzdSZO,
S S

s& bara integralen av x? &terstar. Vi hade hir kunnat parametrisera ytan med sfiriska koordi-
nater, man anvinder istédllet ett knep. Av symmetriskal s& géaller:

Z/aﬂdS:z/deS://z)dS:;//(m2+y2+22)d5
:g/ﬁfz//xwﬂl R//ds

Arean av S

3
e AT

3 3

I det forsta exemplet behdvde vi bara parametrisera den ena ytan eftersom det var latt att
bestdmma den plana ytans gradient. Eftersom den vélvda ytan var grafen till en funktion av
tva variabler, hade vi kunnat bestdmma normalen utan parametrisering eftersom vi tidigare
visat att normalen till en graf z = f(x,y) ges av (f1(z,y), f3(x,y), —1) = (2z,2y,—1). I forra
kapitlet visade vi ocksa att

dS = 1+ (Fi(2,9))* + (f5(x.v))? dedy,
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sa

jj7-mas // U U+ ey
Y
-+ // F (14, 1) dody.
Y

I det andra exemplet behévde vi inte heller anvanda nagon parametrisering tack vare alla sym-
metrier som problemet hade. Om ytan ges av f(z,y, z) = 0 kan foljande formel anvéindas:

Z/ﬁ.ﬁdszl/ﬁ.gdmy
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Forelasning 26: Divergens och rotation

Vi har under kursen sett att ur manga aspekter sa utgor gradienten V®(z,y, z) av ett skalarfalt
®(z,y, z) motsvarighet till derivata.

For vektorfilt ﬁ(x,y,z) = (P(z,y,2), Q(x,y,2), R(x,y,z)) finns nio olika partiella derivator
av forsta ordningen. Vi ska nu studera tva speciella kombinationer av dessa partiella derivator
lite mer noggrant, eftersom de, liksom gradienten, visar sig ha manga anvidndningsomraden.

Definition 32. For ett vektorfalt ﬁ(x, y, z) sa definieras divergensen och rotationen av

P _
(374_@4_87]% resp. rot F = OR _0Q oP Ok 0Q 0P .
or Oy 0z

div F =

oy 0z 0z Oz’ Ox Oy

Notera att sista komponenten i rotationsvektorn ar samma som integranden i Greens formel. Vi
aterkommer till detta senare. Gradienten, divergensen och rotationen kan alla uttryckas enkelt

med hjalp av symbolen nabla
o o0 0
v=(ov oy 22)

som &r en vektorviard differentialoperator. En operator dr en funktion vars definitions- och
viardeméngder dr méngder av funktioner. En differentialoperator deriverar elementen i defini-
tionsméngden pa nagot lampligt sétt (i fallet med nabla partiellt).

o 0 0 0P 0® 0P
v (696’ oy’ 8z> <8x’ dy’ 8z> grad

N , OP 9Q OR . -
V.F_<8:z:7 oy’ 8z> (P. @ R) - Ox 8y+8z_d1VF
€1 & €3
. |o o o| (or 8@ oP OR 8Q P\ -
Vb= dr Oy 0z _<8y 9z’ 0z 0Ox’ Oz 8y>_rOtF'
P Q R

Gradienten av ett skalérfilt kunde tolkas som den riktning i vilken skalarféltet snabbast 6kade.
Vi ska nu titta pa hur divergensen av ett vektorfilt kan ges fysikalisk mening.

Sats 27. Lit F vara ett kontinuerligt deriverbart vektorfdlt. Lat X wvara en punkt i rummet och
lat V' wara ett omrade med volym AV som omger X.

. 1 Lo
(div F)(X) = Al‘i/n[_1>0 AV # F-NdS (HL &r utflédet per volymenhet)
Y

Bevis. Man kan visa att satsen géller oavsett vilken form V har, s& vi antar att V' ar ett ratblock
med sidor Az, Ay, Az. Flodet i z—led ar:

//ﬁ-(—ag)ds+//ﬁ-53ds
51 S2
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S1 och S kan projiceras pa S, i xy—planet

A A
_//(R(ﬂ?vy, 20 + 72) — R(z,y, 20 — 72)) dzdy
S.

Az Az
:Zuﬂxhyhzo+“;*)—fﬁ$hyhzo_‘;’»A$Ay
OR OR
-—BZCMJMJQ)AwAyAZ_'EECK)AVZ

for nagon punkt X’ € V. Om vi krymper volymen AV sia kommer X' — X, sa flodet i z—led
per volymenhet konvergerar mot OR/0z (X). P4 samma séitt konvergerar flodet i y—led mot
0Q /0y (X) osv., sa totala utflodet per volymenhet blir div F'(X). O

Divergensen av ett vektorfilt motsvarar alltsd utflodet per volymenhet. Om vektorféltet
beskriver hastighetsfaltet for en strommande vétska, sa innebér ett positivt utflode ur ett omra-
de V att vitska maste produceras inuti omradet. Divergensen ar alltsa ett matt pa produktionen
per volymenhet, dven kallad kalltdtheten, i en punkt. Om div F>0i punkten X sa ar X en
kiilla. Om div F < 0 i punkten X sa dr X en sinka.

Definition 33. Ett vektorfilt F ér kdllfritt (solenoidalt) i D om div F(X) =0, VX €D

I nésta kapitel visar vi Gauss sats som relaterar utflédet ur en sluten yta i rummet till trip-
pelintegralen av kélltatheten (divergensen) 6ver omradet som innesluts av ytan. Vi ska hérnést
ge dven rotationen an ett vektorfalt fysikalisk mening.

Sats 28. Lit F vara ett kontinuerligt deriverbart vektorfilt. Lat X vara en punkt i rummet, och
lat S vara en plan disk i rummet med centrum i X, area AS, normal N och positivt orienterad
rand C. Da gdiller

R . 1 .
N - (rot F)(X) = lim AS 55 F.dr (HL &r cirkulationen per volymenhet)

Bewvis. Vi visar ett specialfall med Greens formel. Om normalvektorn N = €3, s ar cirkulationen
- 0Q 0P oQ 0P ,
F.dir=QpPd dy = — — — | dady=| — — — | (X)AS

frear= dparrqu= [ (G2-57) wa= (5L -57) x0as.
C, C, Sz
Om vi nu krymper arean AS,, sa kommer X’ — X och

1 = 0Q OP . - . "
ASZfF-dr%<%—ay>(X) é+ (rot F')(X) = N - (rot F)(X).

O]

Rotationen av ett vektorfialt motsvarar alltsa cirkulationen per areaenhet. Det dr natur-
ligt att tala om (rot F)(X) som virveldensiteten av filtet F' i punkten X. Riktningen av
(rot F)(X) indikerar den axel kring vilken rotationen sker och beloppen av |(rot F)(X)| &r ett
métt pa virvelns styrka. Uttrycket N - (rot F)(X) beskriver om ett litet skovelhjul i X med
normalvektor N bérjar rotera kring sin axel.
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M har samma faltlinjer

Exempel 94. Filten F(z,y,2) = (—y,z,0) och B(z,y,z) = 22
T Yy
men ger inte bada upphov till rotation.
For faltet F har vi
€1 €y €3
- g d 0
tF=|— — —=—|=1(0,0,2
ro oxr Oy 0z (0,0,2),
- x 0

Y

sa ett skovelhjul i zy—planet (med normalvektor €3) kommer att borja rotera om det utsétts for
faltet F'. Rotationen kommer att bli den samma oavsett vilken punkt vi placerar skovelhjulet i.

For filtet B har vi istéllet

€1 €2 €3
0 0 0
= = - = 0 x 0 Y
B = (0,0, (-2 )+ 2 .
ro ?Z %y EE)Z ( Oz <x2 —1—y2> Jy <x2 —I—y2>>
2 +y2 $2+y2
o (& \_ y-a o y \_ -y
or \z2+y?) (22 +y?)?’ oy \z2+y?) (24 y?)?

alltsa giller rot B = 0 i alla punkter X (utom origo). Ett skovelhjul som utsétts for faltet B

kommer alltsa inte att borja rotera.

Definition 34. Ett vektorfilt F ar virvelfritt (irrotational) i D om VX € D rot F(X) = 0.
Vi har tidigare visat att konservativa vektorfilt har denna egenskap (omvéandningen géller for

enkelt sammanhédngande omraden).
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Foreldsning 27: Gauss sats (divergenssatsen) och Stokes sats
Gauss sats (divergenssatsen)

Senast introducerade vi ytintegraler av funktioner och ytintegraler av vektorfalt och idag kom-
mer vi att fortsdtta med de senaste. Vi har sett tre olika metoder for berdkning av flodesinte-

graler av vektorfilt
// F.NdS
Y

o Direkt fran definitionen, dér vi tar fram (normerade!) normal vektorfalt till ytan och
multiplicerar det skaldrt med faltet F , och sedan integrerar skalédrféltet F - N bver ytan
Y. Metoden fungerar om ytan &r sd att man enkelt kan bestdmma normalvektorfiltet,
t.ex. en sfar eller en cylinder eller en kon. Man far inte glomma att normera normalen!

o Om ytan ir parametriserad m.h.a. 7¥: D — R?, kan vi anvinda en formel (se nedan) dér

man inte normerar normalvektorn, eftersom normeringen férsvinner i hérledningen:
or  or

Fréan formeln for N = s X n och formeln for dS = ]]\7 |dsdt far vi:
s
or y or
//F NdS—//F(r(s,t)) @,X@, ’85 X o dsdt
Y b ds Ot
= or  or
- //F(r(s,t))- (85 « 815) dsdt,
D
dér D ar parametriseringens definitionsméangd och
€1 € €3 oy 0: o dr oy
@X@:@@%: ds Os| _|O0s ds Os
ds Ot 0s Os Os oy % ’ @ ’ @ oy
Or dy 0z ot otl ot ot ot
ot ot ot
Oy 0z 0z Oy 0z Oz Or 0z 0Oz Oy 0Oy Oz
ds ot 0s Ot 0s Ot 09s Ot 0O0s Ot 9s 0Ot)

e Om ytan ar en grafyta till en tvavariabelfunktion f : D — R, kan vi ocksd anvénda en for-
mel utan normering. (Ibland maste man dock semi-normera: om man i stéllet fér normal-
vektorn med sista komponenten 1 eller —1 har en annan normalvektor N = (N, Ny, N3),

1
maste man skala normalvektorn med — innan man anvénder formeln.). Normalen till

3
grafen z = f(xz,y) uttrycks som (ff(x,y), f5(x,y),—1) (plus 1 och minus vid de partiella
derivatorna vid en motsatt orientering av ytan). Det géller ocksa att

48 = \J1+ (f{(,9))? + (f3(z,9))? dady,
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vilket ger

jj#-mas // e e U (G ey
Y
= i//ﬁ (f1, f5,—1) dzdy.
D

Vi ska nu visa ett fjarde, och ofta det trevligaste@, sitt att berdkna ytintegraler av vektorfalt.
Gauss’ sats, Gauss-Ostrogradski sats eller Divergenssatsen uttrycker relationen mellan flodet
genom en sluten yta och kélltdtheten i omréddet som innesluts av ytan. Vi minns att for ett
vektorfalt F(x,y,z) = (P(z,y,2), Q(z,y,z), R(x,y,z)) divergensen definieras av:

-~ 0P 0Q OR

divF=V.F="-
iv \Y B +8y+8z

vilket betyder att div F : R3 — R &r ett skalirfalt (trevariabelfunktion).

Divergensen av ett vektorfilt har féljande fysikalisk mening:

Sats 29. Lit F vara ett kontinuerligt deriverbart vektorfdlt. Lat X vara en punkt ¢ rummet och
lat V wvara ett omrade med volym AV som omger X.

(div F)(X) = A‘1/1110 AV # N dS (HL &r utflédet per volymenhet)
—
divF >0 divF <0 divF =0
N s =
e | N\ / X AN o
kélla sdnka

Figur 65: Divergens dr en funktion som som anger hur mycket vitska tenderar att divergera
ifran varje punkt. (Bild: Hania, med KeyNote.)

Divergensen av ett vektorfilt motsvarar alltsa utflodet per volymenhet. Om vektorféltet
beskriver hastighetsfaltet for en strommande vétska, s& innebér ett positivt utflode ur ett omra-
de V att vitska maste produceras inuti omradet. Divergensen ar alltsa ett matt pa produktionen
per volymenhet, dven kallad kalltatheten, i en punkt. Om div F (X) > 0sa ar X en kalla.
Om div F(X) < 0 s& ér X en séinka.

5Trevligaste, eftersom det ofta ar enklare att rikna trippelintegraler i.f.s. ytintegraler. Berikningarna blir
ocksa ofta riktigt enkla om divergensen ar konstant eller har ett betydligt enklare formeln &n sjilva faltet. Det
finns ocksa manga sétt for trippelintegraler att komma undan och inte behover rdkna alls p.g.a. symmetrier och
integrander som &r udda funktioner. Vi kommer dock att fortsédtta behéva dessa tre metoderna som ndmns i
boérjan av kapitlet, om ytan inte ar sluten: d4 méaste vi kombinera Gauss’ sats med nagon av de tre metoderna
pa den extra ytan som kompletterar var yta till en sluten yta.
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Definition 35. Ett vektorfalt F ar kdllfritt (solenoidalt) i D om div F(X) =0, VX € D.

Gauss’ sats relaterar utflodet ur en sluten yta i rummet till trippelintegralen av kéalltdtheten
(divergensen) 6ver omradet som innesluts av ytan:

Sats 30. Ostrogradski-Gauss’ sats / Divergenssatsen. Ldt F vara ett kontinuerligt deriverbart
vektorfalt definierat pa en éppen mdngd 2 i rummet och lat K C € vara en kompakt, regelbunden
kropp vars rand OK =Y dr en orienterad, sluten yta med utatriktad normal N. Da gdller

#ﬁ~NdS:[(//(divﬁ)dV

Y

Bevis. Omradet K ar regelbundet, vilket betyder att det kan delas upp i omraden pa formen

E={(z,y.2) €R’: (z,y) €D, f(z,y) <z<g(z,y)}

och att motsvarande uppdelningar kan goras langs de
andra koordinatriktningarna. Om vi lyckas visa att

/// a@f dudydz = # (0,0,R)-NdS, (¥
B

S1US2US3

sa kan vi sedan gora motsvarande bevis for P, och @ och _9
satsen foljer eftersom flodena mellan tva delomraden med
gemensam rand tar ut varandra (jamfor beviset av Greens
formel).

eD, fx,y)) X z< gy}

B

y

ytan Sp:

T ) z=fy)
x,y) €D

Figur 66: Ett exempel pa omradet E i beviset for Gauss’ sats. (Bild: Hania, med KeyNote.)
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// ; daduds = I / G dz | dody = [[ (RGe.v.g(w) - Rlo.p. £(2.9))) dody.

D (zy) D
Ytan S; kan parametriseras (z,y, z) = (z,y,g(x,y)) for (x,y) € D, sa vi far

Gas— (99 99 V dS =
NdS-( o ay,l) = //(o,o,R) Nds_//R(my?g(w,y))d:vdy
D

St

och pa motsvarande satt giller det att pa ytan So far vi:

. af o0 Y
N dS = <8£’ 8‘;’ _1> dedy = //(0,0,R) - NdS = —ﬂR(xayaf<x7y)) dady.
Sa D

P4 sidoytan S3 &r N riktad i € -led eller é&-led, sa dér géller (0,0, R) - N dS = 0 och dessa ytor
ger inget bidrag till flodesintegralen av (0,0, R). Vi har visat (x) och darmed hela satsen.

O
Exempel 95. Bestam flodet av vektorfiltet Fut genom det axelparallella ratblocket
K={(z,y,2); 0<2<3,0<y<4,0<z<1}, da:
ﬁ(:n, y,2) = (Y2 + o + zcosy, —aly + 237 22 4 dxy — siny? + 15e2TY).
Divergensen av F' ges av
V.F= 8P+g§+g]: 1—22+22 sa Gauss’ sats ger

#F N dS = // V. Fdxdydz—/// (1 — 2% + 22) dzdydz.

Vi beréknar integralen m.h.a. Fubinis sats pa axelparallella rétblock:

[(//(1—x2+22)dzdydz _ /03 (/04 (/01(1 24 2z)dz> dy> dr — 4‘/03 o - 22?4+ 22]22(1) dr —

(Integranden beror ej pa y och darfor kunde vi i sista steget uppe bryta ut integrerings intevallets
langd i y-ledet, alltsa faktorn 4.)

:4-/03(1—:U2+1)dx:4-/03(2—x2)dx:4- [295—”;3]3:4-(6—9):4-(—3):—12.
0

Observera att trippelintegrera 6ver ett axelperallellt ratblock gar enkelt och snabbt, medan att
berdkna flodet pa ett annat sitt skulle kriava sex olika berdkningar (en for varje sida).
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Exempel 96. Berikna flodet av vektorfaltet F= (cosy + e* + w22, w23 + 2xy, 2%Y" + 22+ 2)
ut ur enhetssfaren.

Divergensen av F' ges av

- P
V-Fzgn+gz2+g]::z2+2x+22 s& Gauss’ sats ger
# F.NdS= /// V. F dedydz = /// (22 + 22 4 22) dadydz.
22+y2+22:1 z2+y2+22§1 x2+y2+Z2§1

Funktionerna 2z och 2z ar udda i x— respektive z—led och eftersom enhetssfiaren ar symmet-
risk bade enligt yz- och xy-planet, sa blir trippelintegralen av dessa funktioner noll. Sfiriska
koordinater ger nu: (z,y, z) = (psin(¢) cos(d), psin(¢p)sin(f), pcos(¢)),

8(3:,3/,2) 2

W = p”sin(¢),
sé
2 w1
2?2 dedydz = (pcos(p))?p?sin(¢) dpdepdh
12+y2//+/zQ=1 O/ O/ O/
1 T 27

I
—
bﬂk
<
o

cos®(¢) sin(¢) do / do

0
TV oSt ()] e 1 (11 4x
51,15 =5 (5 5) -

(Direkt berdkning hade blivit mycket mer komplicerat.)

I forsta tva exempel var ytorna slutna. Nu tar vi ett exempel som visar att Gauss’ sats kan vara
anvandbar for att berdkna flodesintegraler dven genom ytor som inte ar slutna, men som gar
att ”sluta till” genom att lagga till ett ytstycke med enkel geometri.

Exempel 97. Berikna flodet av F= (—e¥?,e™, 2?) ut ur den koniska ytan T' som bestims av
22:x2—|—y2, 0<z<1.

Ytan T ar inte sluten. Daremot innesluter 7" tillsammans 2
med "locket” L = {(x,y,2) € T : z = 1)} en konisk kropp |
K. Vi kan anvinda Gauss’ sats pa kroppen K: L5

//ﬁ-NdS+//ﬁ-Nd5:///divﬁdv e 1

T L K 051
Divergensen av F ges av . ”/ 1

1 ' : 0
- JP 0Q OR =05 0
ViF=——+ 24— =04+0+2 05 1 —1
s gy ta; SO0+ y

X
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och om D betecknar enhetsskivan i zy—planet sa far vi:

/// div F dV = /// 2z dwdydz = // / 2:dz | dwdy = // 5] e dody

/2+y D

2 1

T T T
(1—( ) dzdy = (1-— drdd =2n | —— —| =—
// x+y xray // rrr 71'[2 4] 5

Vidare géller det pa L att N = (0,0,1), och z =1 sa:

//F NdS = // —e¥% e", 2%) - (0,0,1) dS = //z ds = //12dmdy—7r

Det sokta flodet blir slutligen:
B = SN T i
//F-NdS:///V-FdV—//F-NdS:2—7r:—2,
T K L

Nu tar vi ett exempel dar man behéver omsluta en singularitet:.

Exempel 98. (Se Armins fil Uppgift 8) Beridkna flodet av

x Y z
F($7y> z) = 3 3 3
(2492 +22)2 (22492 +22)2 (22492 +22)2
ut ur féljande kroppar:
a) Klotet K1 = {(z,y,2) € R%; (x—2)2+(y—3)?+ (2 —4)? < 1} med mittpunkten i (2, 3,4)
och radien 1.
b) Klotet K2 = {(z,y,2) € R3; 22+ y? + 22 < 1} med mittpunkten i (0,0,0) och radien 1.

2 2 L2
c¢) Ellipsoiden K3 = {(z,y,2) € R3; % 21/—6 + 25 = < 1} med mittpunkten i (0,0,0) och

halvaxlarna 3, 4 och 5.

Forst berdknar vi partiella derivator (produktregeln och kedjeregeln!):

8P_ y2—|—22—2x2 8@_ - y2 8R_ x2—|—y2—222
oz ($2+y2+22)§’ 9y (22 +y2 +z2)§7 0z (x2—|—y2+z2)g

)

och ser att divergensen av F' ges av

OP 0Q OR 22 +2y* + 227 — 227 — 2y* — 222

F=
v oz oy Ay e 0z (x2+y2+22)g

=0

Faltet dr definierat och C'! i varje kropp som inte innehaller origo. Detta betyder att svaren blir
f6ljande:
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a) Eftersom origo ligger utanfor K, kan vi anvinda Gauss’ sats:
//ﬁ-NdS:// v-ﬁdV:///Odvzo.
9K, K K

b) Eftersom origo ligger inom Ky, maste vi rdkna m.h.a. metoderna fran férra foreldsning.
For detaljer: se Armins fil. Resultatet:

//ﬁ-NdS:éLw.

0K>

c¢) Origo liggen inuti ellipsoiden K3 och darfor kan vi inte tillimpa Gauss’ sats utan vidare. Vi

9K,

Figur 67: Deluppgiften c). Kroppen K mellan ellipsoidens yta K3 och sfiren 0Ky som omsluter
singulariteten. (Bild: Hania, med KeyNote.)

kan dock tillimpa Gauss’ sats pa kroppen K mellan ellipsoidens yta 0 K3 och sfiren 0Ks,
eftersom det inte finns nagon singularitet inuti kroppen. Kroppens yta 0K = 0K3 U K>,
dir K3 och Ky ar orienterade ifran kroppen K som visas i bilden. Vi vet ocksa fran
divergenssatsen att ytintegralen pa hela K &r lika med noll.

o://ﬁ-Ndsz//ﬁ-Nds//ﬁ-Nds
0K

8K3 8K2

//F-Nds_//ﬁ-NdS_zhr

8K3 8K2

Vilket ger

fran deluppgiften b).

Och, till slut, ett exempel dér ingenting hjilper:

Exempel 99. Bestam flodet av vektorfiltet

Fows) = (s o o)

22 127 22 g2 22 + g2

ut genom cylinderns C sidoyta (mantelyta), dvs den ytan vars normalvektor pekar bort fran

z-axeln.
C: x2+y2:2, —2<z<2.
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Hir ér filtet odefinierat pa hela z-axeln! Dir giller ju att 22 + y? = 0 for alla punkter, och vi
far ju inte ha noll i ndmnaren. Déarfér gar det inte att omsluta singulariteten inom cylindern
och tillampa Gauss’ sats, utan man maste berdkna flodesintegralen direkt fran definitionen eller
m.h.a. en parametrisering av cylindern.

Sammanfattningsvis: Gauss’ sats kan tillimpas bara for 3D-falt, alltsa

—

F(x’y’ Z) = (P(‘,r7 y7z)7 Q(:'U’y? Z)’ R("'E7y7z))

Satsen omvandlar ytintegralen av ett vektorfilt 6ver en sluten yta till trippelintegralen av fal-
tets divergens 6ver (den 3D) kroppen K inom ytan. Vad som berdknas &r flodet ut fran kroppen
K genom K:s rand 0K.

Antaganden som ska kontrolleras for att veta om det &r OK att anvinda satsen:

e ytan som vi integrerar 6ver dr sluten. Om detta inte ar fallet, “stianger” vi den och
tillaimpar Gauss’ sats &nda pa summan av ytorna. Pa kompletteringen av ytan till en
sluten yta tillimpar vi da en av metoderna som ndmns i bérjan av anteckningarna.

o ytan ér orienterad utat ifran kroppen K. Om orienteringen dr inat (alltsa berdknar vi
flodet in i kroppen), tillimpar vi satsen dndé, men vi maste satta minus framfér trippelin-
tegralen; ytan maste ocksa vara stycksvis C!, men det ér alltid fallet i uppgifterna, sa det
maste man inte kontrollera.

e omradet K maste vara regelbundet, alltsd sddant att vi kan rdkna trippelintegraler pa
det (alltsa ar K antingen ett axelparallellt ratblock, eller z-enkelt omrade; eller runt, sa
att vi kan m.h.a. sfariskt variabelbyte omvandla det till ett axelparallellt rdatblock; eller &r
K en union av sadana omraden). Omradet maste ocksa vara slutet, alltsa innehélla hela
sin rand 9K, eftersom omvandlingsformeln géller ytintegralen éver hela randen till K.

o filtet ska vara C! (alltsd méste dess komponentfunktioner P, @ och R vara kontinuer-
ligt deriverbara) inom hela omradet K! Oftast 4r P, @ och R uppbyggda av polynom-
funktioner, exponentialfunktioner, sinus och cosinus, och da &r de t.o.m. odndligt manga
ganger deriverbara. Problemet uppstar oftast om man har division i formeln fér P, Q) eller
R och uttrycket i ndmnaren &ar noll nagonstans i K. Da “omsluter man singulariteter” och
tillampar Gauss’ sats dndé pa K utan kloten som innehéller singulariteterna. Glém inte
att orienteringen pa sfirena som omsluter singulariteterna maste vara indt! (orientering
ifran kroppen K betyder ju att den &r utat pa den yttre randen och inat kring “hal” inom
omradet K). Ibland gar det dock inte att omsluta singulariteter, som i sista exemplet
ovan. Da kan man inte anvinda Gauss’ sats dver huvud taget.

Gauss’ sats dr en flerdimensionell motsvarighet till analysens fundamentalsats

b
/ f(x) dz = £(b) - f(a).

vinsterledet &r, precis som i Gauss’ sats, en integral av en derivata pa ett omrade [a,b] och
hogerledet bestdms, precis som i Gauss’ sats, av funktionens véirden i randpunkterna a och b.
Se illustrationen pa sista sidan i dessa anteckningar.
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(OVERKURS): Med hjilp av riknereglerna for partiella derivator sa kan man hirleda manga
samband mellan gradienten, divergensen och rotationen, och dérigenom hirleda olika varianter
av Gauss’ sats (se sats 9 i kapitel 16.4 i kursboken).

Sats 31. Lat ® wvara ett skaldrfdlt och F ett vektorfdlt. Da gdller:

1. V- (®F) = (V®)-F+®(V-F) 3. V x (DF) = (V®) x F 4+ ®&(V x F)
2. V-(VxF)=0 (div(rot F)=0) 4. VX (V®) =0 (rot V® = 0)
Det fjdrde pastaendet implicerar att konservativa vektorfdlt dr virvelfria och det andra implicerar

att rotation av varje vektorfalt dr kdllfri (solenoidal). Notera att Laplacianen A® kan skrivas
V. V® = V20 = grad div ®.

Exempel 100. Forsta sambandet i satsen kombinerat med Gauss’ sats ger:

z]%(@ﬁ)-ﬁfdsz[(/ V-(@ﬁ)dV:/[Z V@-ﬁdVJr[(//(b(V-ﬁ)dV

Exempel 101. Lat ¢ vara ett skaldrfilt som adr harmoniskt pa K (A® = 0) och som &ar
identiskt lika med O pa randen Y till K. Visa att & = 0 pa hela K. Satt F = V& i satsen i
forra exemplet:

#@vqw\?dsz///yvq>12dv+//qmq>dv = |V®?=0 = & = konstant
Y

K K

men ® = 0 pa randen, s& =01 K.

Figur 68: En tolkning av Divergenssatsen: flédet ut genom ytan av kroppen ar lika med summan
av divergensen (kéllstyrkan!) over alla kéllor och sédnkor inom hela kroppen. Divergensen i
en punkt méter ju vitskan som tillkommer eller forsvinner i varje punkt. (Bild: Hania, med
KeyNote.)
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Stokes sats

Gauss sats gav ett samband mellan flédesintegralen 6ver en sluten yta och trippelintegralen
over kroppen som innesléts av ytan. Vi ska nu underscka vilket samband som géller mellan
kurvintegraler langs en sluten kurva i rummet och flddesintegralen 6ver en ytan som har den
slutna kurvan som rand. I planet har vi tidigare visat Greens formel som séger att

/ﬁ-df:!/(%f—i) d:cdyzg/(rotﬁ)-ﬁdxdy.

Y

Stokes sats sdger att detta samband géller for alla ytor Y i rummet med positivt orienterad
rand ~ (och inte bara for den plana ytan D). Observera att till den slutna ytan i Gauss sats
fanns bara en motsvarande kropp, men till den slutna kurvan i Stokes sats finns odndligt manga
motsvarande ytor.

Sats 32. Lit F vara ett kontinuerligt deriverbart vektorfdlt definierat pa en dppen mdingd K @
rummet. Lat'Y wara en orienterad yta © K, med normal N och positivt orienterad rand ~. Da

galler:
%ﬁ-d?: //(rotﬁ)-Nds.
Y

Y

Bewvis. Vi visar satsen under det extra villkoret att ytan Y kan delas i delytor pa formen

E={(z,y,2) €R3: (z,y) € D, z= f(z,y)}.

Om vi lyckas visa satsen pa varje delyta sa gél-
ler satsen pa hela ytan eftersom kurvintegra-
lerna 6ver de kurvor som skiljer tva delytor at
tar ut varandra sa att bara kurvintegralen over
~ aterstar. Vi visar satsen genom att overfora
integralerna fran den krokta delytan FE till det
plana omradet D. Ytan E har parametrisering-
en 7(z,y) = (z,y, f(x,y)) for (z,y) € D. Kur-
vintegralen langs vg kan skrivas som:

“Glém inte att P,Q, R:R®> = R och f: R*? = R.

/ﬁ-dfz/ﬁ-<dx,dy,f{dx+f§dy>=/<P+f{R>dx+<Q+f§R>dy

YE YE

TE
= [GREEN] = // <£U<Q + f3R) — aay(P—i- f{R)) dady.
D

I berdkningar som foljer kommer vi att anvinda kedjeregeln pa foljande sétt:

F = ﬁ(x,y,f(x,y)) = (P(x,y,f(x,y)), Q(xaymf(x?y))’ R(x,y,f(x,y))), alltsa :
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0Q(z,y, f(z,y)) _0Q 9z 0Q 9y 0Q 9z 09Q 09Q

Ox _%'%—F@y 8m+8z %_8x+8z.f{

OPls.y. f(ay) _OP 0x 0P 3y 0P 0: 0P oP
oy Oor Oy Oy Oy 0z 9y Oy Oz

OR(z.y. f(ay) _OR 0v OR 3y OR 0: OR OR
oz Or Or Oy Ox 0z Ox Ox 0Oz

OR(z.y f(a.y) _OR v OR 0y OB 0: OR O ,
Ay Oor Oy Oy Oy 0z 0Oy Ody 0z

Kedjeregeln (som forklarat ovan) samt produktregeln och Schwarz sats (f15 = f%;) ger oss nu:

0 0 OR OR
//<Q+Qf1+ié’{ﬁ+fé<ax+ zfi))

<8P 87]02 + fsR + f1 ("’%)) dxdy
oQ 0P 0Q OR OoR OP
(55 5 (5 -5, (5 - 57)) e

D
(%)

A andra sidan s& ges N dS av (—f!, — f}, 1) dzdy s& flsdesintegralen éver E kan skrivas som en
dubbelintegral 6ver D med integrand

5.5 (PR 0@ o oR 0Q or L

Sa kurv- och flédesintegralerna &r lika och vi har visat Stokes sats pa delytan F och didrmed
dven pa hela ytan Y. O

Fran Stokes sats ar det enkelt att visa att konservativa falt maste vara rotationsfria. Vi
har namligen att:

F konservativt = yg F - dF for alla slutna kurvor ~y

v

—

= //(rotﬁ)-NdS—OférallaytorY = rot F=0.

Omvéandningen géller, som tidigare ndmnts, pa enkelt ssmmanhédngande omraden.

Exempel 102. Berdkna cirkulationen av vektorfiltet F= (yz +y — z,xz + bz, zy + 2y) langs
skdrningslinjen L mellan ytorna 22 + 4>+ 22 =1och z +y = 1.
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L &r orienterad sa att positiv riktning i punkten (1,0, 0)
r (0,0,1). Skdrningslinjen L omsluter en plan yta med
parametrisering 7(s, t) = (s,1—s,t) och definitionsmangd

SH(1-8)2+12<1 = 282 -25+14+t2<1

1\?2 1 “
= 2(s—= <=
(8 2>+ =9

=

t
OERESE
vilket ér en ellips v med stora halvaxel 1/4/2 och lilla halvaxel 1/2. Fér att kunna anviinda Stokes
sats berdknar vi rotationen av F

2(a: +2 )—g(zz—kfm) '
€1 €2 €3 Oy v T g,
_ 0 0 0 0 0
tF=| L 9 g 1= Z N 2
ro ox oy 0z 0z (yz+y—2) ox (zy +2y)
z+y—2z xz2+5x xy+2 0 0
very vy %(:L‘z+5x)—8—y(yz+y—z)
=x4+2—z,y—1—-y, z+5—2—-1)=(2,—-1,4).
Normalvektor till planet z +y = 1 &r N = (=1, —1,0). Stokes sats ger nu:

/ﬁ di = //rotF N dS = // (—=1,—1,0) dS

1 1
—1dS = —(Arean avY) = = =——.
// 2 A 4

Ovan ser vi att N valjs sadan att ~y blir positivt orienterad.

I exemplet hade vi kunnat anvinda vilken yta som helst med rand L, exempelvis nagon av de
sfariska, men da blir berdkningarna svarare. Vi kan ocksa anvinda Stokes sats for att visa hur
flodesintegraler 6ver tva olika ytor med identisk rand &ar relaterade.

{/(mtﬁ)-ﬁdszzﬁﬁ-ﬁ:—Z/(rotﬁ)-zvds.

Eftersom integranden i flddesintegralerna &r rot ﬁ, s& har vi bara nytta av detta samband for
vektorfilt G som kan skrivas som G = rot F' for ndgot vektorfalt F'.

Definition 36. Om G = rot F' , sa kallas Fen vektorpotential till G.

Om G har en vektorpotential F s ér G killfritt, eftersom divG = div(rotF) = 0. Omviindningen
géller om varje sluten yta i K omsluter ett omrade som ligger helt i K. Under vissa villkor géller
alltsa:

« F har skaldrpotential ® <= rot F= 0,

—

« G har vektorpotential F <« divG=
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En vektorpotential &r inte entydig. Om Fi och F, ar tvé vektorpotentialer till é, sa galler
rot(F} — Fy) =G —-G=0 = F; — F, =YV for ndgon funktion ®.

Sammanfattningsvis: Stokes sats kan tillimpas bara for 3D-falt, alltsa

—

F(x7y7z> = (P(x7 y? Z)’ Q<m7y7z)7 R(x7 y’ Z))'

Satsen omvandlar kurvintegralen av ett vektorfalt 6ver en sluten kurva till ytintegralen av fal-
tets rotation 6ver nagon (nédstan vilken som helst!) yta ¥ inom kurvan. Som Greens sats, men
dér var allt platt, och hir kan ytan vara “buktig”, “kupig”, som ett skynke som svévar i luften.

Antaganden som ska kontrolleras for att veta om det &r OK att anvinda satsen:

e kurvan som vi integrerar 6ver ar sluten. Har dr det ett maste! Ingenting “stédngs”. Kurvan
maste ocksa vara styckvis C', men det r alltid fallet i uppgifterna, si det maste man inte
kontrollera.

o ytan (niistan vilken som helst!) som har kurvan som rand #r av klass C? (alltsd har
inga vassa kanter; kan t.ex. vara en halvsfir eller ett plan). Ibland &r hela vitsen med
anviandning av Stokes sats att man faktiskt kan vdlja omradet med kurvan som rand som
man kommer att ytintegrera 6ver. Oftast viljer man det enklaste mdjliga omradet, som
t.ex. att stycke plan eller en halvsfir, sa att det dr enkelt att hitta normalen till ytan,
vilket man behover for berdkning av ytintegralen.

e kurvan och ytan dr orienterade enligt h6gerhandsregeln, alltsa antingen:
— kurvan moturs sedd fran en punkt hogt pa z-axeln och ytan uppat, eller tvirtom:

— kurvan medurs sedd fran en punkt hégt pa z-axeln och ytan nerat. Ingen minus
sdtts har, utan kombinationen av riktningen och orienteringen ska stdmma ihop.

o filtet ska vara C' (alltsa dess komponentfunktioner P, @ och R maste vara kontinuerligt
deriverbara) pa hela ytan Y! (Samma regler som for Greens och Gauss satser.)

En viktig observation: Vi med vara kunskaper kan oftast anvinda Stokes sats enbart at
ett hall: for att berdkna en kurvintegral av ett vektorfalt m.h.a. ytintegralen 6ver en yta inom

kurvan av faltets rotation.
%ﬁ-d?: //(rotﬁ) . N dS.
Y

5)4

Vi kan dock oftast@ inte ga at andra hallet (alltsd berdkna en ytintegral av ett falt F ver en
yta m.h.a. kurvintegralen 6ver ytans rand av ett falt som har F som rotation), eftersom vi da
skulle behova ta fram ett vektorfalt G som har ett givet filt som rotation (F = rot G), och
detta ingar inte i var kurs:

//ﬁ-NdS://(roté)-NdS:;ﬁé-dﬁ
Y Y Y

18 annars om vi av nagon anledning rakar veta att vart falt dr rotationen till nadgot annat filt
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Forelasning 28: Problemdemonstration kapitel 15

Kommer att fyllas pA med uppgifter lite vartefter.

Under tiden far ni gora foljande:

o Laésa losta uppgifterna som finns i dessa anteckningar, i anslutning till varje féreldsning
(som exempel som illustrerar teorin). Inom vissa foreldsningsanteckningar finns det riktigt
manga uppgifter, inom andra nagot farre.

o LoOs rekommenderade uppgifter och analysera exempel fran Adams till de kapitlen som
técker teorin till varje foreldsning.

o Lds losta uppgifter fran Armins hemsida:
http://ingforum.haninge.kth.se/armin/AR_12_13/SF1626/dirfler12_13.html

EXTRA OVNINGAR nere pé sidan. Lankarnas namn aterspeglar innehallet i varje
fil, det ar alltsa latt att hitta vad man letar efter.
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Forelasning 29: Problemdemonstration kapitel 16

Kommer att fyllas pA med uppgifter lite vartefter.

Under tiden far ni gora foljande:

o Laésa losta uppgifterna som finns i dessa anteckningar, i anslutning till varje féreldsning
(som exempel som illustrerar teorin). Inom vissa foreldsningsanteckningar finns det riktigt
manga uppgifter, inom andra nagot farre.

o LoOs rekommenderade uppgifter och analysera exempel fran Adams till de kapitlen som
técker teorin till varje foreldsning.

o Lds losta uppgifter fran Armins hemsida:
http://ingforum.haninge.kth.se/armin/AR_12_13/SF1626/dirfler12_13.html

EXTRA OVNINGAR nere pé sidan. Lankarnas namn aterspeglar innehallet i varje
fil, det ar alltsa latt att hitta vad man letar efter.
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Forelasning 30: ODE1-1MA016; Separabla, homogena och exakta
ekvationer

Exakta ODE och variation av parametrar

d M
En forsta ordningens ODE pa formen Y (z,9)
dx N(x,y)
variabler kallas for exakt om det planira vektorfiltet F(z,y) = (M (x,y), N(x,y)) ar konserva-
tivt. Det finns da en potential ® sadan att VF = ®. Om vi nu betraktar y som en funktion av

x, sa galler (kedjeregeln!):

for nagra funktioner M och N av tva

d
B, y(r)) = P + @

é% = M(z,y) + N(:c,wfz; = M(my)+ Nwy) <_%((j5))) -

Losningarna till ODE:n ges foljaktligen av nivakurvorna ®(z,y) = C.

Exempel 103. Bestdm den allménna 16sningen till ODE:n

dy 2z + sin(y)

dr ~ zcos(y)

Vi undersoker om ODE:n dr exakt (den dr inte separabel), genom att se om vi kan finna en
potential till F' = (2z + sin(y), z cos(y)).

0P _
T 2z + sin(y)
0P

oy x cos(y)

Integration av den andra ekvationen m.a.p. y ger:

®(z,y) = zsin(y) + f(z),

for nagon funktion f.

Derivering och jamforelse med forsta ekvationen ger sedan

s+ @) > P@)=2 > @)=

Vektorfiltet F har alltsd en potential ®(z,y) = 22 + zsin(y), si den givna ODE:n var exakt
med den allminna lésningen 22 + zsin(y) = C, vilket kan skrivas

d
y(z) = arcsin(g —x) (kolla att ﬁ blir som i ODE:n).
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Foreldsning 31: ODE2-1MAO016; Andra (och hogre) ordningens
ODE, variation av parametrar

I kursen envariabelanalys loste vi inhomogena ODE genom att gora en kvalificerad gissning
av partikularlosning baserat pa utseendet hos inhomogeniteten. Vi ska nu understka en annan
metod som dr anvindbar dven for andra hogerled &n de som togs upp i envariabelanalysen.
Betrakta den inhomogena ODE:n

ay’(x) + by (x) + cy(x) = f(x)

och antag att vi vet tva linjart oberoende 16sningar y1 (x) och yo () till den motsvarande homoge-
na ODE:n. Vi soker nu en partikulérlosning bland méngden av funktioner som har formen

Yp = w1 (2)y1(z) + ua(z)y2(x)

for nagra funktioner wuy(z) och ug(z) som uppfyller u} (z)y1(x) + ub(z)y2(x) = 0.

o2
z2 -

Exempel 104. Bestdm den allménna losningen till 3" + 4y + 4y =

Med metoderna fran envariabelanalysen kan vi hérleda att den homogena ekvationen har 16s-
ningarna y;(z) = e~ 2% och ya(x) = ze 2. Vi siitter y, = u1y1 + uay2 och deriverar:

Y, = ULy + uhye Fuly) + Usyh = u1yy + usyh
=0

Yp = uiyy + usyh + uryy + ugys

Inséttning i ODE:n ger:

—2x
e
Yp 4y dyp = w (1 + 491+ dyn) Fup vz + dyh + ) Funy) Funys = 5o
-0 =0
Vi far ekvationssystemet
uh (2)e™ 2 4 uly(z)ze™? =
1 2 =
—2z
uh (2)(—2e7%) 4+ uhy(—2ze 2 + €27) = .
med l6sningarna
()=-1, W)= = w)=-I), wE=-
up(z) = ——, wus(z) = — ui(z) = —In(z), ws(z)=——.
! x 2 x? ! 2 x
-1
Vi far partikuldrlésningen y,(z) = — In(z)e™2* + —ze™2* = —e~2*(1+In(x)) och den allménna
x

16sningen blir:

y(z) = (ax + b)e > — e (1 +1n(x)) = (az + ¢ — In(z))e™ 2%, a,c€R.

160



Forelasning 32: ODE3-1MA016; System av ordindra differential-
ekvationer

I detta kapitel ska vi studera n x n system av forsta ordningens linjdra ordindra differen-
tialekvationer. Sadana system bestar av foljande n ekvationer med n obekanta funktioner
.Tl(t), $2(t)7 [ .an(t)

dzq(t
;t( L an s (0) + annas(t) + -+ am(O)ea() + f1(0)
dx,(t)
i = ap1(t)x1(t) + an2(t)z2(t) + . . . + ann(t)zn(t) + fu(t)
Systemet kallas homogent om fi(t) = ... = fu(t) = 0 for alla t och ségs ha konstanta koeffici-

enter om a;;j(t) ar konstanta fér 1 < ,j <n. Om vi infér matriserna

an(t) (Im(t) aln(t)
. xl(t) | . agl.(t) agg.(t) a%'(t) | f: fl(t)

on(t) i (t) anat) ... am(t) Fn(t)

-

dz -
sa kan systemet uttryckas kortfattat pa matrisform i AZ + f. Losningarna till ett n x n

system av ODE kommer att vara vektorvirda funktioner av variabeln ¢, dvs kurvor i R™. Vi
kommer hadanefter enbart att betrakta fallet n = 2, men metodiken som vi tar fram ar generell
och géller for alla n.

Vi ska nu bestdmma den allménna 16sningen till homogena 2 x 2 system av forsta ordningens
dz
ODE i AZ med konstanta koefficienter. Fér motsvarande endimensionella ODE, ¢/ = ay

ges l6sningen av funktionen y = Ce®. Vigledda av detta undersoker vi om & = (c1, ¢2)T e kan
vara en 16sning for nagot limpligt val av A € R och ¢ = (c1,c2)”. 1 s4 fall giller:

i d e d o
Pl = c— = C\
g @) e o
az M g o = N
E:A:c = Ace™ = Ace = Ac=)X¢ = Ac=)Ic
= (A-X)Eé=0 = det(A-X)=0
Kurvan # = ée &r alltsa en 16sning till dz = AZ, ndr X\ och ¢ uppfyller ekvationen AC = Ac,

dvs. A ar ett egenvirde till matrisen A med tillhérande egenvektor. Den allménna losningen
ges av

dar A1 och Ao ar de bada egenvirdena till A, och ¢; och ¢ &r motsvarande egenvektorer.

161



Exempel 105. Bestdm den allminna losningen till systemet av ODE:

d
%2951-1-2352
%:4:514-3:62

Systemet kan skrivas pa matrisform som

@_12 il
dt — \4 3) \x2

och egenvektorerna till matrisen A uppfyller ekvationen

det(A—XI) =0 lle SEA‘ZO = XN —4\-5=0 = A=2+43
For egenviardet A = 5 respektive A = —1 uppfyller motsvarande egenvektorer
- -4 2, . 1
(A=50)ci=0 = <4 _2> =0 = cl—a<2>

- 2 2\, o 1
(A+1I)CQZO = <4 4>62:0 = 2:b<_1>

Vi ska nu studera l16sningen till exemplet ovan lite ndrmare.

" 1\ = < 1 ) _ 71(t) = ae’ + be!
r=a e +b e =
(2) -1 z2(t) = 2ae> — et
Om vi later a = 0 sa far vi z1(t) = —x2(f) och da géller tlim z1(t) = tlim z2(t) = 0. Om vi
—00 —00
istdllet later b = 0, sa far vi 2z1(t) = xo(t) och da galler lim z1(t) = lim x2(t) = too. For
t—00 t—o00
stora t, s dominerar e, och 16sningskurvan nirmar sig 2z1(t) = x2(t). Fér sm4 ¢ s dominerar

et och l6sningskurvan nérmar sig x1(t) = —w2(t). Vi kan skissa 16sningskurvorna och f& ett sa
kallat fasportratt. Losningskurvorna ar faltlinjer till vektorfaltet F' = AZ.

Om matrisen A bara har ett egenvirde (med multiplicitet 2), s& ger metoden fran exemplet
tidigare bara en partikuldrlésning # = e och inte den allméinna losningen. Vi underséker om
T = e + deM, dér € ar en egenvektor och \ ett egenvérde till A, kan vara en lésning,.

dr d - - -

== g(ate” +deM) = M 4 AeteM 4 AdeM, AT = Acte™ 4+ AdeM
Om vi undersoker e*-termerna och teM-termerna var for sig sa far vi de bada ekvationerna

teM:  AZ=)\C — A ar egenvérde till A med egenvektor ¢

—

M Ad=Xd+7¢ — (A-—Ad=¢

Det allméinna lésningen ges nu av & = ade™ + b(GteM + de™), dir A ir ett egenvéirde till A med
egenvektor ¢, och d léser ekvationen (A — A\ )d = C.

Eftersom matrisen det(A— AI) = 0 dr en andragradsekvation i A, s finns det ocksa en mojlighet
att matrisen A har tva komplexa egenvirden A\; = r + si och Ay = r — si med motsvarande
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egenvektorer ¢1 och & (man kan visa att & alltid 4r det komplexa konjugatet till ¢, vi skriver
detta ¢ = ¢f). Den allménna lsningen blir

7 = aé eIt L b@fer 0t = et () (cos(st) + isin(st)) + bE] (cos(st) — isin(st))),

dér vi har anvint definitionen av exponentialfunktionen for komplexa tal i det sista steget.
Lésningen blir dock en komplex kurva, men vi ar frémst intresserade av reella l6sningar. Om vi
dock véljer konstanterna a = b = 1/2 sa far vi:

1
acy + bET = 5(51 + 5*1*—) = 9%6(51), i(a€1 — b(ET) = 5(01 — ET) = —’Jm(c})

och en 1ésning blir " (Re(é)) cos(st) — Im(cy) sin(st)). Sétter vi istéillet a = —b = —1/2, sa far
vi
ady + b = f%(a e =om(@),  ilad —bE) = —=(& + &) = Re(A)

och en 16sning blir " (Jm(cy) cos(st) +Re(c1) sin(st)). Dessa bada losningar ér reella och linjért
oberoende (bada ar dessutom spiralformade). Den allmédnna reella 16sningen ges av:

r= ae”(%e( c1) cos(st) — IJm(c)) sin(st)) + be" (Jm(c1) cos(st) + NRe () sin(st))
e ((afRe(c1) + bIm(Ey) cos(st) + (BRe(c1) — aTm(ey)) sin(st))
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Forelasning 33: ODE4-1MA016; System av ordinédra differential-
ekvationer

I forra kapitlet harledde vi den allménna 16sningen till homogena 2 x 2 system av foérsta ord-
ningens ODE med konstanta koefficienter med hjilp av egenviarden och egenvektorer. Vi ska nu
understka en annan metod som kan anvandas éven till 16sning av inhomogena 2 x 2 system.

Definition 37. For en n x n-matris A, si definieras exponentialmatrisen e som

o
eh=2
k=0

| —

'Ak (jadmfor med Maclaurinutvecklingen av e®.)

o

Man kan visa at exponentialmatrisen uppfyller i stort sett samma rakneregler som exponenti-
alfunktionen. I synnerhet géller det att:

d A d [ 1 k —1d PR =N R
el - (At — Z (A = — A%kt
AT (Zk!( )) Zk!dt( ) Zk!
k=0 k=0 o
0 Akgk—1 e 1 )
_ _ - j — At — At
ng = A ]E_O j!(At) Ae ettA

—

d -
Betrakta nu det inhomogena 2 x 2-systemet d—f = AZ+ f. Vi multiplicerar med den integrerande

faktorn e~ och far:

dz > dz >
—AtOT At g A —AtAT At At
o = AZ+e f = e p Ae ™M =ef
d . .
= 7 (e_Atf) —eMf = Alz= /e_Atf dt
= I(t) = eAt/eAtfdt (f=0 = HL=(c1,e0)T = &=eM(e;,e0)7)

Formeln ovan dr analog med formeln for den linjara, inhomogena ODE:n 3/ = ay + f som vi
hérledde i envariabelanalysen. For att kunna anvidnda denna metod i praktiken méaste vi kun-
na berdkna exponentialmatrisen och det ar ofta ganska komplicerat. Vi tar ett relativt enkelt
exempel.

Exempel 106. Bestim den allménna 16sningen till systemet av ODE:

dl‘l

T:_x2 <:>@'_ 0 —1 1
ary _ dt— \1 0 ) \a9
dt 1 SN——

A

som har de bada komplexa egenvirdena A\ = +i, (A2 41 = 0). Vi bestdimmer A* for k =
0,1,2,3,4, och ser om vi kan upptécka ett monster sd att vi kan bestamma et

o (10 v (0 -1 s (=1 0 5 (0 1
=) =) -G8 ) o= (00)
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sa

=1 = G tR 10 0 —1 -1 0)¢# 0o 1\¢#
;kAt kZ_OA k;!_<0 1)+<1 o)“(o —1)21+<—1 o>3!+
2 ¢ t3
_ 1*§+@*"' *t+§*"' _ (cos(t) —sin(t)
; 3 ] 2t sin(t)  cos(t)
BET R

dar vi i sista steget ser att matrisens element d&r Maclaurinutvecklingarna av sinus och cosinus.
Den allménna 16sningen blir nu

arfca\ _ [cos(t) —sin(t)\ [c1\ _ [c1cos(t) — casin(t)
)" sin(t)  cos(t) ca)  \c1sin(t) + co cos(t)

B cos(t) — sin(t)

- a <sin(t)> te < cos(t) )
Vi hade ocksa kunnat hérleda de linjért oberoende l6sningarna (cos(t),sin(t))” och

(—sin(t), cos(t))” med hjilp av metoden fran forra kapitlet. I allménhet édr det ofta svart att se
monstret i eA? (

8]

jamfor med forsta exemplet i kapitlet Forelasning 35).
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Foreliasning 34: ODE5-1MA016; Problemdemonstration

Kommer att fyllas pA med uppgifter lite vartefter.

Under tiden far ni gora foljande:

o Laésa losta uppgifterna som finns i dessa anteckningar, i anslutning till varje féreldsning
(som exempel som illustrerar teorin). Inom vissa foreldsningsanteckningar finns det riktigt
manga uppgifter, inom andra nagot farre.

o LoOs rekommenderade uppgifter och analysera exempel fran Adams till de kapitlen som
técker teorin till varje foreldsning.

o Lds losta uppgifter fran Armins hemsida:
http://ingforum.haninge.kth.se/armin/AR_16_17/SF1676/dirDE_16_17 .html

OBS: Lianken leder till en annan kurs dn vid alla andra problemdemonstratio-
ner!
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Foreliasning 35: tentaforberedande; repetition pa hela kursen

I detta avslutande kapitel ska vi ga igenom nagra uppgifter fran nagra tidigare tentor, och dven
tipsa om nagra saker som kan vara bra att tdnka pa infor tentamen.

Har kommer nagra tips till tentaplugget. Las Pouyas anteckningar, titta pa filerna som jag
lagger upp pa SP, rdkna gamla tentor och rekommenderade uppgifter. Har du det jobbigt: be
om hjélp; glom inte Mattesupporten! Det kommer 8 uppgifter (som kan ge max 5 podng var)
pa tentan och innehallet kommer att vara féljande™:

o Uppgifter frdn samma d&mnesomrade som duggan, alltsa fran F 1-14. Det kan alltsa vara
nagot om kurvor (parametrisering, hastighet, acceleration, baglingd) eller om tvdvaria-
belfunktioner (gransvirde och kontinuitet, kontinuerliga utvidgningar, partiella derivator,
tangentplan och linjara approximationer); kedjeregel kommer alltid; kan vara med tillamp-
ningar till en PDE. Ténk ocksa pa det att kedjeregeln kan behévas _anvéndas i vilken
uppgift som helst ddr man raknar derivator (se t.ex. Exempel 44 pa s. b1l i Pouyas anteck-
ningar: utan kedjeregeln skulle man ju fa fel gradient!). Det kan ocksa féorekomma nagot
mer grundlidggande som ytor och polara / sfariska / cylindriska koordinater. Nagot eller
nagra extremuvdrdesproblem (klassificering av stationdra punkter; Lagranges metoder 1, 2
eller 3) brukar dyka upp. Ténk att ni maste sjélva kunna bedéma vilken metod som passar
vid vilken sorts uppgift, t.ex. i en extremvéirdesuppgift: ndr man ska analysera stationira
punkter och Hessianen, och ndr man ska tillimpa Lagranges metoder, och nar man ska
blanda metoderna och hur precis. Den implicita funktionssatsen kan férekomma.

o Dubbel- eller trippelintegraler, kan vara generaliserade (F 15—21). Man ska absolut kunna
poldrt och rymdspoldrt koordinatbyte. De kan dven behdvas till uppgifter om verktorfalt
(om man behover tillimpa Greens sats pa ett cirkulirt omrade eller Gauss sats pa ett runt
omréde). Var siker att antingen kunna Jacobianen utantill eller att kunna rdkna ut den;
for polart koordinatbyte finns berdkningen i F17 pa s. @: bara en enda rad av berdkningar;
for sfariska / rymdspoléra och cylindriska finns berdkningarna i F19 i exemplen [7§ och [7§;
observera att Jacobianen for det cylindriska koordinatbytet d4r samma som for det poléara
koordinatbyte.

o Vektorfilt, kurvintegraler och ytintegraler (F 22—29). Viktiga satser: Huvudsatsen for kon-
servativa vektorfalt, Greens sats, Gauss sats, Stokes sats. Lis Trigonometriska formler
for flervariabelanalys i F17 (s. @)' Glom inte att man ocksa maste kunna berékna
kurv- och ytintegraler direkt fran definition: ibland géar det inte att anvinda Greens eller
Gauss sats direkt, utan man maste sténga kurvan eller ytan forst, och berdkna kurv- eller
ytintegralen pa denna extra biten separat, direkt fran definitionen. Man ska ocksa lara sig
bedoma vilka uppgifter 10ses helst med Greens sats, och nér det ar dags att anvidnda Hu-
vudsatsen for vektorfailt, nar Gauss sats eller Stokes sats. Det &r mycket viktigt att kunna
ta fram en potentialfunktion till ett konservativt vektorfdlt; sadant kan behévas bade for
berdkning av kurvintegraler av vektorfélt och for 16sning av exakta ODE.

o En ODFE (ordinér differentialekvation) uppgift (kan vara deluppgifter med tva olika ek-
vationstyper). Olika typer av ODE som ingar i kursen: 2 x 2-ekvationssystem av forsta
ordningens linjira ODE med konstanta koefficienter; exakta ODE; hégre ordningens lin-
jara ODE med konstanta koefficienter; homogena ekvationer; Liouvilles metod for andra
ordningens linjaira ODE (icke-homogena, eller med variabla koefficienter). F 30—34.

17Titta ocksa pa alla kursmal i kursdokumentet for att vara siker att du inte har missat nagot.
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Exempel 107. Maksim Maydanskiy 2018-08-30, upp.1
Lat f(x,y) = 2% —4e”e¥ + e**. Bestdm och klassificera alla kritiska (stationidra) punkter till f.

Metod 1:
Vi soker forst eventuella kritiska punkter till f:

, = —4e%e¥ 4 4T =) T+y — 4z —4
{fz(fb‘y) ee¥ 4 4e N {e e N {x+y x & a—y=0

fy(z,y) = 4e* — de®e¥ = 0 e = oty T+y=2z

Andraderivator i (0,0): fyz = —4e%e¥ + 16e%® = 12, f,, = 8 — 4e%e¥ = 4, foy = fyu =
4 _44>; den kvadratiska formen 12h%—8hk+4k? =
4(h? — 2hk +k?) +8h? = (h— k)2 +8h? &r positivt definit, vilket ger ett lokalt minimum i origo.
(Eller: D1 =12 >0, Dy =48 —16 > 0.)

—4e”e¥ = —4, vilket ger Hessianmatrisen (

Svar: lokalt minimum i (0, 0).
Metod 2:

Let t = e%,5s = e¥. Then f(x,y) = 2s% — 4ts +t* = F(s,t).

The critical points of f correspond to critical points of F' and are of the same type — but we
must have t,s > 0. We have F, = 4s — 4t, F, = —4s + 4t3. F, = F;, = 0 translates to s =t = 3.
Soast > 0 we have 1 = t?, t = 1. So there is a unique critical point s = t = 1. There

12 —4
Fo =4, Fy = 1213 = 12, F,y = Fyy = —4 so the the Hessian is (_4 4

trace and determinant, so is positive definite, and we are at a local minimum. Recall that t =1

; this has positive

means e¥ = 1, x = 0. Similarly s = 1 means y = 0.

Answer: local minimum at (0,0).

Exempel 108. Maksim Maydanskiy 2018-08-30, upp.2

1. (2 podng) Lat u(x,y) = zy och v(z,y) = x/y, och lat F vara en glatt (odndligt ménga

ganger differentierbar) funktion (av tva positiva variabler). Lat f(z,y) = F(u(z,y),v(z,y)).

Berakna % och %]yc uttryckt i z, y, %—5 och %—f.

2. (3 podng) Anviand variabelsubstitutionen u = xy och v = z/y for att 16sa PDE

xg—k 8—f—x
Ox y(?y_ Y

(D.v.s. hitta alla glatta f(z,y) (av positiva variabler) som uppfyller ekvationen. Du far
anta att f har formen f(z,y) = F(u(z,y),v(x,y)).)

Solution:
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of OFOu OF v
r  oudr  ovor W+F

and

of OFOu  OF dv x
=xF,

— —=F,.
dy  Oudy T v dy Y2

The equation l‘af + yaf = zy becomes zyF,, + xyF, = zy or F,, = 1/2, so F(u,v) = u/2+ g(v)
for any smooth functlon g, and so f(z,y) = F(zy,z/y) = zy/2 + g(x/y).

Answer: f(z,y) = F(zy,x/y) = zy/2 + g(x/y) for arbitrary smooth function g.

Exempel 109. Maksim Maydanskiy 2018-08-30, upp.3

1. (2 podng) Bestdm ekvationen for tangentplanet till (z? 4+ 22) + (y — 3)3y® = 0 i punkten
(2,2,2).

2. (1 poing) Forklara varfor en del av (22 + 22) + (y — 3)3y® = 0 som ligger i en omgivning
av (2,2,2) kan uttryckas som z = f(z,y) for en glatt f.

3. (2 poéng) Berdkna partiell derivata f i(x0,90) = (2,2) (f definieras i delen just ovan).

Metod 1:

The surface is a level surface of g(z,y,2) = (22 + 22) + (y — 3)3y>. Normal vector is given by
Vg = (22,3(y - 3)%° + (y — 3)°3y°, 22),

which at (2,2,2) is equal to (4,12,4). Thus the plane is 4(z —2) + 12(y —2) +4(2 —2) =0 or

(r—2)+3y—2)+(2—2)=0o0rz+3y+ 2z = 10.

Answer: x + 3y + z = 10.

The tangent plane at (2, 2,2) is non-vertical, and so fact is a graph: we can see z = 10—z —3y =
L(z,y). By implicit function theorem, the same is true for the surface near (2,2, 2).

The partial derivative of f(z,y) at (2,2) is the same as for L(z,y), and so is —3. Alternatively,
the formula in implicit function theorem says

of % 12 ;
oy o 4

Answer: —3.

Metod 2

We can solve for z via z = +1/—(y — 3)3y3 — 22 and since near (z¢, Yo, 20) = (2,2,2) we have
z > 0 we pick plus, so that z = y/—(y — 3)3y3 — 22. This solves part b.
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We can then find partial derivatives of f(z,y) = v/—(y — 3)3y3 — 22 at (z0,%0) = (2,2), to get
(after some computation) f;(2,2) = —1, f,(2,2) = —3, which solves part 3, and also allows us
to write the tangent plane equation

= £(2,2) + f2(2,2)(x — 2) + f,(2,2)(x —2) =2 — (z — 2) — 3(y — 2)

which is z + 3y + z = 10.

Note: If we asked instead wether it is possible to solve for y = g(x, z) and what the % and %
are, explicit solution along the lines of Method 2 would become much more complicated (and
if the equation were, for example, (22 + 22) + (y° — 25y + 60y) = 0 it would be impossible, as
proved by a version of advanced mathematical theory called Galois theory); however, solution
along the lines of Method 1 using implicit function theory would still be fairly straightforward.

Exempel 110. Maksim Maydanskiy 2018-08-30, upp.4

§I§ y2dx + 2% dy,
C

dér kurvan C &r randkurvan av parallelltrapetsen med hérn i (0,-1), (1,-2), (1,2), (0,1),
orienterad moturs.

Berédkna kurvintegralen

By Green’s theorem

yﬁ 2dx+$2dy—//< o >dxdy—// 2x — 2y)dxdy

where S is the interior of the trapezoid.

We use vertical slices for the integral. The upper curve is the segment through (1,2) and (0, 1),
and is given by y = x + 1. The lower curve is the segment through (1,—2) and (0, —1), and is

given by y = —x — 1 (minus of the top line). The x coordinate in the trapezoid ranges from 0
to 1.
The integral becomes
1 1+x
2/ (/ (x — y)dy) dx.
0 —1—-x
Inner integral is equal to zy — %-, and evaluates to (x4 22) — (—z — 2?) = 2(x +?) (the integral
of y disappears because of (ac y) (z,—y) symmetry, which we could’ve used earlier). The
outer integral is
1
2 )
2/ 2(x + 2%)dx = 2 {x —I—x} =2 .
0 3], 3

Answer: 10/3.

Alternatively, we can parametrize each of the 4 segments in turn, compute the integrals and
add them up.

For the left vertical side one gets 0; for the r1ght vertical side 4; for top slanted side 2 — 2; for

3
the bottom slanted side —2 - for the sum of —% + 4=10/3.
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Exempel 111. Maksim Maydanskiy 2018-08-30, upp.5

Beriikna trippelintegralen av f(z,y,z) = zy?z? 6ver den cylindriska kroppen som ges av olik-
heterna 2% +y? <1, 2 >0 och z < 1.

We use cylindrical coordinates. The bounds become r < 1,z > 0,z < 1. We have
x=rcos, y=rsinf, z=z.

Recall dxdy = rdrdf. Substituting everything in, the integral becomes

1 1 21 1 1 27
/ ( / ( / 2rt cos? 0 sin® ede> Tdr) dz = / 2dz / rPdr / cos? 0 sin? 6d6.
0 0 0 0 0 0

We have
1 1 1 1
/ zdz = —, / rPdr = =.
0 2" Jo 6

For the last one, sinf cosf = %sin 260, and so
27 27 1
/ cos? fsin® dh = / — sin? 20d6.
0 o 4
We either remember from before that the average of sin? 6 is 1/2, so that
2m 1
/ sin?20df = = - 2r =7
0 2

or we use sin’ 6 = % — %cos 260 and integrate to get

27 2 1 1 2 1 2 1
/ sin229d9:/ —cos20d0:/ dH—/ ~c0s20d0 =7+ 0=m.
0 0o 2 2 0 2 0 2

us

N

Either way % . % - 27
1 1 =« s

All together, the answer is 5 - 5 - T = 5.

.
Answer: 15"

Exempel 112. Maksim Maydanskiy 2018-08-30, upp.6

Lét 2 2 2

F(z,y,2) = (32%€¥ cos(nz), 203ye¥ cos(nz), —made¥ sin(rz) + 1).

1. (3 poéng) Bevisa att filtet F r konservativt och hitta en skalir potential for F.

2. (2 poéing) Berdkna [ F - d dér ~ ar kurvan parametriserad med 7(t) = (e, ¢, cos(wt)) for
t e (0,1).
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Suppose the potential is f(x,y, z). Then f, = P = 3z2ev” cos(mz), so

f= /3:5'2692 cos(mz)dz = 23e?” cos(m2) + ®(y, 2).

Then we must also have ,
Q=1fy= 232ye¥” cos(mz) + D,

We conclude ®, = 0 and ®(y, z) = ¥(z). Finally we get

R=f =—made¥ sin(rz) + U,

soU, =1, ¥(z) =2+ C. All together

flz,y,2) = adey cos(mz) +z+C
for any constant C' works as a potential. The fact that F has a potential implies that it is
conservative, so we are done.

For any conservative vector field we have fv F . di = f(end) — f(start). The start point is
7(0) = (e, 0, cos(m - 0)) = (1,0,1)
the end point is
7(1) = (e!, 1, cos(m - 1)) = (e, 1, —1).

Thus
flend) =e3-et - (=1)+ (=1) = —e* =1, f(start)=1-1-(=1)+1=0.
So the answer is —1 — e

Answer: —e* — 1.

Exempel 113. Maksim Maydanskiy 2018-08-30, upp.7

//yxﬁ).dg,

dar ﬁ(:c, y,2) = (e*,4—x,rcosy) och ytan S dr den delen av paraboloiden z = 9 — 22 — y? som
ligger ovan xy planet, orienterad med normalen som pekar upp fran (0,0,9).

Berdkna

Metod 1:

By Stokes theorem:

//(6><ﬁ)-d§: F - dr.
S oS
The boundary of the paraboloid piece is a circle of radius 3 in the plane. We can parametrize
it via
7(t) = (3cost, 3sint, 0), t e [0,2n],
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so that
dr' = (—3sint, 3cost, 0)

and
F.di=e®(—3sint) + (4 — 3cost)3cost + 0 = —3sint + 12 cost — 9 cos’ t

and the integral is

2w 1
/ (—3sint + 12cost — 9cos? t)dt = 040 — 27 - 3 9=—-9r
0
Answer: —9r.

Metod 2:

We compute

~ ~ ~ ~ ~ ~

L i 7 k 1 J k o
VxF=1d, 9, 0,|=|08. 9, 9. | =(—cosy—e’)j—k
Fy Fy, Fj e 4—x xcosy

Now we can EITHER

1) Parametrize the surface z = 9 — 22 —y2, z > 0 as a graph and compute, using N = (2x,2y,1)

oo - o N
//(VxF)-dS:// (VX F):—dA=
S $2+y2§9 N3

= ﬂQ 2<9(07 —COSY — 69—w2—y2, _1> . (Qx,2y’ 1)dA _
TEHY<

= // —1dA = —-97
r2+92<9

where the other two terms vanished because the integrand is odd with respect to the (z,y) <
(—z, —y) symmetry of the domain disc 2 + y? < 9.

OR

2) Change the surface we are integrating over to the disc D = {2? +y? < 9} in the z = 0 plane.
This is justified either by two applications of Stokes’ theorem, equating integrals over either

surface to the line integral
/ F.dr,
95=0D

as in Method 1; or by divergence theorem applied to the solid R enclosed between D and S and
the fact that V- (V x F) =0, so

//S(ﬁxﬁ)-dg—//D(ﬁxﬁ)-dg—///]%OdV—O.
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In any case, we just need to compute

//(6xﬁ)-d§:// (0, —cosy — e, —1) - (2z,2y,1)dA =
D x24y2<9

= // —1dA = -97
x24+y2<9

Exempel 114. Maksim Maydanskiy 2018-08-30, upp.8 ODE
1. (3 poiing) Bestim den allméinna lésningen y(t) till ODE 3y — 3y” + 2y’ = 0.
2. (2 podng) Los begynnelseviardesproblemet

y/// _ Sy// + 2y/ — O

y(0) =1
y'(0)=3
y"(0) =5

Metod 1:

The auxiliary equation is 3 — 3r? +2r = 0, so » = 0,1,2. Thus the general solution is C; +
Cget + C3€2t.

Substituting into initial values we get C1 + Co + C3 =1, Cy + 2C3 = 3, Cy + 4C'3 = 5, so from
last two equations C3 = 1, from which Cy = 1 and finally from first equation C; = —1. We
conclude y(t) = —1 + e + 2.

Answer: y(t) = —1 + et + 2.
Metod 2:

We can change the higher order ODE to a first order system by introduction
() =y), v2(t) =y'(t), ys(t) =y" ().
The ODE can then be written as
Ys(t) = 3ys(t) — 2u2(t),

and we have overall

g (91 0 1 0] [sn()
7 V2 )| =10 0 1| |y(t)
y3(t) 0 —2 3] [ys(t)
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0 1 0
The characteristic polynomial of the matrix A= [0 0 1| isdet (A — X)) = —X3+3X2 + A
0 -2 3
(which is up to sign the characteristic equation in Method 1), and has roots \; = 0, Ay = 1, and
A3 = 2.

We can immediately conclude that the general solution is y(t) = C1 + Cze! + Cse? and proceed
as in Method 1, or we can find the eigenvectors (I omit some computations).

1. Ay =0, @ =(1,0,0).
2. A =1, o =(1,1,1).
3. a3=1, @ =(1,2,4).

Y1 (t) 1 1 1
We conclude [y2(t)| = C1 [0] +Cael | 1| 4+ C3e?® [2]. Of course again the general solution is
y3(t) 0 1 4

U1 (t) =Ch+ Czet + 036%.

We now can find the constants for the particular solution by solving

91(0) 1 1 1 Ch1+Cy+ Cs 1
y2(0)| =C1 |0] + 0260 1| + 0362'0 21 = Cy + 2C5 = 1|3
y3(0) 0 1 4 Co + 4Cs 5

This is the same system as in Method 1, and has the same solution C; = —1, Co =1, C3 = 1.

0 0
Exempel 115. 2011-12-12: 2. Los den partiella differentialekvationen ma—f + ya—f —2zy=0i
L Yy

omradet z > 0, y > 0 genom variabelbytet u = zy, v = x/y.

Kedjeregeln ger nu:
of _0fou 0fou _ of 10f
or  oudr ' dvor Jou y Ov
of _0fou Ofou  Of xOf

r— — — -

dy  Oudy  owdy Ou y2ov

Inséttning i PDE:n ger:

of 10f of =z 0f
Yo Y L2 9y =
v <y6u + y(%) ty <$8u y? Ov ry =0

af _ of _ g_
= 2:L’y%—2xy—0 = 2:Ey<au—1>—0 = Ou_l

= fluv) =utg) = f(x,y>:xy+g<§>

)

for nagon godtycklig funktion g.

Ova dven pa andra ordningens kedjeregel. Exempelvis géller i detta fall

0%f 0 ( Of wof\ (0 fou Pf o\ xdf x (0f du 0:fou
R -5 (B 2R 53 (R 502

oy~ oy 2 Y ouoway) T iFov T 2 \ouovay T a2 oy

175



Exempel 116. 2012-08-21: 3. Lat f(x,y) = x+y-+4 vara definierad pa ellipsen 322 +%%—3 = 0.

Antar f(x,y) storsta och/eller minsta virde pa ellipsen? Bestam i sa fall dessa virden.

Eftersom f &r kontinuerlig och ellipsen dr en kompakt mingd, s& antar storsta och minsta vérde.
Antingen kan problemet 16sas genom att ellipsen parametriseras 7(6) = (cos(6), v/3sin(6)) eller
genom att anvinda Lagrangemultiplikatorer. Enligt den sistndmnda metoden géller V f = AVg,

dar g(x,y) = 322 + 4% — 3. Vi far:

1 = \6x
1=X2y = - =
322 +y2-3=0

Inséttning i bivillkoret 322 + 32 — 3 = 0 ger sedan

3024+ (32)2-3=0 = 1222-3=0 =

_:|:1
Tr = 2.

Extremvirdena antas i punkterna (1,2) och ar f(1,2) = 6 (maximum) och f(—3,—2) =2

(minimum).

Delar av forsta halvan av kursen som &r viktiga att repetera:

o Bestdmning av kritiska punkter och karaktarisering av dessa (kvadratiska former).

o Bestdmning av storsta och minsta virde for f(x,y) pa ett kompakt omrade i planet (kri-
tiska punkter pa det inre, parametrisering av randen, glém inte hérnen pa omraden som

har dessa).

e Bestamning av tangentplan till funktioner.

o Avgorande av om variabler kan 16sas ut som en funktion av andra variabler med hjilp av

implicita funktionssatsen.

o Grénsvirden (visa existens eller motbevisa existens genom att testa ett antal olika linjer).

Exempel 117. 2011-12-12: 7.

Beriikna flédet av vektorfaltet F = (222, 22y, 22 + 2) ut
ur cylindern 22 + 9?2 =1, 0 < 2 < 1.

Den cylindriska ytan kan  parametriseras av =

~, . 8
7(s,t) = (cos(s),sin(s),t), 0 < s < 27, 0 < ¢t < 1 = 05
och flodet ges av

2r 1
- [(OF Or 0
0 0

Det ar dock liattare att anvinda Gauss sats pa S U Dy U Do

S
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//ﬁ-NdSJr//f-NdSJr//ﬁ-NdS:// div F dV.
D1 Do K




P& Dy har vi N = (0,0,1), s& F'- N = 22 + 2 = 3 och

//F.Ndsz3//dsz37r.
D1 Dl

— A

N = —(22+2)=—2och

ﬁ-NdS:—Z//dS:—QW
Do

P4 Dy har vi N = (0,0, —1), s

/

Divergensen av vektorfaltet &r

5 (z2%) + = (2zy) + 2(,22 +2) = 22 + 2z + 22.

dy 0z
Av symmetriskél sa ar volymintegralen av 2z 6ver kroppen K noll, sa det aterstar:

1

3
///ddeV // /z +22)dz dmdyzw[23+z2] :%”_
0

Vi far slutligen att flodet av vektorfaltet F genom cylindern S &r:

///ddeV //F NdS - //F NdS_ffgwi( 2”):%

Om integranden hade berott pa x eller y hade vi beh6vt anvinda poldra/cylindriska koordina-
ter, och om kroppen hade radiell/sfarisk symmetri hade vi behovt anvinda sfariska koordinater
(6va pa detta).

Exempel 118. 2013-01-14: 8. LAt ~y vara skdrningskurvan mellan sfiren 22 +y? + (z —2)? = 8
och zy—planet (moturs, dvs. positivt orienterad). Lat F' = (y? cos(zz), x3e¥?, — €*¥?). Berikna

F.dr.
Y

Skirningskurvan ges av ekvationerna z2 + 32 + (z — 2)2 =8, z = 0, dvs. av cirkeln 22 + 32 =4
i xy—planet. Parametriseringen 7(0) = (2 cos(6), 2sin(f), 0), 6 € [0, 27|, ger

dr = (—2sin(f), 2cos(d), 0)
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och, efter insdttning i kurvintegralen (Tank att cos(zz) =1 och e¥* =1 for z = 0!) far vi:

2
/F dr = /((28111(6))27 (2cos())?, —1) - (=2sin(h), 2cos(8), 0) df
¥ 0277 ) 2
= /(—8sin3(9)+16c084(9)) df = 16/ <1_C(2)S(29)> do
0 udda 0
27 2T
= 4/(1 + 2cos(20) + 0082(9)) df = 4/(1 + 2cos(20) + HCSS(M)) 4o

0

21
=4 [39] = 12m.
2 0

Andra delar av andra halvan av kursen som &ar viktiga att repetera:

o Dubbelintegraler, Variabel-substitution (polara och andra), bestimning av integrations-
granser for exempelvis trianglar.

o Bestdmning av volymer av kroppar med hjilp av trippelintegraler (visualisering av an-
dragradsytor ar viktigt for detta).

e Berdkning av kurvintegraler i planet med hjilp av Greens formel och pa konservativa
vektorfalt med hjalp av potentialen.

o Anvindning av Stokes sats for att ga mellan kurvintegraler och flodesintegraler (definition
av rotationen).

OBS: Har slutar kursen 1M A016; resten ar enbart for 1IMA183 for MaKand. Och,
i nasta kapitlet, extramaterial om ODE, men detta dr 6verkurs och inte kommer
pa tentan.
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EXTRAMATERIAL ODE; 6verkurs

Kontinuitets- och virmeledningsekvationen (6verkurs)

I detta kapitel och de tva nastfoljande ska vi visa att ett antal fysikaliska problem kan modelleras
matematiskt med de verktyg som vektoranalysen ger oss och vi ska se att manga av de fysikaliska
problemen kan beskrivas i termer av partiella differentialekvationer. Vi ska i nagra fall ocksa
undersoka 16sningar till de mest vanligt férekommande partiella differentialekvationerna.

Betrakta den tidsberoende stérningen av ett d&mne i rummet. Amnets téithet ges av sklarfal-
tet p(7,t), med enhet [mdngdenhet/m?], dir mingdenheten kan vara Kg (materiestrémning),
C (laddningsstrémning), J (vArmestromning) etc. Hastigheten beskrivs av vektorfaltet (7, ¢)
[m/s]. Lat S vara en godtycklig ténkt sluten yta i rummet som innesluter omradet V. Vid tiden

t innehaller V' méangden
/// p(r,t) dV
\%

av dmnet. LAt nu k(7,t) [mdngdenhet/m3s] beteckna eventuell produktion av &mnet. Materiens
oforstorbarhet ger sambandet

okning/tidsenhet av &mne i V' = produktion i V' — utflode genom S

vilket matematiskt kan uttryckas som

at/// t)dv = /// (7, t) dV — // (7, )3(7,t) N dS

méangdenhet / m?2s

Vi kan flytta in tidsderivatan i forsta termen (eftersom integralen sker éver 7) och anvénda
Gauss sats pa tredje termen. Vi far da integralekvationen

op | o _ op | o
///(at—i—dlv(pv)—ka) v =0 = E%—dlv(pv)—m
6

Dér implikationen foljer eftersom mangden V' var godtycklig. Det héirledda sambandet mellan
p, U och k kallas kontinuitetsekvationen och géller for alla typer av stromning.

Exempel 119. Betrakta fallet med gas- eller viatskestromning. Méangdenheten dr da Kg. Om
mediet som stromningen sker i &r isotropt (likadant i alla riktningar) och hastighetsflodet vir-
velfritt, sd kommer flédet att uppfylla det empiriska sambandet Ficks lag, som séger att

pt = —Dgrad p,
~~ S———
[kg/m?s] [kg/m*]

diar D [m?/s] kallas for diffusionskonstanten. Denna typ av stromning kallas for diffusion och
innebar fysikaliskt att stromningen sker i den riktning léngs vilken tatheten minskar som snab-
bast och att stromstyrkan ar proportionell mot téthetsfordndringen. Stromningen soker alltsa
att utjamna tathetsskillnader. Insatt i kontinuitetsekvationen ger Ficks lag

op . B ap
a—i—dlv(gradp)—m = T —DVp==&k
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K
jamvikt: p stationdr = Ap= D dvs. Poissonekvation.

Diffusionsekvationen &r en partiell differentialekvation som beskriver hur tédtheten i en virvelfri
strommande gas eller vitska fordndras 6ver tid och rum. Om gasen eller viatskan dr inkompres-
sibel (p konstant) och saknar kéllor (x = 0), sa reduceras kontinuitetsekvationen till

0+ pdive = divi=0

Exempel 120. Betrakta nu fallet med varmestréomning. Storheten p motsvaras nu av virmein-
nehéllet per volymenhet vilken kan skrivas pcT med enhet [J/m3], dér ¢ [J/K K g] ir virmeka-
paciteten och p [Kg/m?] ar densiteten. Man kan inte tala om en hastighet @ hos virmeflodet.
Dock kan termen innanfér divergensen i kontinuitetsekvationen tolkas som en virmestrémvektor
j. I ett isotropt medium géller Fouriers lag

> dér konstanten k [J/kms] kallas for varmeledningsforméagan. Om
J = —kgradT 37 s . . - .
NG e k [J/m?s| &r virmeproduktionen, sa ger kontinuitetsekvationen
[J/m?s] [K /m)]
opcT or k
PL div(—kgradT) =k = = — ZAT = E7 stationir -~ AT=-"
ot ot pc pe k

Detta ar virmeledningsekvationen som ar en partiell differentialekvation som beskriver tempe-
raturens férdndring i rum och tid. Ekvationen har samma form som diffusionsekvationen. En
analog ekvation finns f6r den elektriska laddningstdtheten (6vning 5 i kapitel 16.6 i kursboken).

Vi ska nu hérleda en 16sning till virmeledningsekvationen och betraktar for enkelhets skull den
endimensionella homogena specialfallet.

or 0*T
ot 0x?
Om T'(t,z) &r en 16sning till denna ekvation s dr dven T(A\%t, A\x) en l6sning fér varje konstant

A. Fran detta drar vi slutsatsen att kvoten (Az)?/\?t = 22/t &r central for 16sningen. Vi ansétter
darfor 16sningen

T(t,z) = tlav (\2)

och kallas nedan variabeln x/+/t for r. Inséttning av ansittningens derivator ger:

T a 1, 1 *r 1, 1\?
ot = T v <_2t3/2> o2~ w O\

or T _

- / /i _
gt~ 022  tofl vin) = v | =0

—auv(r) — %

{z=

M
satt nu o = 1/2. Uttrycket innanfoér parentesen reduceras da till

]' / 1! ]' / 1 ]‘ /
5(1}(7’) +rv'(r)+0v(r) =0 = 5(7“2} (r)+v'(r)=0 = irv(r) +u'(r)=A
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Av fysikaliska skl vill vi att

I “)=1im (=) =0

() =t () =
for alla t, och detta implicerar att A = 0. Vi far nu den separabla, ordinira differentialekvatio-
nen

1 d §
v’(r):—irvr = /v /—rdr = ln(v):—%—i-B

= ()= e HE — g o T(t,:c)Z\%e_’”Q/‘“

Om vi véljer konstanten C sa att

T 1
T(t,z)dr =1 sa blir C = ——.
/ (&) vam

Vi far den sa kallade fundamentallosningen till virmeledningsekvationen.

O(t,z) = —2%/4) eller i R" ®(t,z) =

1
ex
VAt p(

Vi kan notera att fundamentallosningen &r lika med tat-
hetsfunktionen for en normalférdelning med standardav-
vikelse v/2¢. En initial koncentration av materia eller ener-
gi sprids ut 6ver rummet nér ¢ ckas. Man kan konstruera
l6sningarna till

orjot— AT =f, t>0
T = g, t=0

som integraler av ®(t, x): 4

ult, ) = / B(t,x — y)gly) dy + / / Ot — 5,7 — ) f(y. ) dyds

R™ 0 R»

Maxwells ekvationer och vagekvationen (6verkurs)

Vi ska i detta kapitel motivera Maxwells ekvationer for elektriska och magnetiska falt och utifran
dessa visa existensen av elektromagnetiska vagor som fortplantas med ljusets hastighet.

Det elektriska faltet kring en punktladdning g med ldge 7 ges av

7 — 7o

E() =

=—=13 for en fysikalisk konstant g, jamfor med gravitationsfiltet.
47750 |77 — 70

Precis som gravitationsfaltet sa ar det elektriska féltet konservativt och har potentialen

1
471'50 |7 — 70|’

o(r) = — T # 70
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Flodet ut ur en godtycklig yta S som innehéller 7y uppfyller, for varje sfar S, kring 75 med
radie a sddan att S, C .S,

//E-Nds—//E-Ndsz///divEdvzo
S Sa K
N //E-Ndsz//E-Ndsz 9 // T T g
47eg |7 — 703 |7 — 7ol
S Sa Sa

|F7F0\—2:a—2
ds = 1L
47r5 a? /

47ra2

Lat nu istéllet p(7) vara en laddningstéthet, sa att dg = pdV. D& blir flodet ut ur ytan S

Z/E.Nds:/v//j ///pdveausssats///(dwE_> o

Eftersom S var godtycklig sa géller div E = L (Gauss lag)
€0

Magnetfalt uppkommer till foljd av laddningar som ror sig, dvs. elektriska strémmar. Betrakta
ett infinitesimalt stycke dip av en ledare som genomflyts av strommen I. Enligt Biot-Savarts
lag sa ger denna strom upphov till det magnetiska faltet

— I dFo X (77 — ?70)

di (7) =
M= r=mP

Om vi antar att laddningarna inte kan bildas eller forstoras, sd méste strommen ga ldngs en

sluten kurva v och vi far:
3 I dry X (’F— Fo)
Hf) ) =— @ ———
R

|7 — 703
¥

Vi ska visa att magnetfiltet ar kallfritt (div H= 0) genom att hitta en vektorpotential A till
H (H=rotA = divH =div(rot A) =0). Lat

B} I [ d
i =L
() 47755\7?—?0;
Y

1 oo
Fran potentialen till det elektriska féltet ser vi att grad P ’> = —% Lat nu
7 — 170 7 — 170
1 . . . .
b = - och F' = dry i sambandet V x (®F) = &(V x F) + (V) x F. Vi far
T —T0

d = I ].
VxAd=— ygv o) Vxdr=0 V(=) x diy
A7 |7 — 7| Ar |7 — 70

gl
I ¥ — 70 =

v
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Magnetfiltet ar alltsa kallfritt, vilket betyder att det inte finns nagra magnetiska kéllor eller
sinkor. Ekvationerna div E = p/eo och div H=0 géller bade i det stationdra och det icke-
stationéra fallet, dvs. oberoende av om falten ar tidsberoende eller inte. I det stationéra fallet
giller ocksa rot E = 0 (E r konservativt) och rot H = 0 (géller utanfér ledaren), men dessa
ekvationer géller, som vi snart ska se, inte for tidsberoende félt.

Vi ska nu undersoka vad som géller {or rot E och rot H nir E och H ér tidsberoende. Faraday
visade empiriskt att cirkulationen av ett elektriskt félt kring en sluten kurva motsvarade en
fordndring i magnetiskt flode genom en yta vars rand ges av kurvan, dvs

" o N
E.di=—py—=— H-N
55 dr Moat/ dsS

R S

Stokes sats ger sedan, eftersom S &r en godtycklig yta

. OH
//rotE NdS = %E dr—// ,uoat -NdS = rotE——Moat

For magnetiska filt kan man visa att om J [C'/m2s] &r stromtétheten s géller rot H = J i det
stationdra fallet. I det icke-stationdra fallet &r dock detta inkonsekvent eftersom kontinuitets-
ekvationen for elektrisk laddning sédger att

dp 0 ~ 0

P idvi=0 = ZLidiveotH) =0 = L=y,

ot ot ~— — 2 ot

=0

vilket 4r en motsédgelse. For att kontinuitetsekvationen ska kunna vara uppfylld maste vi istéllet
lata H uppfylla

) - OE 10
rot H = J—f‘é\oa ( = divJ = —Sodiv (875) = —&0 €0 85)

Det sista sambandet upptécktes av Maxwell och sambanden nedan kallas Maxwells ekvationer
(1861).
= = OH 1 0E
diszi, div H =0, rotE——ug TR rot H = J+€o—0§
Vi ska hérnést visa att i franvaron av strommar och laddningar (§ = 0, J = 0), sa uppfyller E
och H (det elektriska, respektive magnetska filtet) den sa kallade vagekvationen.

0*H 19 1 OF .
7 = - ZyotE = ——rot — rot (rot H)
Ot? 3e lagen o ot Mo Ot 4 lagen /J,()EO
1 - . = 0*H
= ——(grad (divH) — AH) = L Ad = — —AH =0
HOEO \_"/ HoE0 ot
=0 —~—

=c2?, ¢ r ljushastigheten

Skillnaden mot viarmeledningsekvationen dr en extra derivata med avseende pa tiden (och att
det &r mycket lattare att hitta losningarna). Vi undersoker det endimensionella fallet och infor
de nya variablerna o« = z + ct, 8 = x — ct. Derivatorna av u(t, ) blir, uttryckta i o och 3,

ou 8u8a+87u%:@+% N @:82 +282u+82u

dx  dadxr  0B0x Oa 9B 0x2  0a? dadB 0?2
ou 8u8a+@% @_ % N 0%u 2@_228% Lo 282
ot dadt 0B ot “9a (9,8 a2~ da? 0adp 0p?
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0?u  ,0%u 5 0%u 5 O%u 5 0%u 0%u 0*u  0%u
— —c=—==|c —2c +c - +2 +
ot? 0x? Oa? 0adf 03? Oa? dadp  0p?
0%u
= — 2 = =
= —4c 9000 0 = wula,B)=F(a)+G(B)

eller med andra ord: u(t,x) = F(x + ct) + G(x — ct). Den forsta funktionen ar en vag som ror
sig at véanster med hastighet ¢, och den andra funktionen r en vag som ror sig at hoger med
hastighet c.

Potentialteori (Gverkurs)

Vi sag i forra kapitlet att det elektriska filtet E(F’) var konservativt och hade en potential ®
som uppfyllde

A = div (grad ) = div E = %
dir p édr laddningstitheten. Aven gravitationskraftsfiltet #r konservativt och har en potential
V som man kan visa uppfyller ekvationen AV = 47Gp, dar G &r gravitationskonstanten, och
p ar materialtatheten. Bade elektrostatiken och gravitationen kan alltsd beskrivas med hjalp
av potentialer u som uppfyller Poissons ekvation Au = f, dir f &r en méangdtéthet. I franvaro
av laddningar eller materia i ett omrade uppfyller potentialen Laplaces ekvation Au = 0 pa
omradet, dvs. potentialen dr en harmonisk funktion.

Studien av l6sningar till Laplaces och Poissons ekvationer kallas potentialteori och dess mate-
matiska resultat kan som synes anvindas inom vitt skilda omraden av fysiken. Notera ocksa
att vi i forrforra kapitlet visade att savil koncentrationen vid stationédr vdrmespridning som
temperaturen vid stationédr virmespridning uppfyllde Poissons ekvation. Vi ska i detta kapitel
understka nagra grundliggande egenskaper hos 16sningarna till Laplaces och Poissons ekvatio-
ner. Till var hjalp har vi féljande resultat som kallas for Greens satser.

Sats 33. Greens satser. Lat ® och ¥ wvara tva skaldrfdlt som dr tva ganger kontinuerligt deri-
verbara i omradet V. med rand S och utdtriktad enhetsnormal N. Dd gdller:

///(@A\I/JrV(I)-V\I/)dV_#CDV\IJ-NdS

S

v
/V//(q)A\II —VAD)dV = #(@V\P —UVP)- NdS

S

Bevis. Anvinder vi Gauss sats pa vektorfialtet ®VW, sa far vi:

Z;E@Wx-zvdsz/v/ V- (dVY) dV

Om vi nu anvénder V « (DF) = ®(V - F) + V® - F med F = VU far vi:

_ /V//(cp(v (V) + V- V) dV
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varvid forsta pastaendet foljer, eftersom V- (VW) = AW. Om vi byter plats pa ® och W i férsta

pastaendet, sa far vi:
///(\mquqf.vqﬁ dv = #\IJV@-NdS
\%4 S

Subtraherar vi denna ekvation fran forsta pastdendet i satsen, sa foljer direkt andra pastaendet
i satsen. ]

Notera att om vi sdtter ® = 1 i Greens forsta sats, sa far vi Gauss sats.

0 N N
Lat nu 22 = Vu - N beteckna riktningsderivatan av en funktion u i normalriktningen N. Om

n
u &r en harmonisk funktion s& ger Gauss sats

8Zdszgé[gvu-zifdsz// V-(Vu)dV:// AudV =0,
S 1% \%4

s& nettoflddet av ett filt F vars potential u &r harmonisk ar noll ut ur varje sluten yta S. Om
potentialen u uppfyller Poissons ekvation Au = f blir nettoflodet

// fav
1%
ut ut ytan S som omsluter omradet V. I forra kapitlet visade vi att for E s& géller, om 7y €
A - P — T 1
#E-NdS:q, E=-L 7% 1 g(_—_
€0 dmeq |7 — Tol3 4reg |77 — 70

= # \Y ! NdS_— = # N dS = —4x
deg |77 — 70| ‘7’_7’0’

Vi har tidigare under kursen visat att om D, &r en cirkel med radie r och centrum i (a,b), sa
géller, for varje kontinuerlig funktion f av tva variabler,

Sats 34. Lat S wvara en sfdr med centrum i 770 och radie R. For wvarje funktion u som dr
harmonisk pd det omrdde som omsluts av S, sd gdller

%) = 4W1RQ // u(7) dS
S

u(7o

dvs. funktionsvdrdet av u(7) dar lika med medelvirdet av funktionsvirdet pa S.

Bewvis. Lat V vara det inre av S bortsett fran en liten sfar S, med centrum i 7y och radie a.

Det andra pastaendet i Greens sats med ® = u, ¥ = ger nu

— —

|7 — 7o)

///“A<|r—ro|> |r—m| AV = //< ( r0|> |f_1;0|V“>'NdS

=0, 7“()¢V
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Eftersom |7 — 7| dr konstant pa respektive sfar och

v( 1 >_N:i|F—FO O it i

7= 7ol P

F—ro3 |7 —7o| T |F—Tol*

ocksa dr konstant pa respektive sfir, sa far vi
0= —— ds + ~ is— < [[vu-5as— 1 [[ vu. 5 as
= Rz uao + 22 uaS — R U 3 U
S Sa s =0 Se =0

w ar harmonisk pa S (och S, ), sa de sista tva integralerna ar noll. Vi later nu a — 0 och far, av

kontinuitetsskal
1 dS =1 1 dS = 4mu(r
= [[ w()ds = lim =[] u(7) dS = axii(ro)
Sa

S

vilket visar satsen. O

Satsen ovan géller &ven om vi tar medelvirdet 6ver det inre av S

Sats 35. Ldat u vara en icke-konstant harmonisk funktion definierad pa ndgot omrade D. Da
antar u mazimum/minimum pa OD.

Bevis. Mangden D U dD &r sluten och varje kontinuerlig funktion pa en sluten méngd antar
maximum och minimum nagonstans pa méngden. Vi antar att maximum antas i en punkt Fp i
det inre av D. Da géller u(P) < u(Py) for alla P € DUJD. P4 grund av medelviardesegenskapen
maéste likhet gélla for alla P pa ytan av varje sfar kring Py som helt ligger i D. Varje punkt i D
kan nas fran Py med en kedja av sfarer som ligger helt i D. Alltsd méaste u vara konstant i D,
men detta motsdger vad vi antagit ska gélla for u. Vi kan dra slutsatsen att v antar maximum
pa 0D. O

Satsen om maximum och minimum ovan 6r rimlig ur fysikalisk mening om vi tédnker oss u som
temperaturen vid stationdr varmespridning. Den maximala/minimala temperaturen méaste da
upptriada pa randen till omradet.

Satsen om maximum och minimum kan anvindas for att visa att det bara kan finnas en 16sning
till randvérdesproblemet

Au =f, iV
u =g, pas

Antag att u; och ug &r tva 16sningar till randvérdesproblemet. D& uppfyller v = u; — uo att
Av =01V och v =0 pa S. Eftersom v &r harmonisk, sa antar den sitt maximum och minimum
péd randen S. Men v = 0 pa .S, s& v maste vara noll pa hela V', dvs. u; = ug pa V.
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Foreliasning 36: TOP1-1MA183; Hopningspunkter, Delfoljder och
Cauchy-foljder

OBS: Materialet fran och med nu dr menat enbart for 1IMA183 for MaKand.

Malet med detta och nésta kapitel ar att ta fram ett nytt, och starkare, kontinuitetsbegrepp:
likformig kontinuitet. Lite vagt kan man siga att en funktion ar likformigt kontinuerlig pa ett
intervall om funktionen ar kontinuerlig och férédndras ungefér lika ’snabbt’ i alla punkter. Pa
vigen kommer vi att behéva definiera och undersdka ett antal nya begrepp som &ar av intresse
i sig. Vi kommer att borja med att studera talfoljder i R™.

Definition 38. Lat {a};2; vara en talfoljd i R™ och b en punkt i R™. Vi sdger att b ir en
hopningspunkt till talféljden {@} om det till varje omgivning N till b finns odndligt manga
index sadan att d,, € N.

Vi séger att talfoljden {@,}22, konvergerar mot b om det till varje omgivning N till b finns

ett tal Ny sa att d@, € N for alla n € Ny (dvs. att gransvirdet av en konvergent talfoljd ar en
hopningspunkt).

Men &ven divergenta talfoljder kan ha hopningspunkter.

Exempel 121. Talf6ljden {@,}>; dér @, = sin(%r) antar vardena 1,0,—1,0,1,0,—1.... Tal-
foljden oscillerar och ar darfor inte konverget. Den har dock tre hopningspunkter: -1, 0 och 1.
For varje omginvning N_; av -1, for varje omgivning Ny av 0, och varje omgivning Ny av 1, sa
galler

an € N_y forn € {3,7,11,...}

an € No forn € {2,4,...}
odndligt manga index

ap, € Ny for n € {1,5,9,...}

odndligt manga index

Alla hopningspunkter har egenskapen i exemplet ovan att genom att vélja ut bara en del av
indexen kan vi fa en ny talfoljd (en delfoljd av den ursprungliga foljden) som konvergerar mot
hopningspunkten. Vi visar detta.

Sats 36. Punkten b dr en hopningspunkt till talféliden {@y}>>,; omm. det finns en delféljd av
{@n}5, som konvergerar mot b.

Bevis. Antag forst att b &r en hopningspunkt till talféljden och lat N; = N (l;, %) vara omgiv-

ningar till b for j € {1,2,3,...}. Varje sadan omgivning innehaller oédndligt ménga @,. Vilj forst
ny, sa att a,, € Np. Valj darefter ng, sa att ng > ny och a,, € N2 och sedan ng sa att nz > no
och d,, € N3 osv.

Vi far en delfoljd {@,, }72, dér a@,, € Nj. Lat nu N vara en godtycklig omgivning till b. D&
finns det ett K sa att N € N for alla & > K och foljaktligen géller @,, € Nxg C N for alla
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k> K. Delfoljden {d@y, }?°, konvergerar mot b.

Omvéndningen ar relativt enkel och hoppas Gver. O

Innan vi fortsdtter studera hopningspunkter behover vi en viktig definition. Betrakta en méngd
reella tal S som &r uppat begrinsad. Ett av axiomen for de reella talen séger att det finns

en minsta 6vre begrénsning, kallad supremum, till S. Observera skillnaden mellan max g och
ac

sup a. Det 6ppna intervallet (0,1) har inget maximum, eftersom det inte finns nagot storsta
acsS
tal i méngden. Daremot ar talet 1 det minsta tal som ar storre dn alla andra tal i médngden

0,1).

Vi ska nu visa Bolzano-Weierstrass Stats som visar sig vara mycket anvindbar. Satsen séger
nar vi kan vanta oss att hitta hopningspunkter.

Sats 37. Bolzano-Weierstrass sats. Varje begrinsad talféljd i R™ har minst en hopningspunkt.

Vi visar satsen i R (se kompendiet for generaliseringen till R™). Ett exempel pa en obegransad
talfoljd som saknar hopningspunkter ar {a,}>°; med a, = n.

Bevis. Vi antar att talfoljden {a,}’°, antar odndligt méanga olika virden (i annat fall far
vi situationen i exemplet a, = sin(7), och ar fardiga direkt). Talfoljden &r begrdnsad, sa
an € [B,7] for nagra §,v € R. Vi delar intervallet [3,v] i tva lika stora delar. Minst ett av
intervallen innehaller odndligt manga vérden i talféljden. Vi kallar detta intervall [b1, ¢1]. Dela
intervallet [b1, c1] 1 tva lika stora delar och kalla ett delintervall som innehaller oédndligt manga
virden i talfoljden [ba, c2]. Vi far en 6ljd av intervall {[b,, cp]}o2 | med foljande egenskaper:

_B=n
= o
2. [bn,cn] C [bn_l,cn_l] cC...C [b1,61] C [ﬁ,’y]

3. [bn, cy] innehéller oéndligt manga virden i talfoljden.

1. ¢, — b,

Méngden @ = {b, : n € N} ar begriansad och har ett supremum ¢. Vi vill visa att ¢ &r en

hopningspunkt till talféljden och tar en godtycklig omgivning (t — e,t + ) till ¢. Vi vill visa

att (t — e,t + ) innehaller odndligt manga element i talféljden {a,}72 ;. Eftersom t &r ett

supremum till @) sa géller t — ¢ < b, < t for nagot tillrdckligt stort n och per konstruktion
v —

t—e < b, < by <t forallam>mn Om vinu viljer m sa stort att —— <€ s& ser vi

att t —e < by, < ¢y < t+ e. Eftersom intervallet [by,, ¢;,] innehéller odndligt manga vérden i
talfoljden sa foljer nu satsen. O

En begransad talfoljd har alltsd minst en hopningspunkt. Om den har fler &n en hopningspunkt
kan den inte vara konvergent, si en konvergent, begrinsad talfoljd har precis en hopnings-
punkt.

Vi ska nu inféra ett nytt konvergensbegrepp for talfoljder och visa att det ar ekvivalent med
det vanliga konvergensbegreppet (men kréver inte att vi vet gransvérdet).

Definition 39. Lat {@,}5°; vara en talfoljd i R". Talf6ljden ségs vara en Cauchyfiljd om det
for varje € > 0 finns ett tal Ny s& att |a@, — d,| < € for alla n,m > Np.

188



Sats 38. En Cauchyfoljd i R™ dr konvergent (omvdindningen visas i kompendiet).

Bevis. Antag att {a@,}52, ar en Cauchyfoljd. Da finns (for € = 1) ett Ng sa att @, — @] < 1
for alla n, m > Ny. Detta implicerar:

|| < |d1 — dn,| + |dn,| < 14 |dn,] (Sa {@n};2, r en begrinsad talfoljd)

Enligt Balzano-Weierstrass sats finns minst en hopningspunkt ¢ och enligt tidigare sats en
delfslid {a@n, }3°, som konvergerar mot f. Fixera ¢ > 0. Enligt férutsittningarna finns ett No

s& att |@n, — 1] < % For alla n > N far vi da:
|an*ﬂ:|6n*6nk+ank*ﬂ§|C_in*an|+|6nk*ﬂ§

= lim a, =t
n—0o0
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Forelasning 37: TOP2-1MA183; Likformig kontinuitet; derive-
ring av integraler

Likformig kontinuitet

I forra kapitlet studerade vi hopningspunkter och kom bland annat fram till att en begriansad
talféljd har minst en hopningspunkt. Vi kommer att ha anvindning av denna sats néar vi i detta
kapitel studerar likformig kontinuitet. En funktion f : R™ — RP &r kontinuerlig i ett omrade
D C R™ om den ar kontinuerlig i varje punkt @ € D. En funktion f : R” — RP &r kontinuerlig i

—

a€ D om lim f(z) = £(@) eller, med & — d—formalism:
r—a

—

Ve>0, 36>0, VZeD:|f—-ad <6 = |f(@—[f@<e.

Nér vi anvinde griansvirdesdefinitionen under kursen i envariabelanalys, sag vi att talet § be-
rodde pa €. Ju mindre ¢ vi valde, desto mindre § var vi tvungna att vélja och vice versa. Men
ofta beror talet 6 ocksa pa vilken punkt @ vi befinner oss i. I en punkt @ dar funktionen féréandras
snabbt maste vi, for ett givet €, vilja § mycket mindre &n i en punkt dar funktionen féréndras
langsamt.

Exempel 122. Lat D = [1,00) och betrakta de kontinuerliga funktionerna f(x) = y/z och
g(z) = 22. Beror valet av § pa vilken punkt vi befinner oss i?

Lat € > 0 och a € [1,00) vara godtyckliga. Vi ska undersoka vilket 6 > 0 vi ska vélja for att
vara sikra pa att |f(x) — f(a)| < e.

s oWVt Va)| | z—a |z — al
Det foljer att om vi véljer § = 2¢ sa implicerar |z — a| < 4 att \f(x)—f(a)]<’x;a’<g:5

som Onskat. Vi kan alltsd vélja 0 oberoende av a. Anledningen ar att funktionskurvan ’planar
ut’ och férdndras allt langsammare.

Lat aterigen € > 0 och a € [1,00) vara godtyckliga och undersok vilket § > 0 vi ska vélja for
att [g(z) — g(a)| < c.

—az\ =|(z+a)(z—a)| = |z +al||lz — q

Termen |z — a| kan begrénsas genom att vélja § litet, men hur litet § vi 4n véljer, sd kan dnda
|g(x)—g(a)| bli godtyckligt stort om a € [1, 00) &r tillrdckligt stort. Valet av ¢ beror saledes pa a.
Om a ar litet kan vi vélja § mycket stérre &n om a &r stort. Detta beror pa att funktionskurvan
far allt brantare lutning.

Om vi kan vélja é oberoende av @ € D, sa sager vi att funktionen ar likformigt kontinuerlig pa
D. Mer formellt har vi féljande definition:

Definition 40. Lat D C R" och f : D — RP. Vi séger att f ar likformigt kontinuerlig pa D
om det for varje ¢ > 0 finns ett § > 0, sa att det for alla x,y € D géller att:

lz—yl<é = |[f(z)-fly)l<e
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Man kan fraga sig om det finns ndgra generella villkor som avgér om en kontinuerlig funktion
pa ett omrade D ocksa ar likformigt kontinuerlig. I exemplet ovan var omradet begridnsat och
dé var den funktion vars lutning var begransad likformigt kontinuerlig.

Betrakta nu en kontinuerlig funktion pa ett begrédnsat omrade. Om omradet dr 6ppet kan funk-

1
tionen mycket vil vara obegrdnsad. Ett exempel ges av f(x) = — pa intervallet (0,1). Det
x

ar relativt latt att visa att denna funktion ar kontinuerlig men inte likformigt kontinuerlig
pa det givna intervallet. Om omradet ddremot &r slutet, dvs kompakt, s kan man visa att
vardeméangden till en kontinuerlig funktion dr kompakt (Sats 3.2 i kompendiet) med hjilp av
Bolzano-Weierstrass sats. Det visar sig att kontinuitet da medfor likformig kontinuitet.

Sats 39. Lat K wvara en kompakt mdngd ¢ R™ och lat f : K — RP vara kontinuerlig. Da dr f
likformigt kontinuerlig pa K.

Bewvis. Vi visar detta med ett motsédgelsebevis och antar darfor att K &ar kompakt och att f
ar kontinuerlig men samtidigt inte likformigt kontinuerlig pa K. Det sistndmnda betyder att
det finns ett ¢ > 0 sddant att hur litet 6 > 0 vi &n véljer, sd kan vi hitta tal &, ¢ € K sa att
|Z#—¢] < 6 men |f(Z)— f(¥)| > e. I synnerhet kan vi hitta tva punktfoljder {Z,}>° ; och {#,}72,
som uppfyller

. 1 - .
‘xn _yn’ < g och ‘f(mn) - f(yn)’ > E.

Talfoljden {Z,}72, &r begransad (¥, € K) och har, enligt Bolzano-Weierstrass sats, en hop-
ningspunkt 7. Dirmed har {7,}5%, en delfoljd {Z,, }32, som konvergerar mot ¢ € K. Fér
motsvarande delfoljd {#,, }72, nu {¢,},2, giller:

. . . . 1 .
|ynk_ﬂ§|ynk_gjnk|+‘$nk—ﬂ§Fk+|mnk_ﬂ

Bada termerna i hogerledet blir godtyckligt smé for tillrackligt stora varden pa k. Dérmed
konvergerar dven {#y, 3%, mot £. Eftersom f ir kontinuerlig sa géller det ven att f(Z,,) — f(f)
och att f(yn,) = f (t). Fran detta kan vi komma fram till en motségelse, ty vi har

0 <e<|f(@n) = fGn)| = [F(E) = F(E)] =0
och en talfoljd som jamt ar storre dn ett positivt tal kan inte konvergera mot noll. O

Nar vi diskuterade integraler under kursen envariabelanalys, s& ndmnde vi att kontinuerliga
funktioner pa slutna, begrdnsade intervall dr integrerbara. Detta beror pa att de &r likformigt
kontinuerliga. En funktion f dr integrerbar pa ett intervall [a, b] om det for varje € > 0 finns en
partition P av [a,b] sa att U(f, P) — L(f,P) < ¢, dar

U(f,P) = Mi(x; — z; 1) L(f,P) = mi(x; — zi_1)
i=1 =1
Mi= sup {f(x)} mi= _inf {f(x)}
$E[$i_1,$i] xe[l‘iflaxi}

En kontinuerlig funktion pa ett kompakt intervall ar likformigt kontinuerlig, s& det finns ett ¢§

2
sa att for alla z,y € [a,b], sa galler |f(z) — f(y)] < o Om vi véljer partitionen P sa att
—a
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max{Ax;} < J, sa vet vi med sikerhet att M; —m; < % och detta implicerar

n n

U(f,P) = L(f. P) = 3 (M; —mi) (i — wim1) < —— > (0 —a51) = ¢

i=1 i=1

Vilket i sin tur implicerar att funktionen f &r integrerbar.

Derivering av integraler

Som avslutning pa differentialkalkyl-delen av kursen ska vi underséka derivering av integraler.

Fran analysens fundamentalsats vet vi sedan tidigare att om F'(x f f(t)dt, sa galler F'(z) =

f(x). Fran kedjeregeln far man sedan enkelt att om G(z f t)dt, sa géaller det, med

u = 1p(x) och v = p(x),

Betrakta nu en funktion f(z,t) och bilda integralen [ f(z,t)dt. Vad blir derivatan av F i detta

a
fall? Om bade f(z,t) och fi(z,t) &r kontinuerliga pa en kompakt méngd [«, 8] x [a,b], s& kan

man visa att
b
= / fi(z, t)dt
a

dvs. att vi kan flytta in deriveringen innanfor integraltecknet. Kédrnan i beviset utgors av att en
kontinuerlig funktion pa ett kompakt omrade &r likformigt kontinuerlig (se kompendiet, Kap.
4). Derivering av integraler har manga tillimpningar, bland annat i definitionen av Laplace-
transformen, som kan anvindas for att losa differentialekvationer. Vi tar har ett exempel pa
hur derivering av integraler kan anvindas for att berdkna en bestdmd integral av en funktion
som saknar primitiv funktion.

1
Exempel 123. Berdkna [ :/

1+ 2%)2
0
1
Infér parametern s och definiera F'(s / — 5 dx. Vivet att
2+
0
1 5 1 1
1 1

—_ d = -2 —d
/85 <52+:L“2> v / 52+x2 du 8/52+x2 *
0 0 0
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sa F'(1) = —2I. Samtidigt kan vi uttrycka F'(s) explicit eftersom

1

1
/ 1/ 1 ) (m) | ) <1>
= Zarctan [ = = Zarctan ( -
82+$2 sz ) 14 % S s/ly s s/’
0

0

sa derivatan F’(s) maste vara

Fl'(s) = iaurctan<1>—i—1 _ 1 1Y) iarctann 1 _
I s s 14 (1)2 s2) 82 s s(1+ s?)

Foljaktligen géller &dven F'(1) = —7F — 5, och kombinerar vi detta resultat med F’(1) = —21, s&

9
far vi direkt att T = %.
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Forelasning 38: TOP3-1MA183; Funktionsfoljder och likformig
konvergens

Vi ska i detta kapitel undersoka foljder av funktioner. Lat A vara en méngd i R (R™ fungerar
lika bra). For n = 1,2,3,... later vi f,, vara en funktion med definitionsmiangd A. Méangden av
alla dessa funktioner f,, blir en funktionsfoljd, som betecknas {f,}5° ;.

For talfoljden {a, }22 | sade vi att talfoljden konvergerar mot gransvirdet a om avstandet mellan
an och a gick mot noll da n — oo, dvs. om li_>m |ap, — al = 0. Men det &r inte uppenbart hur
n oo

man ska definiera avstdndet mellan tva funktioner. Tvd méjliga avstand ar

A(7.9) = [(f@)~g@)Pds ok d(f.g) = sup () = (@)

A

En skillnad mellan dessa bada avstand ar att i det forsta 1y
fallet kan d(f,g) = 0, &ven om f och g skiljer sig at i
enstaka punkter (punkter dr nollméngden for integralen),
men detta géller ej for det andra fallet. For varje fixt varde
pax € Asaar {f,(z)}o2, en talfoljd. Talfoljder kan vara
konvergenta eller divergenta. Om talféljden {f,(z)}>2,
dr konvergent for varje fixt £ € A, sa kan vi definiera en
funktion f som

f@) = lim_ ful2)

Vi séger att funktionsfoljden {f,}°2, konvergerar punktvis mot gransfunktionen f.

Exempel 124. Avgor om funktionsfoljderna { f,}22 1, {gn}o2, och {hy}22, konvergerar punkt-
vis pa intervallen [0, c0) for

T nx

— — n
- 1+n2x2’ gn(l') 1+7’L2.’L'27

hn(x) =z

Vi undersoker forst f,, och g, och noterar att f,,(0) = ¢,(0) = 0, samt att f6r x > 0 géller det
att:

T x 1
0§fn($):1+n21‘2_n2$2:%—>0, n—oo Vr>0

ne nx 1
Oﬁgn(x):1+n2x2§n2$2=%—>0, n—oo V>0

Bade { f,}°2; och {gn }5° ; konvergerar punktvis mot 0 pa [0, 00). For h,, géller det att hy,(z) — 0
for x € [0,1), att hy(x) — 1 for = 1 och att h,(x) — oo d& z € (1, 00).

Exemplet med {h,,} ovan visar att trots att h, ar en kontinuerlig funktion for alla n, sa kan
griansfunktionen vara diskontinuerlig. Vi ska senare undersoka nér gransfunktionen blir konti-
nuerlig. Vi undersdker nu pa vilket sitt f, och g, konvergerar mot noll. Bada funktionerna
uppfyller xh_}nolo flx) = xlglgo g(z) = 0 och f,(0) = ¢g,(0) = 0 oavsett val av n. For varje n finns

det ett = € [0,00) som maximerar |f,(x) — 0| och ett x € [0, 00) som maximerar |g,(z) — 0]. Vi
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undersoker dessa avstand.

£ (2) = (14 n22?) — 22n’x _ 1= nx? 0 = 2o 1
(14 n2z2)2 (1 4+ n2x2)? n?
' (2) 1+n?2? —z - 2n’x 1 —n?2? 0 = 5 1
Tr)=n =N — Tr< = —
In. (1 + n2x2)? (1 + n2z2)? n?
Det maximala avstandet for f,, och g, ar:
1
max x)—0l=—"— =—
z€[0,00) () =0 1+n2 L 2n
1
n- 1
max z)—0=—-"-—+—=—-
2€[0,00) l9n () = 0] 1+n2 -4 2

For g, (z) finns det, for alla n, nagon punkt = € [0,00) dar avstandet till gransfunktionen ar
1/2. Funktionskurvan g, (z) kommer inte att ligga nira kurvan g(z) = 0 pa hela intervallet.
Konvergensen ar ej likformig.

Y y

Definition 41. Funktionsfoljden {f,}>°, konvergerar likformigt mot grénsfunktionen f pa
méngden A om

sup |fn(z) — f(z)] = 0
TEA

Likformig konvergens innbér alltsd konvergens dar avstandet mellan tva funktioner méts av
d(f,g) = sup|f(z) — g(z)|. I exemplet ovan sa var {f,}>2 likformigt konvergent mot 0 pa
€A

[0,00), men {g,}72 var inte likformigt konvergent. Vi kan dra féljande slutsatser:

Sats 40. Likformig konvergens medfor punktvis konvergens, men punktvis konvergens medfor
inte likformig konvergens.

Sats 41. Lat {f,}5°, vara en funktionsfolid med definitionsmdangd A och anta att alla funktio-
nerna f, dar kontinuerliga pa A. Om {fn}°2, konvergerar likformigt mot en funktion f pd A,
sa dr gransfunktionen f kontinuerlig.
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Bevis. Tag ett godtyckligt € > 0 och en godtycklig punkt xg € A. Vi ska visa att f &r kon-
tinuerlig i zg. Eftersom f, — f likformigt, sa finns det ett N, sddant att for alla n > N och
alla x € A, sa géller f,(z) — f(x) < ¢/3. Fixera ett sadant n > N och kalla det ng. Funk-
tionen f,, dr kontinuerlig i zp, sa det finns ett § > 0 sadant att for alla |x — x| < § géller
| fro () — fno(z0)| < €/3. For alla |x — x| < d géller nu:

[f (@) = fzo)| < [f(x) = fu(@)| + [ fn() = fno (20)| + | fro (0) — f(w0)| <€

VT TV
<e/3 <e/3 <e/3

Detta visar att f dr kontinuerlig i den godtyckliga punkten zg € A och dérmed i hela A. O

Om gransfunktionen &r diskontinuerlig, som i exemplet ovan med {h,}>°, sa kan alltsa in-

te funktionsfoljden konvergera likformigt. Men grénsfunktionen kan vara kontinuerlig dven om
funktionsféljden inte konvergerar likformigt, som i exemplet ovan med {g, }5° ;. Vi inleder nésta
kapitel med att ytterligare undersdéka sambandet mellan likformig konvergens och gransfunk-
tionens kontinuitet.

Vi undersoker nu nar det géller att:

A

A A

for en foljd {f,}5°,; av kontinuerliga funktioner.

Sats 42. Om A ar ett kompakt intervall [a,b] och {fn}02 ar likformigt konvergent pa A, sd
galler (x).

Bevis. Om {f,}72, ar likformigt konvergent, sa &r f kontinuerlig. Savél f,, som f &r kontinu-
erliga och ddrmed integrerbara.

/bfn(:v)dx—/bf(:v /b ) dx </|fn — f(z)|dz

b

< / sup | fu() — f ()] dz = (Suplfn(w)—f(w)!> / dx =0, n— oo
TEA z€A
’ XO abfa

Sa

b b
/fn(:x) dx—>/f(a:) dr, n— o0

O]

Likformig konvergens ar inte nodvindigt for att (*) ska gélla. For funktionsfoljden {g,}22, i
exemplet ovan, pa intervallet [0, 1], sa géller:
1 1
1
lim [ gn(z)dr = lim " de = lim — [In(1 + n2x2)](1) = lim

n—00 n—00 1+ n2x? n—oo 2N,
0 0
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Forelasning 39: TOP4-1MA183; Funktionsfoljder och funktions-
serier

Funktionsfoljder och likformig konvergens (forts.)

I forra kapitlet visade vi att en likformigt konvergent funktionsféljd av kontinuerliga funktio-
ner konvergerar mot en kontinuerlig gransfunktion, men vi noterade ocksa att gransfunktionen
kunde vara kontinuerlig &ven om funktionsféljden inte konvergerade likformigt. Vi ska nu visa
Dinis sats som ger ett villkor for ndr man fran grénsfunktionens kontinuitet kan dra slutsatsen
att funktionsfoljden konvergerar likformigt.

Definition 42. En funktionsfoljd {f,}>2, kallas monoton om antingen fy,41(z) > f,(z) for
alla n och alla x € A eller fp11(x) < fu(z) for alla n och alla x € A.

Sats 43. Dinis sats. Lat { fn}>2 vara en monoton funktionsfoljd med kompakt definitionsméngd
A. Om alla funktionerna f, ar kontinuerliga pa A och {f,}5°, konvergerar punktvis mot en
kontinuerlig funktion f, sd dr konvergensen likformig pa A.

Bevis. Vi kommer att anvinda Bolzano-Weierstrass sats som séger att varje begriansad talfoljd
{an}52, har minst en hopningspunkt &£ och en konvergent delfoljd {a,, }32 ,, sadan att a,, — &,
da k — 0.

Vi antar for enkelhetens skull att f,, avtar mot f, vilket implicerar att for alla = € A, sa ar
{gn(2)}52 4, dér gn(x) = fo(x) — f(x) en avtagande talfoljd. f, och f &r kontinuerliga och

n=1»
ddrmed &r g, kontinuerlig pd en kompakt méngd. g, har darfor ett storsta virde

My, = sup |gn(z)| = sup | fn(x) — f(2)] ((vi vill visa att lim m, = 0))
€A €A n—00
Eftersom {g,}>°, &r avtagande sa géller m; > mg > ... > 0. En nedat begrdnsad, avtagande

talfoljd ar konvergent, sa lim m, = a > 0 existerar. Vi ska visa att a = 0.
n—oo

Satsen om extremvérden séger att det finns en punkt x,, € A sadan att g, (z,) = m,,. Talféljden
{xn}pe, dr begrénsad, sa det finns ett tal £ € A och en delfoljd {z,, }32, sadan att z,, — 0.
Antag nu att o > 0. Valj N sa stort att gy (£) < 2a/3 far alla |x — &| < . Pa grund av monoto-
niciteten, sa géller da g, (x) < 2a/3 for alla |z —§&| < 0 for alla n > N. Men for tillréckligt stora
ng sa ar |x,, — & < 0 och samtidigt gn, (xn,) = my, > a vilket motsiger att gy, (x,,) < 20/3.
Alltsa géller « = 0 och konvergensen é&r likformig.

Exempel 125. Vi aterviander till exemplen {f,}°°; och {g,}5° ,, dér

_ x b _an
14+ n222 ¢ gn(x) = 1+ n2z2

fa(z)
fran forra kapitlet. Bada funktionsféljderna bestar av kontinuerliga funktioner och konvergerar

punktvis mot noll. P4 det kompakta intervallet [0, a] sa &r funktionsféljden {f,}°° ; monoton,
eftersom
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x T

< e
T (s %2 S Tz~ @)

fn-‘rl(x) =

for alla = € [0, a]. S&, enligt Dinis sats sa dr konvergensen

likformig. Funktionsfoljden {g,}7> ; kan inte vara mono-

ton eftersom maximumet sup g,(z) = = antas for oli-
z€(0,a] 2

ka z och olika n, sa for vissa = € [0,a] och n sa géller

gn+1() > gn(z) och for andra sa géller gp4+1(z) < gn(z).

Enligt Dinis sats kan konvergensen inte vara likformig.

Vi aterkommer till Dinis sats for funktionsserier senare.

Funktionsserier

Genom att summera elementen i en talfoljd {a,}32, far vi en serie

oo
E Qn,
n=1
dvs. en summa med odndligt manga termer. P4 samma sitt kan vi summera elementen i en

o
funktionsfoljd {u}72, for att bilda en funktionsserie Z ug(z).
k=1

Definition 43. For en funktionsfoljd {u}72, for funktionerna wuy har definitionsméngd A, sa
definierar vi funktionsf6ljden av partialsummor {f,}>°; som

fole) =3 un) (Jim fulw) = Tim (o) =Y ule) ()
k=1 k=1 k=1

Funktionsserien (*) sdgs konvergera (punktvis) mot en funktion f i A om f,(z) konvergerar
punktvis mot f(x) i A da n — oco. Funktionsserien (*) sigs konvergera likformigt mot f i A om
fn(x) konvergerar likformigt mot f(x) i A da n — oc.

Den differens som &r intressant for bada dessa konvergenstyper ar

f(z) = fulz) = Zuk(x) — Zuk(x) = Z (dvs. seriens ”svans”)
k=1 k=1 k=n+1

Punktvis respektive likformig konvergens av serien motsvarar att svansen gar mot noll punktvis
respektive likformigt. For funktionsfoljder avgjorde vi om en funktionsfoljd {f,}72 ; var likfor-

mig genom att forst besimma gransfunktionen f och sedan underséka om sup |f,(x) — f(x)|.
z€A
For funktionsserier ar gransfunktionen oftast okand, sa ovanstdende metod &r ej tillaimpbar. En

mojlig utvig ar dock Weierstrass majorantsats.

[e.e]
Sats 44. Weierstrass majorantsats. Om |ug(z)| < My for alla © € A och Y, My dr en
K=1
o0

konvergent serie, konvergerar funktionsserien Y uy(x) likformigt i A.
k=1
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Observera att vi inte krédver punktvis konvergens av funktionsserien. Karnan i beviset ar att
begransningarna M}, dr oberoende av x.

oo
Bevis. Eftersom Z M, ar en konvergent positiv serie, sa sdger jamforelsekriteriet for positiva
k=1

o
serier att Z |ug(z)| dr en (punktvis) konvergent serie. Alltsa géller, for seriens "svans”
k=1

sup | f(z) — fu(z)| = sup Z up(z)| < sup( Z |uk(az)|> < Sup< Z Mk) = Z M,
z€A €A | 20 reA \p 2 e€A \p 20 k=n-+1

men hogerledet gar mot noll d& n — 0o, eftersom det dr en konvergent serie. Alltsé konvergerar
funktionsserien likformigt i A.

Exempel 126. Avgor om funktionsserien

> k: (22 + 2x)k

Z 3k

k=0
konvergerar punktvis och likformigt.

For stora k dr det potenstermen som dominerar. Fran p—testet inses att serien &r punktvis
konvergent for alla x som uppfyller

2
2
HTx <1 = |[22+2)<3 = |(a+1)2-1<3
= (z+1)2<4 = 2<z+1<2 = -3<z<l1
oo
For x = —3 och fér = 1 blir funktionsserien »_ k, vilket &r divergent. Punktvis konvergens
k=0

galler pa A = (—3,1). vi har likformig konvergens pa varje slutet intervall [a,b] C (—3,1).
Exempelvis géller pa [—1, 0] att

My,

1

< k?Tk

k+1

(22 4 22)F

e

[ee) 1 k
h k= ar k t, t
ocC kz_o <3> ar konvergent, ty

199



Forelasning 40: TOP5-1MA183; Funktionsserier

Maéanga egenskaper om funktionsserier kan hérledas direkt fran de satser som vi har visat for
funktionsfoljder.

oo
Sats 45. Om funktionerna uy dr kontinuerliga © A och funktionsserien Zuk konvergerar lik-
k=1
oo
formigt i A, sa dar funktionsserien Zuk kontinuerlig i A.
k=1

Sats 46. Om funktionerna wuy, dr kontinuerliga i det kompakta intervallet [a,b], och funktions-
o0

serien Z uy, konvergerar likformigt pa [a,b], sa gdller
k=1

k=1

j(iuk(:ﬁ)) dx = i/buk(x) dz

For att ge Dinis sats en mening i fallet med funktionsserier, sa noterar vi att funktionsféljden
av partialsummor (f,(x Z ug(z)) a4t monotont vixande omm. uy(x) > 0, dvs. om serien ar

positiv.

Sats 47 Om funktionerna ug dr kontinuerliga och positiva pa en kompakt mdngd A och om

serien Z u(z) konvergerar punktvis mot en kontinuerlig funktion pa A, sa dr serien likformigt

konvergent pa A.
oo
Potensserier av typen Z ck(x — a)k som vi studerade i envariabelanalysen ar ett specialfall av

k=0
funktionsserier. Vi ndmnde da att en viktig egenskap hos potensserier var att de kunde deriveras

term for term. Exempelvis s& géaller

Yore o Dkt =3 = () = g

k=0
for |x| < 1.1 fallet med integration kunde vi flytta in integrationen innanfér summationstecknet
om funktionsserien var likformigt konvergent. Féljande exempel visar att likformig konvergens
inte récker for att vi ska kunna flytta in derivatan innanfér summationstecknet.

o0

1

Exempel 127. Funktionsserien f(z Z 27: 12]C ) ar likformigt konvergent enligt Weier-
k=1
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strass majorantsats eftersom

1

1
oF och Z ok ar konvergent

k=1

1
o" sin(12%2)

|ur(2)| =

<

Funktionen f ar alltsa en kontinuerlig funktion. Termerna i funktionsserien &r dessutom deri-
verbara overallt, men den funktionsserie som vi far om vi deriverar varje term &r

>, 12k
Z—k s(12F2)
k=

som &r divergent for varje varde pa x.

Det &ar alltsa inte tillrackligt med likformig konvergens for att visa att

LS we) = Y w(a)
k=1 k=1

(faktiskt inte nodvéandigt heller, for den delen). Funktionen f ovan ar ett exempel pa en funktion
som dr kontinuerlig, med som inte gar att derivera i nagon punkt (en sa kallad Weierstrassfunk-
tion).

Exempel 128. Betrakta funktionsfoljden {f,}°2, ,dar f,(z) = <1 + 3$> , x € A. Vi vet
n

sedan tidigare att f,,(z) — €3%, s& for gransfunktionen f(z) si giller d—e?’x = 3e3%. Termvis
x

derivering ger samtidigt

3z\"! 3 3z\"! 3 3z\"
Jul®) n<+n> n <+n> 1+3x/n<+n>

—3 ez

Eftersom funktionsfoljden &r monoton, sa konvergerar, enligt Dinis sats, {f,}°; likformigt mot
3e37,

Foljande sats visar nédr en funktionsserie kan deriveras termvis. En motsvarande sats finns for
funktionsfoljder, men den tas inte upp har.

(0.)
Sats 48. Om funktionerna ug(z) har kontinuerliga derivator pa A, om funktionsserien Z ug ()
k=1

konvergerar punktvis mot en funktion s(x) pa A och om funktionsserien Zuk konvergerar

k=1
likformigt mot en funktion t(x) pa A, sa dr funktionen s deriverbar pa A och

% (Z w(sc)) = u(x) (eller ' (x) = t(x)).
k=1

k=1

Bevis. Lat x, vara en godtycklig punkt i A. Eftersom Zuk konvergerar likformigt mot ¢

k=1
pa A sa konvergerar serien ocksa likformigt mot ¢ pa varje intervall [z, 2] C A. Enligt satsen
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om termvis integration galler da:

T

[ f? dy—z/uk

o
o0
= 2 W=, = 2 (unla) — ala0))
k=1
[ee] oo
Z Zuk x0) = s(x) — s(xo)
k=1 —
oo
dér det sista steget foljer eftersom Z ug () konvergerar punktvis mot s pa A. Eftersom u) &r
k=1

kontinuerliga och konvergerar likformigt pa A, sa ar gransfunktionen ¢ kontinuerlig pad A. Véans-
terledet dr alltsa deriverbart med derivatan t(x). D& maste ocksa hogerledet vara deriverbart
med derivatan §'(z). Alltsa giller t(x) = s'(z). O

Det avgorande for om en funktionsserie kan deriveras termvis ar sidledes om funktionsserien av
derivatorna &r likformigt konvergent. Detta géllde inte for exemplet dér funktionsféljden gavs
o0

1
av op sin(12F2), men det giller for alla potensserier Z cx(z — a)* innanfor konvergensradien.
k=1

Vi avslutar med att undersoka om generaliserade integraler av samma typ som Laplacetransfor-
mer. Med hjilp av teorin for funktionsserier kan man visa foljande sats (se kap. 4.6 1 Vretblads
kompendium).

Sats 49. Lat D = [a,b] X [c,00) och anta att f dr en kontinuerlig funktion pa D. Antag att
oo

F(z) = /f(x, y)dy konvergerar for alla x € [a,b], att fl, dar kontinuerlig i D och att | fL| < g(y),

o0

for nagon funktion som uppfyller /g(y) dy < co. Da gdller

C

o0
/ a—f (z,y) dy (deriveringen kan flyttas innanfor integraltecknet; se Forelasning 37).

(o)
in(t
Exempel 129. Berikna F'(z) = /ewtsmt() dt.
0

Det &r svart att hitta en primitiv funktion till integranden. Villkoren i satsen ovan ar dock
uppfyllda (visa detta pa egen hand) och

F'(z) :/88 (e_xtsul(t)> dt = /—te_xtsmt(t) dt = —/6_‘” sin(t) dt
x
0 0 0

—_——
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Partiell integration tva ganger ger

oo o
I=[—e " cos(t / —te” tbm dt =1 — [ze " sin(t)]3° +/—$26xt sin(t) dt
0 0

=0+1

=—z2]
1

1
2 2 /

1+ 22
Det maste alltsa gélla att F'(z) = —arctan(z) + C. gransviardet da © — oo ger

(e o]

1j_>m F(z) = 1j_)m et S“;(t) dt = h_}m (—arctan(z) +C) = C —
0 —0

N

Appendix: Bilder till Foreldsningar 2, 24 och 27
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Figur 69: Foreldsning 2: Andragradskurvor. (Bilder: fran nitet. Omarbetade av Hania.)



Non-degenerate real quadric surfaces

Ellipsoid
. 2P
Elipsoid — (bara PLUS) 2—2 teta =1
ElliptiskQaraboloid)

Elliptic paraboloid

Om en av variabler

y dr UTAN kvadrat!

Om det finns € JS
I
Hyperbolic paraboloid d y =0
yperbolic p oloi a_z_ﬁ_z_
Enmantlad(ﬁiﬁerboloid D
Om det finns ett MINUS
- . 2 P 2
Elliptic hyperboloid of one sheet — =1
a2 b
Enmantlad: ett MINUS
Tvémantladﬁﬁerboloid D
(D2 y2 z2
Elliptic h boloid of two sheets | — + Z— — — = —1
iptic hyperboloi wo shee 2 52 2 5
Tvamantlad:|tvd ggr MINUS /3

O

Figur 70: Foreldsning 2: Andragradsytor, bild 1. (Bild: Wikipedia. Omarbetad av Hania.)
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Degenerate real quadric surfaces

Elliptisk kon
(alla variabler 1 kvadrat och HL=0)

2 2 2
Elliptic cone z + y_ _Z =0

a? b2 c?

ElliptiskCylinder)

Cylinder: om en variabel SAKNAS

2 2
o x Yy
Elliptic cylinder a_2 + b_2 =1
_Hyperboliskgcylinder))
Om det finns ett MINUS
2 2
o x Yy
Hyperbolic cylinder a_2 — b_2 =1

Parabolis¥cylinder ) )

Om en av variabler
ar UTAN kvadrat!

Parabolic cylinder | 22 + 2ay = 0

Figur 71: Foreldsning 2: Andragradsytor, bild 2. (Bild: Wikipedia. Omarbetad av Hania.)
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2 ggr minus

Skdrningen mellan ytan och planet
z = ¢ (for varje tal ¢) ger hyperbler
x2-y2=4+ ¢2 och skédrningen
mellan ytan och planet y = ¢ ger
hyperbler x2 - z2= 4 + ¢2. Darfor
namnet hyperboloid.

Ytan finns bara dar |x| > 2

Fig. 10.5.7

Pa x-axeln géller det: y = 0 och z = 0. Ytans ekvation blir darfor dir x2 = 4, alltsé skdrningspunkter mellan
ytan och x-axeln ér (2, 0, 0) och (-2, 0, 0). Observera ocksa att inga punkter (x, y, z) med -2 <x <2 kan
tillhora ytan, eftersom da &r x2 <4, medan - )2 - z22< 0 och darfor kan inte gélla x2 - y2- z22=4.

Darfor bestar ytan av tva disjunkta “kupor”, alltsa ar hyperboloiden tvamantlad.

Skarningskurvor mellan ytan och alla plan x = ¢ for sddana c att |c| > 2 &r cirklar, ty dér y2+22=¢2 - 4.

Figur 72: Foreldsning 2: Tvamantlad hyperboloid, uppgift 7 i Adams 10.5.

—x2+y247i=4

Skirningen mellan ytan och planet z = ¢, och skdrningen
mellan ytan och planet y = ¢ (for varje tal ¢ sadant att |c| # 2)
ger hyperbler. Dérf6r namnet hyperboloid. Vad for hyperbler
(alltsd, hur de ligger i rummet och vad for ekvation de har):

77
A

~..§\\\ \({'/iz“‘ ‘ detta beror pa om |c| <2 eller |c| > 2, men detta behdver ni
:i\\\\\\\\\kt‘:“““‘“““‘“ inte kunna. Vad hénder om |c| =2?
R
L
“““‘“:s“»’;l’!’, g OBS: titta pa Travis Topic 9
“ ‘ ‘” // minuter 9—21. Travis ritar ui)p

och forklarar samma exempel,
fast roterat i rummet och med
en smalare cirkel i mitten
(ekvationen x2 +)2 - z22=1)

(R

Fig. 10.5.8

Pé yz-planet géller det: x = 0. Ytans ekvation blir dérfor dér y2+z2= 4, alltsa skirningspunkter
mellan ytan och yz-planet formar en cirkel med radien 2. Skédrningskurvor mellan ytan och alla
plan x = ¢ (som &r parallella med yz-planet) r dnnu storre cirklar, ty dér y2+2z2=4 + ¢2.

Ytan formar alltsa ett rér som dr som smalast pa yz-planet och blir bredare utét at bada hall, men
formar 4nd4 en hel bit. Darfor ar hyperboloiden enmantlad.

Figur 73: Foreldsning 2: Enmantlad hyperboloid, uppgift 8 i Adams 10.5.
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Analysens Huvudsats

y
y=f®)

b

RN A S

b
J Jx)dx = f(b) - f(a)

Omradets rand: tva punkter a och b

Huvudsatsen for konservativa
vektorfalt

b = (by.by)

—
a

(a1» az)

J V- di = ®(b) — D(T)
14
Omradets rand: kurvans dndpunkter

Greens formel

4} F-df = H rot F dxdy
aD D

Omradets rand: kurvan kring D

I alla varianter av huvudsatsen uttrycks integralen av ndgon slags derivata (envariabel-derivatan, gradienten eller rotationen)
over ett omrade—alltsd summan av lokala forédndringar i funktionen i hela omradet—m.h.a. funktionens vérden pa omradets
rand. Randen bestar av tva punkter i forsta tvd varianter, och av en hel kurva i den tredje. Det finns tva till varianter: Gauss sats
och Stokes sats (ingér i den 10hp-kursen och involverar flodesintegraler samt derivatorna: rotationen och divergensen.)

Figur 74: Foreldsning 24: Tre olika huvudsatser. (Bild: Hania, med KeyNote.)

Gauss sats

Stokes sats

ﬁ?’. NdsS = m(div Fyav

K

X

Omradets rand: ytan som omsluter kroppen K

4} F-d?:” rotF - NdS
oY Y

Omradets rand: kurvan kring Y som &r en yta i R3

Figur 75: Foreldsning 27: Tva huvudsatser till. (Bild: Hania, med KeyNote.)
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