MINNESANTECKNINGAR FOR DELTAGARNA I
WORKSHOP GRUPPER

SONJA KOVALEVSKYDAGARNA 2008; HANNA USCKA-WEHLOU

0. Praktiska anmarkningar
Det finns foljande moment i workshop:

e en foreldasningsdel - jag berdattar om grupper

e 6vningar som deltagarna 16ser direkt (helst i grupper sa att
man kan hjilpa varann forsta teorin béttre)

e ctt antal Ovningar som vi loser efter den teoretiska delen, till-
sammans pa tavlan eller i sma grupper

e eventuella fragor ar mycket vilkomna! Skulle ni ha fragor efter
SK-dagarna, far ni giarna maila: hania@wehlou.com

Huvudsaken ar att alla blir lite bekanta med begreppet grupp och inser
hur grundldggande begreppet ar pa valdigt manga omraden (i bade
matematik och andra naturvetenskapliga d&mnen) och vilka praktiska
tillampningar det har.

1. Inledning

méngd, dess kardinalitet, extra strukturer, ordning, avstand mellan el-
ement, topologi, blandning av allt méjligt (algebraisk topologi, topol-
ogiska vektorrum, funktionalanalys).

2. Lite guldkant pa vardagen. Nagra begrepp som vi behover for
att kunna konstruera extra spannande exempel:

e vad ar en isometri? Nagra exempel

e vad ar en permutation? Pa hur manga séatt kan man kasta om
elementen i en mangd med n element?

e sammansittning av avbildningar (funktioner)

e hur raknar man modulo n?

Vi lar oss alltsa lite nytt och, mojligen, repeterar nagra begrepp.

2. Definition
Vad kallas for grupp i algebra?
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3. Exempel
Nagra exempel av grupper och ett antal 6vningar for deltagarna.

3. Delgrupper
Definitionen och nagra exempel av delgrupper.

4. Homomorfism, isomorfism
Hur kan man jamfora grupper med varann? Nar kan vi siga att tva

grupper ar lika med varann? Definitionen av homomorfism och isomor-
fism; nagra exempel

4. Andra algebraiska strukturer
Ring, kropp, linjart rum. Blandade strukturer: algebraiska strukturer

med ordning (det gar att jamfora element), algebraiska strukturer med
metrik (det gar att méta avstand mellan element), topologiska vektor-
rum (man kan undersoka konvergens av foljder).

5. Litteraturlista
listan av bockerna som jag har anvant mig av och som jag kan rekom-
mendera for dom som vill lara sig mera om grupper.
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Sammansattning av tva funktioner

gof

(g° f)(x)=g(f(x))



DEFINITION En grupp (G, o) ar en méngd G forsedd med en binér oper-
ator o (d.v.s., o &r definierad pa G x ) som uppfyller f6ljande villkor:

e Slutenhet: For alla element a och b1 GG finns det ett element c i1 G
(som kan vara lika med a eller b) sadant att a o b = c.

e Associativitet: For alla a, b och ¢ i G galler

(aob)oc=ao(boc).

¢ Existens av identitet: Det finns ett element e i GG, kallat identiteten
(neutrala elementet) i G, med egenskapen

eoa=a=aoce foralla a€d.

e Existens av inverser: For varje a i G finns ett element b i G, kallat
inversen till a, med egenskapen

aob=e=boa,
dar e ar identiteten 1 G.

Gruppen (G, o) sigs vara kommutativ, eller vanligare abelsk, om den dessu-
tom uppfyller foljande villkor:

¢ Kommutativitet: For alla a och b1 G galler

aob=boa.

NAGRA EGENSKAPER: Visa att
e det finns exakt en identitet i varje grupp

e inversen till varje element i gruppen ar ocksa unik



PROTOTYP (modell, urbild) +:Z x Z — Z:

e Slutenhet: For alla element a och b 1 Z finns det ett element ¢ i Z
sadant att a +b = c.

e Associativitet: For alla a, b och ¢ i Z galler

(a+b)+c=a+ (b+c).

e Existens av identitet: Noll upfyller foljande:

O+a=a=a-+0 foralla acZ.

e Existens av inverser: For varje a i Z finns ett element b i Z, kallat
inversen till a, med egenskapen

a+b=0=b+a (b= —a)

NAGRA EXEMPEL PA GRUPPER:

* (Z,+),(Q+), (R, +), (C,+)

e (Q\{0},-), R\ {0},)

e ({f; f:]0,1] = R},+) med additionen (f+ g)(z) = f(x) + g(x)

o (Z,,®@), dar Z, = {0,1,2,...,n — 1} och @ &r additionen modulo n
(neNT, n>2)

e (2, 0),darZ, ={1,2,...,p—1} och ® &r multiplikationen modulo p
(p ar ett prlmtal)

e (S,,0), dir S, dr mingden av alla permutationer av n element och o

ar sammansattmngen av permutationer

(D, 0), dar D,, &r méngden av alla symmetrier (rotationer och speglin-
gar) av en regelbunden n-hoérning

(R,,0), dar R,, d&r méngden av alla rotationer av en regelbunden n-
horning (senare ska vi visa att den gruppen &r isomorf med en annan
grupp fran listan!)



KOLLA (OCH MOTIVERA) OM FOLJANDE AR GRUPPER:
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CYKLISKA GRUPPER Med potensnotation skrivs g o g = ¢2, etc. En
grupp G ar cyklisk om det finns ett element g som genererar hela gruppen,
det vill saga

— 8

med additionen (f + g)(z) = f(z) + g(z)

(9)=1{..9%g" 9" g0  }=GC.
(Diskret matematik, pp. 19-21).

e (Z,+) ar cyklisk, genereras av 1 eller av —1
o (Z,,®) ar cyklisk. Till exempel Zg = (1) = (3) = (5) = (7) (motiveral)

Om G ar en éndlig grupp kommer (delgruppen - det kommer vi att prata
om lite senare!) (g) (for godtycklig g € G) ocksa att vara dndlig. Antalet
element i den cykliska gruppen (g) kallas for ordningen for g. Vi har

order(g) = min{m € Z*; g™ = e}.

EN OVNING: Kolla vilken ordning har alla elementen vid additionen i Zg,
Zg och Zyp. Vilka elementen genererar hela gruppen?

EN OVNING: Undersck grupperna av alla inverterbara elementen vid mul-
tiplikationen i Zg, Zg och Zjy. Ar dom cykliska?
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Egna isometrier av en
liksidig triangel

A

o | S, S, S, R, R,

I I S, S, S, R, R,
S, S, I R, R, S, S,
S, S, | R, I R, S, S,
S, S, R, R, I S, S,
R, | R, S, S, 'S, R, 1
R, | R, S, S, S, I R,




Egna isometrier av en liksidig triangel ABC

_CB_ O 0

ML M
<< <M
[ [
95) 93]
5 5
= s
= &
> >
N N
VO U
mm MM

<< <O

Identiteten [

Symmetri Sy =

Rotation R; = [g g i], Rotation Ry = [é i g]

Detta ger till exempel:

SE
I I
_CA_ _CB_
RO A<
<A <O
I I
_CA_ _CB_
MR Ao
<O =
_CB_ _CA_
RO AMX
<< <O
I I
A A
°© G
Sp) Sp)

%) 5 A %) %)
I Il I I I
_C B_ _C C_ _C A_ _C B_ _C B_
MO AT MM QMO MO
<T<T TR O TO I I
I I I I I
_C C. _C B_ _C A_ _C B_ _CA_
Mt MO MK [\ RO
<T@ U< <@ OISO UM
| o _ _ ©) _ _ O _ _ o _ _ @) _
_C B_ _CA_ _C B_ _C A_ _C C_
Mt RO MO A/ Q<
<O TR << <TO T/
I Il Il I I
A ) o & S
E
S~ = n %) "N



DEFINITION En delgrupp ar en grupp som ar delmangd av en annan
grupp (med samma réknesétt).

EXEMPEL:
e (Z,+) ar en delgrupp till (R, +)
e (QF,) ar en delgrupp till (R*,")
e (9)=1{..,974¢°¢", ...} dir g € G &r en delgrupp till gruppen G.

Verifiera!

EN OVNING:
e Ar de positiva heltalen en delgrupp till (R*,-)?
e Ar de udda talen en delgrupp till (Z,+)?

e Ar de jimna talen en delgrupp till (Z,+)?

hitta alla delgrupper av egna isometrier av en fyrkant. Vilka av dom
ar isomorfa (fragan att svara pa senare!)?

Motiveral

Lagrange’s sats for dndliga grupper siger att storleken pa en delgrupp
alltid delar storleken pa gruppen.

EN OVNING Hitta alla delgrupper av (Zs, @), (Zs, ®), (Z7,®).

Permutationsgruppen Ss; har 6 element. Varje permutation representerar en
egen isometri av en liksidig triangel.

Permutationsgruppen S, har 24 element. En grupp av alla 8 isometrier av en
fyrkant (detta kommer pa slutet av workshop!) &r identisk med en delgrupp
av 54.



DEFINITION Om vi har tva grupper, (G, o) och (H,¢), da avbildningen
o:G—H

kallas for homomorfism om den bevarar forhalendena mellan elementen,
det vill saga

pzoy) =d(xr)ooly) V z,yed.

VISA ATT om ¢ : G — H &r en homomorfism da ¢(eq) = ep, alltsa
identiteten i G avbildas pa identiteten i H.

DEFINITION Tva grupper, (G,o) och (H,¢) ar isomorfa om det finns
en bijektion ¢ : G — H som ar en homomorfism. Bijektionen ifraga kallas
en isomorfism.

Isomorfa grupper ar identiska ur algebraiskt perspektiv.

Homomorfa grupper behover inte ha samma antal element. Visa att (Z,+)
(har odndligt manga element) och (Z,, @) (addition modulo 2; gruppen har
tva element) dr homomorfa.

Grupper med samma antal element behdver inte vara isomorfa (ta (Zg4, ®)
och Zy x Zs med addition modulo 2 pa varje koordinat). Jamfor med bilden
pa nésta sidan.

(Zg,®) ({0,1,...,5} med additionen modulo 6) och (Z;,®) ({1,2,...,6}
med multiplikationen modulo 7) &r isomorfa. Jamfor med bilden tva sidor
senare.

Rékning i (Zy X Zg, +) ar en grupp. (Man rdknar med ordnade par ur Zs och
adderar komponentvis.) Rékning med de inverterbara elementen i Zg under
multiplikation modulo 8 ar ocksa en grupp. Skriv upp grupptabellerna och
hitta en isomorfi mellan grupperna.



VISA ATT grupperna (R*,-) och (R, +) ar isomorfa, m.a.o., hitta en bi-
jektion ¢ : RT — R som ar sadant att for alla z,y € R™

o(x-y) = d(x) + d(y).

las garna texten i Diskret matematik, p. 26.

STRUKTURSATSEN Varje andlig abelsk grupp ér isomorf med en grupp

pa formen
valu X Zpgg X -+ X Zka

dar pi1,pa, ..., pp ar primtal och nqy, ns,...,n, ar positiva heltal.

[ C-uppsatsen Andliga grupper pa sidan 16 finns det en tabell med alla
mojliga grupper med 1,2,...,15 element.



Tva icke homomorfa grupper med 4 element

Z, ,+ modulo 4 Z,XZ,
0 1 2 3 0,0 O d.09 11

| e a b c O e a b c

e e a b C e e a b C

a a b c e a a e c b

b b c e a b b c e a

c C e a b c C b a e

bara e och b &r sin egen invers alla element 4r sin egen invers

rotationer av en fyrkant (0, /2, wt, 37/2) tva symmetrier av en fyrkant och rotation om &

en delgrupp av permutationsgruppen S, en delgrupp av permutationsgruppen S,



Tva isomorfa grupper med 6 element

Addition 1 gruppen Z Multiplikation av inverterbara element 1 Z,

(0 1 2 3 4 5 o112 3 4 5 6

00 I 2 3 4 5 111 2 3 4 5 6

111 2 3 4 5 0 212 4 6 1 3 5

212 3 4 5 0 1 313 6 2 5 1 4

3(3 4 5 0 1 2 414 1 5 2 6 3

4 (4 5 0 1 2 3 515 3 1 6 4 2

515 0 1 2 3 4 6|16 5 4 3 2 1
rotationer av regelbunden 6-horning andra ordningen av element:

1,3,2,6,4,5.

Isomorfismen: A0)=1, f(1)=3, f(2)=2, f(3)=6, f(4)=4, f(5)=5.



Egna isometrier av en fyrkant ABCD

: A B C D] . A B C D
Identiteten I = 4B C D_ , Symmetri S7 = A D C B]’

. (A B C D] . A B C D
Symmetrng—_C B A D_ , Symmetri S5 = D C B A}’

. (A B C D . A B C D
Symmetr154—_B A D C],Rotatloan—[D A B C]’

: A B C D . A B C D
ROt&thHRQ—{C D A B],RotatlonRg—[B C D A]'

Sammansattningar

Fyll i tabellen pa néasta sidan. Ténk pa att borja pa slutet, for till exempel
510 82(A) = 54(52(4))
och darfor far vi

A B C D A B C D A B C D
Sp08y = o =
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ANDRA ALGEBRAISKA STRUKTURER

En kropp ar en mangd K med tva kommutativa raknesétt, + och -, sadana
att bade (K, +) och (K\{0},-) ar grupper. Ett exempel pa en odndlig kropp
ar R. Ett exempel pa en éndlig kropp ar Z, for primtal p.

Om man slapper pa kravet att multiplikationen ska vara kommutativ och
att alla element utom 0 ska ha multiplikativ invers far vi i stéllet en struktur
som kallas ring. Ett exempel pa en oandlig ring ar Z, en annan méangden
av n X n-matriser. Ett exempel pa en andlig ring ar Z,, for heltal n > 2.

NAGRA OVNINGAR:
e Verifiera att Z, ar en kropp for primtal p

e Lat Z[z] beteckna méngden av alla polynom i x med heltalskoefficien-
ter. Exempel pa element i Z[z] ar 17, —22, 327+ 723 — 32+ 7. Verifiera
att Z[x] &r en ring.

e Verifiera att Q(v/2) = ({a + bv/2; a,b € Q}, +,-) ér en kropp.

e kinner nan igen foljande kropp? (kolla att det &r kropp!) méngden
av alla par av reella tal (a,b) € R? med additionen (a,b) @ (¢,d) =
(a+ ¢, b+ d) och multiplikationen (a,b) ® (¢,d) = (ac — bd, ad + bc).

MOJLIGA UTVIDGNINGAR:

e ett linjart rum ar (V, K, +v, 4k, 'k, ), dar (V, 4+ ) ar en abelsk grupp,
(K, 4k, k) ar en kropp och - : K x V' — V &r en multiplicering med
en skalar fran kroppen som har foljande egenskapen:

x a-(f-v)=(agpf)-v Va,feK, veV
*x l-v=v VoeV
x (a+gf)-v=a-v+ypf-v Va,feK, veV
x a-(vtyw)=a-v+ya-w VaeK v,weV
e ctt metriskt rum ér ett par (M, d) dar M &r en méangd och d (kallad

metrik, avstand) ir en avbildning d : M x M — Rg med foljande
egenskaper:



x dz,y)=0 & x=y
x d(z,y) =d(y,z) (symmetrin)
x d(x,y)+d(y,z) > d(z,z) (triangelolikheten)

Ett exempel ar Q eller R med absolutbelopp, alltsa

d(z,y) = |z —yl.

I varje metriskt rum kan man underscka konvergens av foljder. Varje
metriskt rum dr ett topologiskt rum (men inte tvartom! Ett topol-
ogiskt rum ar en mangd med en familj av delmangder kallad 6ppna
delmangder. Man kan prata om konvergens av foljder och om kontinu-
iteten men inte nédvéndigtvis om avstand mellan element)

e ctt topologiska vektorrum - har bade algebraisk och topologisk struk-
tur, vi far alltsa blandade, topologisk-algebraiska strukturer.

e man kan ocksa infora ordning i algebraiska strukturer. Det finns kdnda
exempel som (Z,>), (Q,>), (R,>). For mera komplicerade exempel
kolla pp. 118-121 i Diskret matematik; det handlar om en svag ordning
pa permutationsgruppen.

RELEVANTA EGENSKAPER HOS FUNKTIONER f : X — Y,
beroende pa egenskaperna hos mangderna X och Y, ar presenterade pa nasta
sidan (jamfor ocksa med bilderna i Sesam, p. 36.)

En funktion kan forstas bevara bara nanting (struktur, réknesétt, ordning,...)
som redan finns i definitionsméngden. Mangden R har alla mojliga egen-
skaper, det ar en forebild till manga definitioner. Darfor dr det meningsfyllt
att prata om vaxande, linjara, kontinuerliga avbildningar f : R — R, isome-
trier f : R? — R2. Avstandet i R? definieras oftast som

d((z1,91), (x2,92)) = \/($1 —22)* + (11 — 42)*,

men det finns manga andra metriker i R? (ett bra amne for en annan work-
shop!)



mangderna X och Y

funktionen f: X — Y

vilken egenskap bevarar f?

méangder utan nan bijektion (one to one) kardinaliteten
extra struktur VyeYdzxeX y= f(x)
fla) = f(x2) = 1=
grupper isomorfism rakneséttet
f(ayome) = fla1) o f(x2)
ordnade méngder | vixande (monoton) avbildning ordningen

1 <xy = flxr) < f(x)

vektorrum

linjar avbildning
[z +x @2) = f(z1) +v f(a2)
fla-z)=a- f(z)

linjar struktur

topologiska rum

kontinuerlig avbildning
z, "= = f(z,) " f(x)

(om < - homeomorfism)

konvergensen av foljder,
oppna mangder

metriska rum

1sometri

dY(f(xl)v f(x2)) = dx($1,$2)

avstandet mellan punkterna
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1. Diskret matematik, fordjupning

forfattaren: Kimmo Eriksson, Hillevi Gavel

utgivaren: Studentlitteratur, 2003.

Vad och var: Kapitel 2. Abstrakt algebra (pp. 13-37), Kapitel 5. Permu-

tationer (pp. 97-131), Kapitel 3. Koder och krypton (pp. 39-66) - hur man
anvander gruppteorin i praktiken; OBS! pp. 111-121 - tillimpningar inom
evolution och spel!; spdnnande lasning om Galois pp. 27-28.

2. Group (mathematics), Wikipedia
Vad och var:

http://en.wikipedia.org/wiki/Group_(mathematics)

Bade teorin och tillampningar, bland annat om grupper i kemi.

3. Discrete Mathematical Structures

forfattaren: Kolman, Busby, Ross

utgivaren: Prentice-Hall, 2000.

Vad och var: Kapitel 9. Semigroups and groups (pp. 319-356), Kapitel

11. Groups and coding (pp. 401-423) - hur man anvénder gruppteorin i
praktiken.

4. Discrete and Combinatorial Mathematics

forfattaren: Ralph P. Grimaldi

utgivaren: Addison Wesley, 2004.

Vad och var: Kapitel 16. Groups, Coding Theory, and Polya’s Method of
Enumeration (pp. 745-798).

5. Andliga grupper; Matematik C-uppsats
forfattaren: Johan Jonsson
utgivaren: Karlstad Universitet, 2007. Uppsatsen finns pa nétet



http://www.diva-portal.org/kau/abstract.xsql?dbid=793

(klicka pa Fulltext)
Vad och var: en kompakt samling av information, pa svenska.

6. Elementy teorit Galois
forfattaren: Maciej Brynski
utgivaren: ALFA, 1985.

Vad och var: enkel om Galoisteorin, pa polska.

7. Sesam, Atlas van de wiskunde

utgivaren: Bosch and Keuning NV, 1977.

Vad och var: om algebraiska strukturer, enkelt och mycket forklarande (pp.
36-83), pa hollandska.



FACIT

Isometries of square
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