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SONJA KOVALEVSKYDAGARNA 2008; HANNA USCKA-WEHLOU

0. Praktiska anmärkningar

Det finns följande moment i workshop:

• en föreläsningsdel - jag berättar om grupper
• övningar som deltagarna löser direkt (helst i grupper s̊a att

man kan hjälpa varann först̊a teorin bättre)
• ett antal övningar som vi löser efter den teoretiska delen, till-

sammans p̊a tavlan eller i små grupper
• eventuella fr̊agor är mycket välkomna! Skulle ni ha fr̊agor efter

SK-dagarna, f̊ar ni gärna maila: hania@wehlou.com

Huvudsaken är att alla blir lite bekanta med begreppet grupp och inser
hur grundläggande begreppet är p̊a väldigt många omr̊aden (i b̊ade
matematik och andra naturvetenskapliga ämnen) och vilka praktiska
tillämpningar det har.

1. Inledning

mängd, dess kardinalitet, extra strukturer, ordning, avst̊and mellan el-

ement, topologi, blandning av allt möjligt (algebraisk topologi, topol-
ogiska vektorrum, funktionalanalys).

2. Lite guldkant p̊a vardagen. N̊agra begrepp som vi behöver för

att kunna konstruera extra spännande exempel:

• vad är en isometri? N̊agra exempel
• vad är en permutation? P̊a hur många sätt kan man kasta om

elementen i en mängd med n element?
• sammansättning av avbildningar (funktioner)
• hur räknar man modulo n?

Vi lär oss allts̊a lite nytt och, möjligen, repeterar n̊agra begrepp.

2. Definition

Vad kallas för grupp i algebra?
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3. Exempel

N̊agra exempel av grupper och ett antal övningar för deltagarna.

3. Delgrupper

Definitionen och n̊agra exempel av delgrupper.

4. Homomorfism, isomorfism

Hur kan man jämföra grupper med varann? När kan vi säga att tv̊a

grupper är lika med varann? Definitionen av homomorfism och isomor-
fism; n̊agra exempel

4. Andra algebraiska strukturer

Ring, kropp, linjärt rum. Blandade strukturer: algebraiska strukturer

med ordning (det g̊ar att jämföra element), algebraiska strukturer med
metrik (det g̊ar att mäta avst̊and mellan element), topologiska vektor-
rum (man kan undersöka konvergens av följder).

5. Litteraturlista

listan av böckerna som jag har använt mig av och som jag kan rekom-

mendera för dom som vill lära sig mera om grupper.
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DEFINITION En grupp (G, ◦) är en mängd G försedd med en binär oper-
ator ◦ (d.v.s., ◦ är definierad p̊a G×G) som uppfyller följande villkor:

• Slutenhet: För alla element a och b i G finns det ett element c i G
(som kan vara lika med a eller b) s̊adant att a ◦ b = c.

• Associativitet: För alla a, b och c i G gäller

(a ◦ b) ◦ c = a ◦ (b ◦ c).

• Existens av identitet: Det finns ett element e i G, kallat identiteten
(neutrala elementet) i G, med egenskapen

e ◦ a = a = a ◦ e för alla a ∈ G.

• Existens av inverser: För varje a i G finns ett element b i G, kallat
inversen till a, med egenskapen

a ◦ b = e = b ◦ a,

där e är identiteten i G.

Gruppen (G, ◦) sägs vara kommutativ, eller vanligare abelsk, om den dessu-
tom uppfyller följande villkor:

• Kommutativitet: För alla a och b i G gäller

a ◦ b = b ◦ a.

NÅGRA EGENSKAPER: Visa att

• det finns exakt en identitet i varje grupp

• inversen till varje element i gruppen är ocks̊a unik



PROTOTYP (modell, urbild) + : Z× Z → Z:

• Slutenhet: För alla element a och b i Z finns det ett element c i Z
s̊adant att a + b = c.

• Associativitet: För alla a, b och c i Z gäller

(a + b) + c = a + (b + c).

• Existens av identitet: Noll upfyller följande:

0 + a = a = a + 0 för alla a ∈ Z.

• Existens av inverser: För varje a i Z finns ett element b i Z, kallat
inversen till a, med egenskapen

a + b = 0 = b + a (b = −a)

NÅGRA EXEMPEL PÅ GRUPPER:

• (Z, +), (Q, +), (R, +), (C, +)

• (Q \ {0}, ·), (R \ {0}, ·)

• ({f ; f : [0, 1] → R}, +) med additionen (f + g)(x) = f(x) + g(x)

• (Zn,⊕), där Zn = {0, 1, 2, . . . , n − 1} och ⊕ är additionen modulo n
(n ∈ N+, n ≥ 2)

• (Zp,�), där Zp = {1, 2, . . . , p− 1} och � är multiplikationen modulo p
(p är ett primtal)

• (Sn, ◦), där Sn är mängden av alla permutationer av n element och ◦
är sammansättningen av permutationer

• (Dn, ◦), där Dn är mängden av alla symmetrier (rotationer och speglin-
gar) av en regelbunden n-hörning

• (Rn, ◦), där Rn är mängden av alla rotationer av en regelbunden n-
hörning (senare ska vi visa att den gruppen är isomorf med en annan
grupp fr̊an listan!)



KOLLA (OCH MOTIVERA) OM FÖLJANDE ÄR GRUPPER:

• (N, +), (Z \ {0}, ·), (R, ·)

• (R, ◦), där x ◦ y = x + y − xy

• (R+, �), där x � y = xy

• (R \ {0}, •), där x • y = x
y

• ({f ; f : [0, 1] → [0, 1]}, +) med additionen (f + g)(x) = f(x) + g(x)

CYKLISKA GRUPPER Med potensnotation skrivs g ◦ g = g2, etc. En
grupp G är cyklisk om det finns ett element g som genererar hela gruppen,
det vill säga

(g) = {. . . , g−2, g−1, g0, g1, g2, . . .} = G.

(Diskret matematik, pp. 19–21).

• (Z, +) är cyklisk, genereras av 1 eller av −1

• (Zn,⊕) är cyklisk. Till exempel Z8 = (1) = (3) = (5) = (7) (motivera!)

Om G är en ändlig grupp kommer (delgruppen - det kommer vi att prata
om lite senare!) (g) (för godtycklig g ∈ G) ocks̊a att vara ändlig. Antalet
element i den cykliska gruppen (g) kallas för ordningen för g. Vi har

order(g) = min{m ∈ Z+; gm = e}.

EN ÖVNING: Kolla vilken ordning har alla elementen vid additionen i Z6,
Z8 och Z10. Vilka elementen genererar hela gruppen?

EN ÖVNING: Undersök grupperna av alla inverterbara elementen vid mul-
tiplikationen i Z6, Z8 och Z10. Är dom cykliska?
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Egna isometrier av en liksidig triangel ABC

Identiteten I =

 A B C

A B C

 , Symmetri S1 =

 A B C

A C B



Symmetri S2 =

 A B C

C B A

 , Symmetri S3 =

 A B C

B A C



Rotation R1 =

 A B C

B C A

 , Rotation R2 =

 A B C

C A B


Detta ger till exempel:

S1 ◦ S2 =

[
A B C
A C B

]
◦

[
A B C
C B A

]
=

[
A B C
B C A

]
= R1

S2 ◦ S1 =

[
A B C
C B A

]
◦

[
A B C
A C B

]
=

[
A B C
C A B

]
= R2

R2 ◦ S3 =

[
A B C
C A B

]
◦

[
A B C
B A C

]
=

[
A B C
A C B

]
= S1

R1 ◦ S1 =

[
A B C
B C A

]
◦

[
A B C
A C B

]
=

[
A B C
B A C

]
= S3

S1 ◦ R1 =

[
A B C
A C B

]
◦

[
A B C
B C A

]
=

[
A B C
C B A

]
= S2

S2 ◦ R2 =

[
A B C
C B A

]
◦

[
A B C
C A B

]
=

[
A B C
A C B

]
= S1

S3 ◦ R1 =

[
A B C
B A C

]
◦

[
A B C
B C A

]
=

[
A B C
A C B

]
= S1

R1 ◦ R2 =

[
A B C
B C A

]
◦

[
A B C
C A B

]
=

[
A B C
A B C

]
= I.



DEFINITION En delgrupp är en grupp som är delmängd av en annan
grupp (med samma räknesätt).

EXEMPEL:

• (Z, +) är en delgrupp till (R, +)

• (Q+, ·) är en delgrupp till (R+, ·)

• (g) = {. . . , g−1, g0, g1, . . .} där g ∈ G är en delgrupp till gruppen G.

Verifiera!

EN ÖVNING:

• Är de positiva heltalen en delgrupp till (R+, ·)?

• Är de udda talen en delgrupp till (Z, +)?

• Är de jämna talen en delgrupp till (Z, +)?

• hitta alla delgrupper av egna isometrier av en fyrkant. Vilka av dom
är isomorfa (fr̊agan att svara p̊a senare!)?

Motivera!

Lagrange’s sats för ändliga grupper säger att storleken p̊a en delgrupp
alltid delar storleken p̊a gruppen.

EN ÖVNING Hitta alla delgrupper av (Z6,⊕), (Z8,⊕), (Z7,⊕).

Permutationsgruppen S3 har 6 element. Varje permutation representerar en
egen isometri av en liksidig triangel.
Permutationsgruppen S4 har 24 element. En grupp av alla 8 isometrier av en
fyrkant (detta kommer p̊a slutet av workshop!) är identisk med en delgrupp
av S4.



DEFINITION Om vi har tv̊a grupper, (G, ◦) och (H, �), d̊a avbildningen

φ : G → H

kallas för homomorfism om den bevarar förh̊alendena mellan elementen,
det vill säga

φ(x ◦ y) = φ(x) � φ(y) ∀ x, y ∈ G.

VISA ATT om φ : G → H är en homomorfism d̊a φ(eG) = eH , allts̊a
identiteten i G avbildas p̊a identiteten i H.

DEFINITION Tv̊a grupper, (G, ◦) och (H, �) är isomorfa om det finns
en bijektion φ : G → H som är en homomorfism. Bijektionen ifr̊aga kallas
en isomorfism.

Isomorfa grupper är identiska ur algebraiskt perspektiv.

Homomorfa grupper behöver inte ha samma antal element. Visa att (Z, +)
(har oändligt många element) och (Z2,⊕) (addition modulo 2; gruppen har
tv̊a element) är homomorfa.

Grupper med samma antal element behöver inte vara isomorfa (ta (Z4,⊕)
och Z2×Z2 med addition modulo 2 p̊a varje koordinat). Jämför med bilden
p̊a nästa sidan.

(Z6,⊕) ({0, 1, . . . , 5} med additionen modulo 6) och (Z7,�) ({1, 2, . . . , 6}
med multiplikationen modulo 7) är isomorfa. Jämför med bilden tv̊a sidor
senare.

Räkning i (Z2×Z2, +) är en grupp. (Man räknar med ordnade par ur Z2 och
adderar komponentvis.) Räkning med de inverterbara elementen i Z8 under
multiplikation modulo 8 är ocks̊a en grupp. Skriv upp grupptabellerna och
hitta en isomorfi mellan grupperna.



VISA ATT grupperna (R+, ·) och (R, +) är isomorfa, m.a.o., hitta en bi-
jektion φ : R+ → R som är s̊adant att för alla x, y ∈ R+

φ(x · y) = φ(x) + φ(y).

läs gärna texten i Diskret matematik, p. 26.

STRUKTURSATSEN Varje ändlig abelsk grupp är isomorf med en grupp
p̊a formen

Zp
n1
1
× Zp

n2
2
× · · · × Zp

nk
k

där p1, p2, . . . , pk är primtal och n1, n2, . . . , nk är positiva heltal.

I C-uppsatsen Ändliga grupper p̊a sidan 16 finns det en tabell med alla
möjliga grupper med 1, 2, . . . , 15 element.
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I s o m o r f i s m e n :   f ( 0 ) = 1 ,   f ( 1 ) = 3 ,   f ( 2 ) = 2 ,   f ( 3 ) = 6 ,   f ( 4 ) = 4 ,   f ( 5 ) = 5 .



Egna isometrier av en fyrkant ABCD

Identiteten I =

 A B C D

A B C D

 , Symmetri S1 =

 A B C D

A D C B

 ,

Symmetri S2 =

 A B C D

C B A D

 , Symmetri S3 =

 A B C D

D C B A

 ,

Symmetri S4 =

 A B C D

B A D C

 , Rotation R1 =

 A B C D

D A B C

 ,

Rotation R2 =

 A B C D

C D A B

 , Rotation R3 =

 A B C D

B C D A

 .

Sammansättningar

Fyll i tabellen p̊a nästa sidan. Tänk p̊a att börja p̊a slutet, för till exempel

S4 ◦ S2(A) = S4(S2(A))

och därför f̊ar vi

S4 ◦ S2 =

[
A B C D
B A D C

]
◦

[
A B C D
C B A D

]
=

[
A B C D
D A B C

]
= R1.
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ANDRA ALGEBRAISKA STRUKTURER

En kropp är en mängd K med tv̊a kommutativa räknesätt, + och ·, s̊adana
att b̊ade (K, +) och (K \{0}, ·) är grupper. Ett exempel p̊a en oändlig kropp
är R. Ett exempel p̊a en ändlig kropp är Zp för primtal p.

Om man släpper p̊a kravet att multiplikationen ska vara kommutativ och
att alla element utom 0 ska ha multiplikativ invers f̊ar vi i stället en struktur
som kallas ring. Ett exempel p̊a en oändlig ring är Z, en annan mängden
av n× n-matriser. Ett exempel p̊a en ändlig ring är Zn för heltal n ≥ 2.

NÅGRA ÖVNINGAR:

• Verifiera att Zp är en kropp för primtal p

• L̊at Z[x] beteckna mängden av alla polynom i x med heltalskoefficien-
ter. Exempel p̊a element i Z[x] är 17, −x2, 3x7 +7x3−3x+7. Verifiera
att Z[x] är en ring.

• Verifiera att Q(
√

2) = ({a + b
√

2; a, b ∈ Q}, +, ·) är en kropp.

• känner n̊an igen följande kropp? (kolla att det är kropp!) mängden
av alla par av reella tal (a, b) ∈ R2 med additionen (a, b) ⊕ (c, d) =
(a + c, b + d) och multiplikationen (a, b)� (c, d) = (ac− bd, ad + bc).

MÖJLIGA UTVIDGNINGAR:

• ett linjärt rum är (V, K, +V , +K , ·K , ·), där (V, +V ) är en abelsk grupp,
(K, +K , ·K) är en kropp och · : K × V → V är en multiplicering med
en skalär fr̊an kroppen som har följande egenskapen:

∗ α · (β · v) = (α ·K β) · v ∀ α, β ∈ K, v ∈ V

∗ 1 · v = v ∀ v ∈ V

∗ (α +K β) · v = α · v +V β · v ∀ α, β ∈ K, v ∈ V

∗ α · (v +V w) = α · v +V α · w ∀ α ∈ K, v, w ∈ V

• ett metriskt rum är ett par (M, d) där M är en mängd och d (kallad
metrik, avst̊and) är en avbildning d : M × M → R+

0 med följande
egenskaper:



∗ d(x, y) = 0 ⇔ x = y

∗ d(x, y) = d(y, x) (symmetrin)

∗ d(x, y) + d(y, z) ≥ d(x, z) (triangelolikheten)

Ett exempel är Q eller R med absolutbelopp, allts̊a

d(x, y) = |x− y|.

I varje metriskt rum kan man undersöka konvergens av följder. Varje
metriskt rum är ett topologiskt rum (men inte tvärtom! Ett topol-
ogiskt rum är en mängd med en familj av delmängder kallad öppna
delmängder. Man kan prata om konvergens av följder och om kontinu-
iteten men inte nödvändigtvis om avst̊and mellan element)

• ett topologiska vektorrum - har b̊ade algebraisk och topologisk struk-
tur, vi f̊ar allts̊a blandade, topologisk-algebraiska strukturer.

• man kan ocks̊a införa ordning i algebraiska strukturer. Det finns kända
exempel som (Z,≥), (Q,≥), (R,≥). För mera komplicerade exempel
kolla pp. 118–121 i Diskret matematik; det handlar om en svag ordning
p̊a permutationsgruppen.

RELEVANTA EGENSKAPER HOS FUNKTIONER f : X → Y ,
beroende p̊a egenskaperna hos mängderna X och Y , är presenterade p̊a nästa
sidan (jämför ocks̊a med bilderna i Sesam, p. 36.)
En funktion kan först̊as bevara bara n̊anting (struktur, räknesätt, ordning,...)
som redan finns i definitionsmängden. Mängden R har alla möjliga egen-
skaper, det är en förebild till många definitioner. Därför är det meningsfyllt
att prata om växande, linjära, kontinuerliga avbildningar f : R → R, isome-
trier f : R2 → R2. Avst̊andet i R2 definieras oftast som

d((x1, y1), (x2, y2)) =
√

(x1 − x2)2 + (y1 − y2)2,

men det finns m̊anga andra metriker i R2 (ett bra ämne för en annan work-
shop!)



mängderna X och Y funktionen f : X → Y vilken egenskap bevarar f?

mängder utan n̊an bijektion (one to one) kardinaliteten
extra struktur ∀ y ∈ Y ∃ x ∈ X y = f(x)

f(x1) = f(x2) ⇒ x1 = x2

grupper isomorfism räknesättet
f(x1 � x2) = f(x1) ◦ f(x2)

ordnade mängder växande (monoton) avbildning ordningen
x1 ≤ x2 ⇒ f(x1) ≤ f(x2)

vektorrum linjär avbildning linjär struktur
f(x1 +X x2) = f(x1) +Y f(x2)

f(α · x) = α · f(x)

topologiska rum kontinuerlig avbildning konvergensen av följder,

xn
n→∞→ x ⇒ f(xn)

n→∞→ f(x) öppna mängder
(om ⇔ - homeomorfism)

metriska rum isometri avst̊andet mellan punkterna
dY (f(x1), f(x2)) = dX(x1, x2)
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evolution och spel!; spännande läsning om Galois pp. 27–28.

2. Group (mathematics), Wikipedia

Vad och var:

http://en.wikipedia.org/wiki/Group_(mathematics)
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