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Forelasning 1

Introduktion

I kursen envariabelanalys studerades funktioner av en variabel. Dessa typer av funktioner
ar latta att askadliggora eftersom vi kan rita grafen till dem. Det finns manga fysikaliska
problem som kan beskrivas med hjalp av funktioner av en variabel, men for att beskriva
fenomen i var tredimensionella vérld behover vi i allmonhet funktioner av fler &n en
variabel.

Exempel

 Densiteten hos ett tredimensionellt foremal ges av en funktion p(x,y, z) dar x, y och
z ar de tre rumsvariablerna. Hur ska man ga tillviga for att bestimma foremalets
massa, masscentrum eller troghetsmoment?

o Om vi 6ppnar ytterdorren till en foreldsningssal kommer temperaturen i en punkt
(z,y,z) i rummet att fordndras over tiden. Temperaturen &r darmed en funktion
av fyra variabler T'(x,y, z,t). Hur ska man ga tillviga for att bestimma var tem-
peratuern ar maximal/minimal eller i vilken riktning som temperatuern forandras
snabbast?

o I varje punkt pa jordytan blaser det ldngs en viss vektor (vars langd och riktning
forandras 6ver tiden). Vinden kan beskrivas med ett vektorfélt, dvs. en funktion
som till varje punkt (z,y) pa jordytan ordnar en vektor v(x,y). Hur ska man ga
tillviaga for att bestdmma hur stort arbete som kravs for att flytta ett formal langs
en kurva pa jordytan?

Som synes finns det gott om fenomen som ar naturliga att beskriva med funktioner av fler
an en variabel, och under kursen kommer vi att ta fram ett antal matematiska metoder
for denna typ av funktioner.

Relevanta kapitel i kursboken:
Dessa tas upp pa duggan:

e 10-11: Vektorer och vektorviarda funktioner, kurvor, topologi
o 12: Funktioner av flera variabler, partiella derivator, kedjeregeln, gradient
o 13: Extremvarden, optimering
Sedan foljer:
o 14: Integraler, déar integrationsintervallet ar en yta eller volym
o 15: Integraler, dar integrationsintervallet ar en kurva
o 16: Vektoranalys med fysikaliska tillimpningar
Dérefter foljer moment som inte ingar i bada kurserna:

e 17 4+ kompendium: Mer om endimensionella ODE + introduktion till system ov
ODE (F, e¢j KandMa).



« Kompendium: Funktionsf6ljder och Funktionsserier (KandMa, ie F).

De tva sistndmnda momenten kommer inte att behandlas pa tentamen, detsamma géller
materialet fran kompendiet i grundlidggande topologi.

Koordinatgeometri i flera variabler

Vi sag i exemplena att vi kommer studera funktoner av flera variabler. Om vi later anta-
let variabler vara n, si kommer definitionsméngden till vara funktioner att vara (en del
av) méngden av alla n-tuplar ¥ = (x1,25...,x,), av alla reella tal z1, x5 ..., z,. Denna
méngd betecknas R".

Exempel 1. R! (skrivs normalt bara R) motsvarar tallinjen, R? ett plan, R® det tredi-
mensionella rummet, medan R”, for n > 3, ar svarare att askadliggora sig geometriskt. I
R? och R? anvinder vi ofta beteckningarna (z,y) respektive (z,y, z) i stéllet for (z1,z5)
respektive (z1, T, 73).

Elementen i mangden R™ ér vektorer, och precis som for vektorer kan vi definiera vek-
toraddition, multiplikation med skalar och skalarprodukt.

Definition 1.

T4+y=(x1, .., 20) + Y1, YUn) = (1 + Yy, T2+ Y2, Ty + Yn)
AE =Ny ..., 2p) = (A1, A9, ..., Axy)
Ty=(x1,..., %) (Y1, -, Yn) = X1Y1 + TaYo . . . TuYn

Ibland kan det vara praktiskt att tolka elementen i R™ som matriser. Om vi anvinder
konventionen att ¥ = (z1,...,z,) dr en kolonnmatris s kan vi skriva 7 - = Z 7, dar
elementen i hogerledet ska tolkas som matriser.

Definition 2. Lingden av en vektor # i R" ges av

]x\:vf~f:\/x%+x§+...+x%

Definition 3. Avstandet mellan tva punkter 7, € R" ges av

V(@ —yn)? + (w2 = y2)? + .+ (20— Ya)?

Definition 4. Vinkeln mellan tva vektorer Z, 7 € R™ definieras som den vinkel 6 € [0, 7],
som uppfyller

81
<y

cos(f) =

8y
<y



Sats 1 (Cauchy-Schwarz olikhet). For #,4 € R", sd gdller |Z - §| < |Z||y] med likhet
precis da & och § dar parallella (dvs. da & =ty, t€R).

Bevis. Vi antar att @ # 0 (trivial 16sning). Skalarprodukten av en vektor med sig sjalv
kan aldrig vara negativ. Lat ¢ € R som vi snart ska specificera. Da géller:

0< (tZ+9) - (t2,9) = 2>+ 2tZ- 7+ |

-y
|7

ST

Kvadratkomplettering och anséttning ¢t = — ger:

. Ty (-9 Lo (Z-7)? o
0<|ZP (t+ =5 )| — = TP =0 — —=5 <= 179 <|Z||y]
|z || |z

Likhet intraffar precis da tZ + 7 = 0, dvs. d& # och 7/ &r parallella. O]

Det é&r relativt enkelt att visa att &ven trialgelolikheten |Z + y| < |Z] + |y| géller for
7,9 € R" (utveckla | + 7] och anvind Cauchy-Schwarz olikhet).

Man kan méta avstiand i R™ pa andra sdtt d&n den Euklidiska normen |Z| ovan. Tva
andra definitioner som bibehaller vissa grundlaggande egenskaper (A-olikheten, |Z| > 0
med likhet for & = 0, samt |[AZ] = |A||Z]) & normerna |Z|o = max{|z1],|z2|,. .., |zal}
respektive |Z|, = (|x1|P + |z2/P + ... 4+ |z,|P), p € [1,00). Man kan visa att normerna &r
ekvivalenta med den Euklidiska, dvs. Alz|, < |z| < Blz|,

Forelasning 2

Topologiska begrepp

For att kunna definiera gransvéirden, och i forlangningen kontinuitet och derivata, hos
funktioner av flera variabler beh6ver vi generalisera begreppen 6ppna/slutna intervall och
andpunkter/inre punkter hos intervall till R™. Vi borjar med att definiera en omgivning
till en punkt.

Definition 5. En omgivning till en punkt @ bestar av alla punkter som ligger inom ett
visst avstand fran a.

For ett tal 6 > 0, sa & méngden N(d,d) = {7 : | — d| < 0} en (6—)omgivning till . I
R! blir en d—omgivning till @ ett intervall pa tallinjen, I R? blir det en cirkel kring @ med
radie 6, och i R? blir det en sfir med radie 4.

Definition 6. Lat M vara en mangd i R”. En punkt @ € R" ar:

1. inre punkt till M om det finns en omgivning A till @ som helt ligger i M (A C M).



2. yttre punkt till M om det finns en omgivning B till @ som helt ligger utanfér M
(BN M = ().

3. randpunkt till M om a varken ar inre eller yttre punkt, dvs om alla omgivningar
till @ innehaller bade punkter som tillhér M och punkter som inte tillhor M.

Maéangden av alla inre punkter kallas det inre av M och betecknas M°. Méangden av alla
randpunkter kallas randen till M och betecknas M. En randpunkt kan tillhéra méng-
den, men behover inte gora det.

Definition 7. Lat M vara en mangd in R"™. M ar 6ppen om M = M?° och sluten om M¢
ar en oppen méngd.

Alternativt kan M sigas vara 6ppen om OM N M = () och sluten om OM C M i analogi
med definitionen av 6ppna och slutna intervall pa R.

72 2
Exempel 2. Méngden {(z,y) € R* : — + :Z—2 < 1} bestar av en elliptisk skiva. Randen
a
2 2
bestar av ellipsen med ekvation — + % = 1. For varje punkt i médngden finns en omgiv-

ning som ar helt innehallen i méangden, och bestar saledes bara av inre punkter. Méngden
ar saledes 6ppen.

Exempel 3. Méngden {(z,y, z) € R®: 22 +y*+ 2% = 1} bestar av enhetssfiren i R?. Alla
omgivningar till punkter pa sfaren innehaller bade punkter pa sfaren och i dess komple-
ment, sa alla punkter pa sfiaren ar randpunkter till médngden. Darmed géller att OM C M
och mangden ar sluten.

Definition 8. Lit M vara en méngd i R™. Det slutna héljet av M ges av M = M UOM.

Fran ovanstdende definitioner giller M sluten <= M C M <= M = M UOM, si
en mangd M ar sluten omm. den uppfyller M = M.

Man kan ocksa visa att M alltid ér en sluten mangd. Komplementet till M &r de yttre
punkterna till M och de utgor per definition en 6ppen méngd.

Definition 9. En méngd M i R” kallas begransad om M C N(ﬁ, r), r>0.

Punkterna i en begransad méngd ligger pa andligt avstand fran origo. En mangd som ér
bade sluten och begréansad kallas for kompakt. Enhetssfaren ar ett exempel pa en kom-
pakt mangd. Vi aterkommer till de topologiska begreppen nar vi har infért grénsvéarden i
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R"™ om nagra kapitel. Vi avslutar med ett resultat om unioner och snitt av 6ppna mang-

der.

Sats 2. Antag att ; C R™ ar dppna for alla i € I (indexmdngd). Da ar U;e;Q; oppen.

En odndlig union av 6ppna méangder ar 6ppen, men ett oandligt snitt av 6ppna méangder
behéver inte vara 6ppen (bevis i kompendiet).

Exempel 4. Lit Q, = {(z,y) € R? : 22 + y* = 1+ 1}, for ndgot n € Z*. Unionen av
), uppfyller

U 2=
neZt
eftersom méangderna blir allt mindre. Snittet av €2, uppfyller
() @ ={(z,y) eR*: 2" +¢* <1}
nezt
som ar en sluten mangd.

Resten av detta kapitel kommer dgnas at att studera vilka ytor i R? som olika linjéra och
kvadratiska ekvationer i x, y, och z ger upphov till. En linjar ekvation i z, y, och z kan
skrivas ar +by+cz =d, a,b,c,d € R och ar, som bekant, ekvationen for ett plan.

Planet z = 0 kallas xy—planet, planet y = 0 kallas zz—planet, och planet x = 0 kallas
yz—planet. Om nagon av variablerna z, y, eller 2z saknas kommer den motsvarande ytan
att vara parallell med den franvarande variabeln.

Exempel 5. Ekvationen (z+2)%+ (y— 1) = 1 motsvaras i R? av en cirkel med centrum
i (=2,1) och radie 1. I R® motsvaras ekvationen av en cylinder som ir parallell med
z—axeln.

Skirningspunkten mellan tva tvaddimensionella ytor i R® utgér i allmidnhet en endimen-
sionell kurva i R? (vi &terkommer till kurvor i kapitel 11 i kursboken).

Exempel 6. Vilka punkter (z,y, z) 1oser ekvationssystemet

Ekvationen x? + y? = 4 motsvarar en cylinder, och ekvationen z = 2 ett plan. snittet av
dessa mangder &r en cirkel.



Andragradsytor

En allmén andragradsekvation i variablerna x, y, och z kan skrivas

Ar? + By + C22+ Doy + Exz+ Fyz +Ge+ Hy+ 12 +J =0

[ undantagsfall kan detta uttryck faktoriseras till produkten (A;x+ Byy+Ciz+D;)(Asz+
By + Cyz + Dy) = 0 varvid losningarna ges av skiarningslinjen mellan tva plan. I alla
andra fall far vi en sa kallad kvadratisk yta som kommer att vara krokt. det finns sex
olika typer av kvadratiska ytor och vi inleder néasta kapitel med att studera dessa (ett
exempel ar enhetssfaren som vi redan har tagit upp).

Forelasning 3

Andragradsytor (forts.)

En irreducibel andragradsekvation i variablerna z, y, och z motsvarar nagon av féljande
sex typer av krokta ytor:

1.

Sfar. Ekvationen for en sfar med centrum i punkten (zg, 3o, z0) och radie r &r
(x —20)* + (y — yo)® + (2 — 20)? = 2. Jamfor med cirkelns ekvation och avstands-
formeln i R3.

Cylinder. Ekvationen for en cylinder parallell med z—axeln ges av (z —z¢)? + (y —
Y0)? = 7. Analogt ér (x — z0)? + (2 — 29)? = r? en cylinder som ér parallell med
y—axeln osv. Ovanstaende cylindrar ar cirkulara eftersom tvérsnittet ar en cirkel.
Men en cylinder kan ocksa vara elliptisk, parabolisk eller hyperbolisk om tvarsnittet
ar en ellips, parabel eller hyperbel. exempelvis ar cylindern y = x?/2 parabolisk

och parallell med z—axeln.

Kon. Punkterna (x,y, z) pa en kon parallell med z—axeln uppfyller att z—koordin-
aten ar proportionell mot radien r = /22 + 92, dvs. z = c\/x? + y? eller med
andra ord 2?2 = c*(z? + y?). Konstanten ¢ ger ett matt pd hur sniv konen ér.
Ovanstaende kon &r cirkuldr, men precis som cylindrar kan koner dven vara ellip-
tiska. Motsvarande ekvation for en elliptisk kon ar z2/a® + y?/b* — 22 /c* = 0. Om
minustecknet placeras framfor nagon av de andra variablerna far vi en kon parallell
med motsvarande axel.

Ellipsoid. Ekvationen fér en ellipsoid med centrum i origo ar x?/a?+y*/b*+22 /c* =
1. Alla tvarsnitt av en ellipsoid ar ellipser.

Paraboloid. En elliptisk paraboloid parallell med z—axeln har ekvationen z =
x?/a? 4+ y*/b* och en hyperbolisk paraboloid parallell med z—axeln har ekvationen

z=1x?/a® — y?/1°.

Hyperboloid. En hyperboloid z2/a* + 3?/b* — 2%/c* = +1 ar antingen en- eller
tvamantlad och har ett elliptiskt tvérsnitt i ett koordinatplan och ett hyperboliskt
tvarsnitt i ett annat koordinatplan.



Kvadratiska former

Ett kvadratiskt uttryck i z, y, och z kan alltid kvadratkompletteras sa att det inte in-
nehaller nagra forstagradstermer. Vi ska nu studera det kvarvarande uttrycket mer i
detalj.

A D FE x
Am2+By2+Cz2+2ny—l—2Exz—|—2Fyz:(J; Y z) D B F Y
E F C z

Uttrycket i hogerledet kallas den kvadratiska formen for matrisen A. Vi infor foljande
begrepp:

Definition 10. A ir positivt definit om 77 AZ > 0, VZ € R?\ {0}, positivt semidefinit
om ZTAZ >0, V¥ e R3\ {0} och indefinit om 77 A # antar bade positiva och negativa
varden.

Forutom att kvadratiska former kan relateras till olika ytor i rummet, sa kommer de ock-
sa vara viktiga vid kassificering av extremvéarden av funktioner av flera variabler. For att
avgora om en matris ar positivt definit kan vi kvadratkomplettera motsvarande kvadra-
tiska form.

ar positivt definit. Kvadratkomplettering av

S W N

11
Exempel 7. Visa att matrisen |1 2
2 3

motsvarande kvadratiska form ger:

2 + 2% + 62% + 22y + 4wz + 6yz
=(z+y+22)° —y® — 42" — dyz + 2y + 62° + 6yz
=(z+y+22)% + 9%+ 222 + 22
=(x+y+22)°+ (y+2)* + 2

Den kvadratiska formen ar positiv for alla nollskilda val av (x, y, ), s& matrisen ar positivt
definit.

[ linjar algebra visas att en matris &r positivt definit om alla dess egenviarden (dvs. tal A
som uppfyller AZ = A% f6r nagot ¥) ar positiva. Man kan &ven relatera detta till tecknet
pa vissa determinanter (Sats 8, Kap 10.7 i kursboken).

Cylindriska och sfariska koordinater

Vi sdg att kvadratiska ekvationer i R kan ge upphov till cylindrar och sfirer. Om ett
problem i R? har en sddan geometri dr det, som vi ska se, ofta praktiskt att byta koor-
dinatsystem fran de vanliga kartesiska koordinaterna till cylindriska eller sfiriska koor-
dinater.



Cylindriska koordinater fas genom att x— och y—koordinaterna byts mot polara ko-
ordinater, medan z—koordinaten &r oférandrad. Relationen mellan (z,y, z) och [r, 6, z]
blir:

r=rcos(f), y=rsinld), z=z2

Cylindriska koordinater ldmpas val till problem som har axiell symmetri. Notera att r ar
avstandet fran punkten P till z—axeln, och inte till origo.

Vid radiell symmetri ar sfariska koordinater att foredra. Variabeln p motsvarar avstandet
till origo (p > 0), variabeln @ ar vinkeln mot den positiva x—axeln (0 < 6 < 27), och
variabeln ¢ ar vinkeln mot positiva z—axeln (0 < ¢ < 2). Relationen mellan kartesiska
och sfiriska koordinater ges av:

x = psin(¢p) cos(f), y = psin(¢)sin(f), =z = pcos(¢p)

I kartesiska koordinater motsvarar ekvationerna x = a, y = b, z = ¢ plan i rummet. I
cylindriska koordinater motsvarar r = a ett cylindriskt skal med radie a som ar parallellt
med z—axeln och 6§ = b motsvarar ett halvt plan som &r ortogonalt med xy—planet. I
sfariska koordinater motsvarar p = a ett sfariskt skal med radie a, ¢ = b motsvarar en
cirkuldr kon kring z—axeln och # = ¢ har samma tolkning som for cylindriska koordina-
ter.

Liknande koordinatbyten kan goras aven for R, n > 3, men ar forstas svarare att visua-
lisera sig. LAt exempelvis (z, v, z,w) € R* och 1at [p/, ¢/, 0] vara de sfiriska koordinaterna
for tre dimensioner. Da géller w = pcos(¢), p’ = psin(¢), och relationen mellan kartesiska
och sfiriska (fyrdimensionella) koordinater blir:

v = psin() sin() cos(§), y = psin(@) sin(d) sin(8),
z = psin(¢)sin ¢, w = pcos(e)

Forelasning 4: Vektorviarda funktioner

En vektorvard funktion av en variabel med viarden i R", dvs en funktion pa formen
t — Z(t) = (21(t), 22(¢), ..., 2,(t)) kallas for en n-dimensionell kurva i R™*. For n = 2
talar man om en plan kurva, och fér n = 3 om en rymdkurva. Variabeln ¢ kallas parameter,
och dess definitionsméangd ar vanligen ett intervall pa den reella axeln.

Parametern ger upphov till en riktning i vilken kurvan genomléps. Som nasta exempel
visar kan en och samma kurva uttryckas med flera olika parameterframstallningar (val
av funktion och definitionsméangd).

2 2

Exempel 8. Ellipsen — + =i 1 i planet har parameterframstéllningen = = acos(f),
a



y = bsin(#) for 6 € [0, 27) eftersom det da géaller att:
x® y®  acos()? N bsin(6)?

a P a? b?
= cos?(#) +sin?f =1

Om a = b = r far vi en cirkel. P4 samma sitt inses att cirkeln (z — 3)? 4+ y* = § har

parameterframséllningen = = (1 + cos(), y = 3 sin(f) for 6 € [0, 27)

Exempel 9. Avgor vilken kurva som har parameterframsallningen

1

r=—m t eR.
1+1¢2

y:m,

Vi eliminerar parametern ¢. Division av ekvationerna for x och y ger:

1
2 1 1 2
1+¢2 x

= 2=0 V 2°4+9y’=2x = 22—+ =0

Detta dr samma kurva som i exemplet innan. Observera dock att origo inte kommer med
om vi anvinder den andra parametriseringen. Positiva viarden pa t ger 6évre halvan av
kurvan och negativa viarden pa t ger undre halvan av kurvan.

De plana kurvorna ovan kunde beskrivas med en ekvation i x och y. For att beskriva en
rymdkurva i parameterfri form kravs ett ekvationssystem med tva ekvationer i z, y, och
z (varje ekvation motsvarar en yta i rummet).

Exempel 10. Parametrisera skiarningskurvan mellan ytorna
z4+/1—2?2—9y?>=0, ochz+y=1

Kurvan z + /1 — 22 — y2 = 0 ar undre halvan av enhetssfiren z? + y? + 22 = 1 (den del
som ligger under xy—planet). Ekvationen x 4+ y = 1 motsvarar ett plan. Vi sétter x = ¢
(y =t fungerar lika bra) och far:

y=1l-as=1—-t, z2=—/1—22—y2=—\/1 12— (1—1t)2
= /112 — (1 =2t +12) = -2t — 22
Rotuttrycket ar definierat da 2t(1—¢) > 0, vilket intraffar da bade ¢ och (1—t) ar positiva

(de kan inte bada vara negativa), dvs. da ¢t € [0, 1]. En parameterframstallning ar alltsa
Z(t) = (t,1 —t,—\/2t(1 —t)), te€]0,1]




Om parametern t far beteckna tiden, sa kan 7(t) = (z(t),y(t), 2(t)) tolkas som laget
hos en partikel vid tiden ¢. Om funktionerna x(t), y(t), z(¢) alla &r deriverbara sa kan
d +h) —7(t
vi definiera vektorn 7'(t) = Er(t) = }Lin% s ) ) = (2/(t),y'(t)2'(t)). Vi kallar

—
7'(t) tangentvektorn till kurvan i punkten 7(¢). Om 7(t) tolkas som partikelns lige sa

kan 7(t) tolkas som partikelns hastighet och |7/(¢)| som dess fart vid tiden ¢. Vidare kan
7"(t) = (x"(t),y"(t)z"(t)) tolkas som partikelns acceleration vid tiden t¢.

Precis som for vektorer kan vi definiera skalar- och vektorprodukt for vektorvirda funk-
tioner. Foljande sats, som ar en enkel foljd av rdknereglerna for derivatan av skaldrvarda
funktioner av en variabel, ger en produktregel for skaldr- och vektorprodukter.

Sats 3. Lat u(t) och U(t) vara tvd vektorvirda funktioner i en variabel och lat A(t) vara
en skaldrvird funktion. Da gdller:

d — — =/ = — =/

1. dt(u(t) o(t)) = u'(t)v(t) + u(t)v'(t)
d — = =/ =

2. E( (t)+d(t) =u'(t) + 0 (t)

3. %(*(t) x U(t)) =a'(t) x v(t) + u(t) x v'(t)
d = / =/

4. (@A) = N(t) - @' (A1)

Observera att fijarde formeln visar att tangentvektorns riktning dr oberoende av wval av
parameterframstdlining.

Exempel 11. Lat 7(t) vara ldget pa en partikel vid tiden ¢. Visa att om kraften pa
partikeln &r parallell med 7(t), sa &r 7'(¢) x 7(t) konstant.

Enligt Newtons andra lag s giller sambandet F(t) = m#"(t) mellan en kropps accelera-

tion 7”(t) och kraften F(t) som verkar pa kroppen. I detta fall giller dirmed
1 5 k
P = —F(t) = —F(t
F(0) = - ) = L)

for nagon konstant k. Vi undersoker derivatan av 7'(t) x 7(t):

%(F’(t) x 7)) =7"t) x 7(t)+7'(t) x F'(t) = k F(t) x 7(t) =0
hzfj_/ mhlr)_/

Derivatan av 7'(t) x 7(t) ar alltsa noll, vilket implicerar att funktionen 7(¢) x 7(¢) méaste
vara konstant.

Situationen i exemplet géller for planeterna i solsystemet om vi valjer att lata solen ligga
i origo. Betrakta nu ett kort tidsintervall h. Arean av den skuggade triangeln i figuren
ar, enligt den geometriska tolkningen av vektorprodukten, lika med
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1, . hoo,
S| @) x 7(t)] = Z I (O)F(E)]
Vi visade i exemplet att vektorn 7 (¢) x 7(t) ar 7'(t)h
konstant. Arean som Oversveps av en planet (1)
i solsystemet per tidsenhet ar dérfor
. 1h, _, VSN S .
lim 3 27 (6)h) x 0] = 5177 (1)  7{()

= konstant

Detta ar Keplers andra lag for planetbanorna i solsystemet. Den harleddes empiriskt fran
planetobservationer i borjan av 1600-talet. Vektorn 7 (¢) x 7(¢) dr en konstant vektor som
hela tiden ar vinkelrat mot 7(¢). Detta innbeér att 7(¢) maste ligga i ett och samma plan.
Detta ar ocksa en foljd av keplers andra lag som séger att planetbanorna ar elliptiska.
Att elliptiska banor uppfyller villkoret i exemplet ovan ges av:

7(t) = (acos(kt),bsin(kt)), 7'(t) = (—aksin(kt), bk cos(kt))
7" (t) = (—ak? cos(kt), —bk? sin(kt)) = —k*7(t)

Forelasning 5

Baglangd av en kurva

Lat nu 7(t), t € [a,b], vara en tva- eller tredimensionell kurva, vars komponenter ar
deriverbara funktioner. Vi ska bestdmma langden av kurvan. Precis som nér vi bestamde
baglangden av en funktionsgraf, sa delar vi in parameterintervallet i n stycken delintervall:
a=t- <t <ty <...<t,=>b Pavarje delintervall [¢;_i,t;] kan kurvan approximeras
av |7(t;) — 7(t;_1)], s& kurvans laingd ar minst:

n

Sn = Z [7(t;) — (tica)| =Y

=1

7(t;) — 7(ti-1)

At;
At;

s, ar en Riemannsumma som under vissa villkor pa kurvan konvergerar mot integralen

/bd

Ef(t)‘ dt. Lat nu 7(t) = (z(t), y(t), z(t)) Da géller

SO = 0.0/, 0)] = VO

11



Sa baglangden av av kurva ges av

s= [ VR

Exempel 12. Bestim lingden av kurvan 7(t) = (2cos(t), 2sin(t), 2t%2), ¢ € [0, 2n).
Kurvan ar en spiral kring z—axeln som stracks ut allt mer. Dess léngd ges av:

s = /r\/(—2 sin(t))? + (2 cos(t))? + (¢1/2)%dt = /mdt

— E(4+t)3/2]0 = ;((4+27r)3/2 —8)

Langden av en kurva mellan tva punkter d&r oberoende av val av parametrisering. Ibland
kan det vara praktiskt att vilja baglingden som parameter for kurvan, dvs. 7(s). For att
byta parameter fran den ursprungliga parametern ¢ till baglangden s utnyttjar vi formeln

t
for baglingden s(t) = [ |F/(¢)|dr, ur vilken vi kan 16sa ut ¢ som funkion av s och sitta
to

r(t(s))-

En férdel med att ha baglangden som parameter éar att:

ds s ﬁ: 1 i,]:' s)) =7/ i—
a =IOl = w7 @ ) =T g e

vilket innebar att tangentvektorn alltid ar en enhetsvektor.

Funktioner av flera variabler

Lat D vara en méangd i R™. En funktion av n variabler tilldelar till varje element
(x1,22,...,2,) € D en punkt f(x1,z9,...,2,) € R. Fallet n = 1 har vi studerat i kursen
envariabelanalys. For n = 1 kan funktioner beskrivas geometriskt med grafer. For n = 2
och n = 3, som vi frémst kommer behandla i denna kurs, finns ingen lika bra geometrisk
beskrivning av funktioner.

Betrakta fallet n = 2, sa att f ar en funktion av de bada variablerna x och y. Definitions-
méangden D ligger i xzy—planet och grafen till f ar den tredimensionella punktméngden
{(z,y,2): 2= f(z,y), (x,y € D}. Grafen till f bildar en yta i rummet uppspénd rakt
ovanfor definitionsméngden D.

Om funktionen har en symmetri av nagot slag blir det enklare att rita grafen till denna.
Ett exempel ar radiell symmetri:
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Exempel 13. Skissa grafen till funktionen

fle,y) =In(z® +y°), 0<a®+y* <4
4+ z = 2In(r)
I xy—planet ges avstandet 7 till origo av r? =

2% + 9%, s funktionen kan skrivas
flz,y) = hl(ZUQ + yz) r

= In(r?) | | |

=2In(r), re€(0,2]. 2 4 6 8

S& vi far grafen till f genom att rotera grafen ~ _o |
till z = 21In(r) kring z—axeln.

Det kan vara svart att rita tredimensionella ytor pa ett bra satt. Ett alternativ kan da
vara att rita de sa kallade nivikurvorna f(z,y) = ¢ i xy—planet for olika varden pa
konstanten c.

Den resulterande figuren liknar en topografisk karta (héjdkurvor) 6ver funktionen. Jam-
for aven vaderkartornas isotermer och isobarer.

Exempel 14. Skissa nivikurvorna till funktionen f(x,y) = In(z%+y?) for c = {-2,—1,0,1}.

<

Den radiella symmetrin gor att nivakurvorna
maste vara koncentriska cirklar. Nivakurvan
for ¢ = 0 blir enhetscirkeln. ¢ =1 ger

D
/

= cirkel med radie /e =~ 1.65

?—
\

¢ = —1 och ¢ = —2 ger slutligen

22 4+ y* = e ! respektive 2? 4+ y? = 72 \

Om avstandet mellan c—véardena ar konstant, som i detta exempel, sa betyder glesa
nivakurvor att funktionen fordndras sakta och tita nivakurvor att funktionen fordndras
snabbt, i analogi med hojdkurvor pa en karta.

l=In*+y*) = 2*+y’°=e¢
S
\¢

Om inget annat anges ar definitionsmangden D till en funktion f av n variabler det stors-
ta mangd i R™ for vilken f(x1,xo,...,x,) ar vildefinierat for alla (x1,xs,...,x,) € D.

r+y
x—y

Exempel 15. Bestdm definitionsméngden till funktionen f(z,y) = In

13



r+y

f ar definierad da > (. Beroende pa

r—y
omz —y > 0eller om z—y < 0 far vi tva Yy
olika fall:
r—y>0: x+y>0
r—y
= z4+y>0 = —-zr<y<cz D D
x
r—y<0: x+y<0
r—y

= z4+y<0 = z<y<-z

Olikheten i forsta fallet &r rimlig ndr z > 0 och olikheten i andra fallet ar rimlig nar < 0.

Betrakta nu fallet n = 3. Grafen bestar da av en fyrdimensionell punktméngd som vi
inte kan visualisera. Vi far i allmédnhet néja oss med att hitta eventuella symmetrier och
skissa funktionens nivaytor f(z,y, z) = c.

Exempel 16. Niviytorna till funktionen f(z,y,z) = x* + 2y* + 32% ar koncentriska
ellipsoider med centrum i origo.

Forelasning 6

Gransvarden och kontinuitet

Vi ska nu definiera gréansvirden for vektorvarda funktioner och funktioner av flera va-
riabler. Alla dessa funktioner kan generellt skrivas som en funktion fran R”™ till R? for
nagra positiva heltal n och p.

Till varje punkt & = (x1, 22, ...,x,) € D C R™ ordnar funktionen f ett element
f(Z) € RP. f:s komponenter kan skrivas

—

(@) = (filzr, e, ..o, x0), fa(@r, ooy 20), - (@1, @ ).

Om n =1, p > 1 far vi en vektorviard funktion av en variabel (kurva, yta). Om n > 1,
p = 1 far vi en funktion av flera variabler. For att kunna ta fram en differential- och
integralkalkyl for funktioner fran R™ till R? behover vi en definition av gransvérde.

Definition 11. Lat f vara en funktion fran R™ till R? med definitionsméngd D och antag
att @ &r en inre punkt eller randpunkt till D. Vi sager da att f har gransviardet b € R?

14



om det till varje tal € > 0 finns ett tal § > 0 sa att

'<5};» @) ~Fl<e

—

|7 —d

reD

Detta skrivs lim = b eller f?(_’x) —bdid T — a.
r—a

Man kan fraga sig hur grénsvirdena lim f(Z) och lim f;(Z) ar relaterade. Lat dérfor
T—a r—a

¥ = (Y1,Y2--.,Yp) € R” och notera at y kan skrivas

U =1y1e1 + y2e2 + ... ype, for e; = (1,0,...,0), e2(0,1,0,...,0),...,e, =(0,...,0,1)

Triangelolikheten ger |y] = |yieq + ... + ypep| < |yrer] + ...+ |ypep| = 1] + ... + |ypl-
Samtidigt géller forstas |y] = \/y% s+ Y2 > Jyg =yl foralla i€ {1,...,p}.

—

Sammanfattningsvis far vi, om vi byter ut ¥ mot f(&) — b,

5 =] < [F(@) = b < 1A@) = bl + .+ fo(F) = byl.

Detta innbir att lim f(7) = b precis da lim f;(%) = b; for alla j € {1,...,p}.

r—a r—a
Gréansvéarden for vektorvarda funktioner kan reduceras till gransvirden av de reellvarda
komponenterna. Detta var anledningen till att vi kunde definiera derivatan av en para-
metriserad kurva genom att derivera kurvans komponenter. Under aterstoden av detta

kapitel kommer vi darfor att arbeta med funktioner fran R™ till R.

Funktioner fran R” till R

Grénsvéirden av funktioner av flera variabler uppfyller samma rédkneregler som for funk-
tioner av en variabel. Om lim f(Z) = L och lim ¢(Z) = M, sa galler:
Tr—a r—a

lin (@) + 9(2) = L+ M, lim f(@)gl@) = LM, lim T8 — 2 21 0

For funktioner av en variabel skilde vi pa vinster- och hogergransvirden beroende pa
fran vilket hall som vi ndrmade oss den punkt i vilken vi ville veta gransvardet. Om
vénster- och hogergransvardena sammanfoll, sa var de lika med gransvardet i punkten.
For funktioner av flera variabler kan vi ndrma oss en viss punkt lings oandligt manga
kurvor. Vi kan rimligen inte bestdmma gransvardet langs var och en av dessa kurvor och
kan inte bestamma gransviarden med denna metod. Vi inleder med ett par exempel:

For att visa att ett gransvirde lim f(Z) inte existerar récker det att hitta tva olika, vél
Tr—a

valda kurvos som géar mot @ och for vilka f(Z) ndrmar sig olika varden.
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x
Exempel 17. Visa att gransvardet lim 2—3/2 inte existerar.
(z,9)—(0,0) T° + Y

Vi provar med de bada rata linjerna (x,y) = (¢,0) respektive (x,y) = (¢, ).

. . t*0 . txt 1
Den forsta ger: %gng o 0 och den andra ger 151(1) TR

Grénsvardena ar olika, sa gransvirdet — lim kan inte existera.

(z,y)—(0,0) 22 4 y2

Vi tar ett &nnu knepigare exempel.

4,3

Exempel 18. Visa att gransviardet lim vy

(z,y)—(0,0) m inte existerar.

Vi provar med alla rata linjer (z,y) = (t, kt) respektive (z,y) = (0,t). Dessa ger:
t4(kt)3 , k26 i k22

m-————————=mm-——=11m-—-

t—=0 (t4 4+ (kt)2)2 =0 (t* + k2t2)2 =0 (12 + k?)

For (z,y) = (0,t) och (z,y) = (t,0) ar funktionerna identiskt lika med noll. Gransvérdet

ar noll ldngs alla réta linjer. Lings parabeln (z,y) = (¢,t?) far vi dock griansvirdet:

y t4(t2)2 _y t8
tg% (t4 + (t2)2)2 - tg% (2t4)2 9

=0, k#0

Sa gréansvérdet existerar ej.

Att visa att ett gransvirde existerar ar ofta ganska svart. Ibland kan vi dock reducera
problemet till ett endimensionellt gransvérde.

In(1
Exempel 19. Visa att  lim M

=1 16 >0 > 0.
(z,9)—(0,0) Ty + x3Y3 orrst Y

Vi kan skriva

In(1 + zy) In(1 + zy)

vy + 23y ay(l+ (2y)?)
_ In(1+1¢)

= m (ansétt t = .’L"y)

Vi ser att x och y endast forekommer i kombinationen zy och séitter detta till en ny
variabel. Nér (z,y) — (0,0) sa géller t — 0, och

lim In(1+2y) lim In(1+¢) — lim In(1+1¢) 1

= * =1
(@y)—0,0) xy + x3y3 =0 t(t +12) 50 t 1+ t2

Med hjélp av gransvirdesdefinitionen for funktioner fran R™ till R kan vi nu definiera
kontinuitet. (Fallet R™ — R? behandlas komponentvis).
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Definition 12. Lat f vara en funktion fran R" till R med definitionsméangd D. Vi sager
att f ar kontinuerlig i punkten @ € D om lim = f(a@). f &r en kontinuerlig funktion om
r—a

f ar kontinuerlig i varje punkt @ € D

Fran raknereglerna for gransvirden inses att summan, produkten, och sammansattningen
osv. av kontinuerliga funktioner &r kontinuerlig. For kontinuerliga funktioner fran R™ till
R finns en motsvarighet till satsen om mellanliggande virden. Motsvarigheten till inter-
vall i R™ ar foljande.

Definition 13. En méngd D C R" ar en bagvis sammanhéngande méngd om det for
varje par @, b av punkter i D finns en kontinuerlig funktion Z fran [a, f] till R™ som upp-
fyller Z(o) = @, #(B) = b och Z(t) € DVt € [, ).

Sats 4. Om D C R" dr en bagvis sammanhdngande mdangd och f: D — RP dr kontinu-
erlig sa ar f(D) en bagvis sammanhdngande mdngd.

Forelasning 7: Hopningspunkter, Delfoljder och Cauchy-
foljder

Malet med detta och nésta kapitel d&r att ta fram ett nytt, och starkare, kontinuitets-
begrepp: likformig kontinuitet. Lite vagt kan man siga att en funktion ar likformigt
kontinuerlig pa ett intervall om funktionen &r kontinuerlig och férdndras ungefir lika
‘snabbt’ i alla punkter. Pa vigen kommer vi att behdva definiera och undersoka ett antal
nya begrepp som ar av intresse i sig. Vi kommer att borja med att studera talfoljder i
R™.

Definition 14. Lat {@}°°, vara en talfoljd i R™ och b en punkt i R™. Vi siger att b ér
en hopningspunkt till talféljden {@} om det till varje omgivning N till b finns oandligt
manga index sadan att a, € V.

Vi séger att talfoljden {a,}5°, konvergerar mot b om det till varje omgivning N till b
finns ett tal Ny sé att a,, € N for alla n € Ny (dvs. att gransvirdet av en konvergent
talfoljd &r en hopningspunkt).

Men aven divergenta talfoljder kan ha hopningspunkter.

Exempel 20. Talfoljden {a,}>2, dar a, = sin(%) antar vardena 0,1,0,-1,0,1,0,-1....
Talfoljden oscillerar och ar darfor inte konverget. Den har dock tre hopningspunkter: -1,0
och 1. For varje omginvning N_; av -1, for varje omgivning Ny av 0, och varje omgivning
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Ny av 1, sa géller

a, € N_y forne{3,7,11...} a, € Nyforne {0,2,4...} a,€ N, forne{1,59...}

oandligt manga index oandligt manga index oandligt manga index

Alla hopningspunkter har egenskapen i exemplet oven att genom att vélja ut bara en del
av indexen kan vi fa en ny talfoljd (en delf6ljd av den ursprungliga foljden) som konver-
gerar mot hopningspunkten. Vi visar detta.

Sats 5. Punkten b dr en hopningspunkt till talféljden {a,}>2, omm. det finns en delféljd
av {a, }5°, som konvergerar mot b.

Bevis. Antag forst att b dr en hopningspunkt till talfsljden och 14t N, =N (5, %) vara
omgivningar till b for j€{1,2,3,...}. Varje sdidan omgivning innehaller odndligt manga
a,,. Valj forst ny, sa att a,, € Ny. Valj darefter no, sa att ny > n; och a,, € Ny och sedan
ns sa att ng > ng och a,, € N3 osv.

Vi far en delfoljd {a,, }?2, dér a,, € Ng. Lat ni N vara en godtycklig omgivning till b.
Da finns det ett K sa att N, € N for alla £ > K och foljdaktligen géller a,,, € Nx C N
for alla k > K. Delféljden {a,, }?°, konvergerar mod b.

Omvéandningen &r relativt enkel och hoppas over. O

Innan vi fortsatter studera hopningspunkter behéver vi en viktig definition. Betrakta en
mangd reella tal S som &r uppat begrinsad. Ett av axiomen for de reella talen sager
att det finns en minsta 6vre begransning, kallad supremum, till S. Observera skillnaden

mellan max a och sup a. Det 6ppna intervallet (0,1) har inget maximum, eftersom det
ac acsS

inte finns nagot storsta tal i méngden. Daremot ar talet 1 det minsta tal som ar storre
an alla andra tal i méngden (0, 1).

Vi ska nu visa Bolzano-Weierstrass Stats som visa sig vara mycket anvindbar. Sasten
sdger nar vi kan vanta oss att hitta hopningspunkter.

Sats 6. Bolzano-Weierstrass sats. Varje begransad talféljd i R™ har minst en hopnings-
punkt.

Vi visar satsen i R (se kompendiet for generaliseringen till R™). Ett exempel pa en obe-
gransad talfoljd som saknar hopningspunkter ar {a,}>?; med a, = n.

Bewvis. Vi antar att tolfoljden {a,}32 ; antar odndligt manga olika virden (i annat fall far
vi situationen i exemplet a,, = sm(%), och &r fardiga direkt). Talfoljden ar begransad,

sa a, € [5,7] for nagra B,y € R. Vi delar intervallet [3,7] i tva lika stora delar. Minst
ett av intervallen innehaller oédndligt manga vérden i talféljden. Vi kallar detta intervall
[b1, ¢1]. Dela intervallet [by, ¢1] 1 tva lika stora delar och kalla ett delintervall som innehaller
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odndligt méanga vérden i talfdljden [bq, co]. Vi far en {6ljd av intervall {[b,, c,]}22; med
foljande egenskaper:

B
=
2. [ba, cn] C [ba1,cna] C oo C b1y e] C[B,7]

1. ¢, — b,

3. [bn, cn] innehaller oandligt manga virden i talfoljden.

Méangden @ = {b, : n € N} &r begransad och har ett supremum ¢. Vi vill visa att ¢ &r en
hopningspunkt till talféljden och tar en godtycklig omgivning (t — ¢, + ¢) till ¢. Vi vill
visa att (t — e,t + ¢) innehaller odndligt manga element i talféljden {a,}> ;. Eftersom
t ar ett supremum till Q) sa galler t — e < b, < t for nagot tillrackligt stort n och per

konstruktion t —e < b, < b,,, < t for alla m > n. Om vi nu véljer m sa stort att 7

<e€
sa ser vi att t —e < by, < ¢, < t+ . Eftersom intervallet [b,,, ¢,,,] innehaller oandligt
manga varden i talféljden sa foljer nu satsen. ]

En begriansad talfoljd har alltsa minst en hopningspunkt. Om den har fler &n en hop-
ningspunkt kan den inte vara konvergent, sa en konvergent, begrinsad talfoljd har precis
en hopningspunkt.

Vi ska nu infora ett nytt konvergensbegrepp for talfoljder och visa att det ar ekvivalent
med det vanliga konvergensbegreppet (men kréiver inte att vi vet griansvardet).

Definition 15. Lat {a;,}°2, vara en talfoljd i R™. Talfoljden sidgs vara en Cauchyfoljd
om det for varje e > 0 finns ett tal Ny sa att |a, — a,,| < e for alla n,m > Nj.

Sats 7. En Cauchyfolid i R™ dr konvergent (omvdndningen visas i kompendiet).

Bewvis. Antag att {a,}5°, &r en Cauchyfoljd. Da finns (for e = 1) ett Ny sé att |a, —an,| <
1 for alla n,m > Ny. Detta implicerar:

dn| < |a1 — ang| + |an,| < 1+ |an,| (Sé {as}52y, ar en begrdnsad talfoljd)

Enligt Balzano-Weierstrass sats finns minst en hopningspunkt ¢ och enligt tidigare sats
en delfoljd {an, }7°, som konvergerar mot ¢. Fixera ¢ > 0. Enligt férutsdttningarna finns

3
ett Ny sd att |a,;, —t] < 5 Forallan > N fir vi d:
+

67, — 1] = |5, — ai, + iy — ] < | — | + oz, — 1] <S4S =c

DN ™
DO ™

= lim aq, =t
n—oo
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Forelasning 8: Likformig kontinuitet

I forra kapitlet studerade vi hopningspunkter och kom bland annat fram till att en be-
gransad talfoljd har minst en hopningspunkt. Vi kommer att ha anvindning av denna
sats nér vi i detta kapitel studerar likformig kontinuitet. En funktion f : R™ — RP ar kon-
tinuerlig i ett omrade D C R" om den &r kontinuerlig i varje punkt @ € D. En funktion
f: R™ — RP &r kontinuerligid € D om hm F(@) = f(@) eller, med e —§—formalism:

—

Ve>0, 36>0, VZeD:|7—d<d = |f(@)—f@)|<e.

Nér vi anvanda gransvardesdefinitionen under kursen i envariabelanalys, sag vi att talet
0 berodde pa €. Ju mindre vi valde e, desto mindre var vi tvungna att valja d och vice
versa. Men ofta beror talet § ocksa pa vilken punkt @ vi befinner oss i. I en punkt @ dér
funktionen forandras snabbt maste vi, for ett givet €, vilje 6 mycket mindre &n i en punkt
dar funktionen férdndras langsamt.

Exempel 21. Lat D = [1,00) och betrakta de kontinuerliga funktionerna f(z) = /z
och g(x) = z*. Beror valet av § pa vilken punkt vi befinner oss i?

Lat € > 0 och a € [1,00) vara godtyckliga. Vi ska undersoka vilket § > 0 vi ska vélja for
att vara sokra pa att |f(x) — f(a)| < e.

e e |V VOWE T V)

|z —af
2

Det foljer att om vi viljer § = 2¢ sd implicerar |z—a| < 0 att | f(z)—f(a)| < @ < g =

r—a

|f(x) =

¢ som Onskat. Vi kan alltsa vélja § oberoende av a. Anledningen ar att funktionskurvan
‘planar ut’ och forandras allt langsammare.

Lat aterigen € > 0 och a € [1, 00) vara godtyckliga och undersok vilket § > 0 vi ska vélja
for att |g(z) — g(a)| < e.

l9(z) = g(a)| = |2* — a*| = [(z + a)(z — a)| = |z + al|z — qf

Termen |z — a| kan begrénsas genom att vélja J litet, men hur litet vi an véljer J, sa kan
anda |g(x) — g(a)| bli godtyckligt stort om a € [1, 00) ar tillrdckligt stort. Valet av § beror
saledes pa a. Om a ér litet kan vi véilja 6 mycket storre 4&n om a ar stort. Detta beror pa
att funktionskurvan far allt brantare lutning.

Om vi kan vélja ¢ oberoende av a € D, sa sidger vi att funktionen &r likformigt kontinu-
erlig pa D. Mer formellt har vi f6ljande definition:

Definition 16. Lat D C R™ och f: D — RP. Vi siager att f ar likformigt kontinuerlig
pa D om det for varje € > 0 finns ett 6 > 0, sa att det for alla x,y € D géller att:

lz—yl<d = |f(x)-fly)l<e
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Man kan fraga sig om det finns nagra generella villkor som avgér om en kontinuerlig
funktion pa ett omrade D ocksa ar likformigt kontinuerlig. I exemplet ovan var omradet
begransat och da var den funktion vars lutning var begransad likformigt kontinuerlig.

Betrakta nu en kontinuerlig funktion pa ett begriansat omrade. Om omradet ar 6ppet
kan funktionen mycket vil vara obegransad. Ett exempel ges av f(x) = — pa intervallet
x

(0,1). Det ar relativt latt att visa att denna funktion ar kontinuerlig men inte likformigt
kontinuerlig pa det givna intervallet. Om omradet ddaremot ar slutet, dvs kompakt, sa
kan man visa att virdeméngden till en kontinuerlig funktion dr kompakt (Sats 3.2 i kom-
pendiet) med hjalp av Bolzano-Weierstrass sats. Det visar sig att kontinuitet da medfor
likformig kontinuitet.

Sats 8. Lat K wvara en kompakt mdngd i R™ och lat f : K — RP vara kontinuerlig. Da
ar f likformigt kontinuerlig pa K.

Bewvis. Vi visar detta med ett motségelsebevis och antar darfor att K dr kompakt och
att f ar kontinuerlig men samtidigt inte likformigt kontinuerlig pa K. Det sistnamnda
betyder att det finns ett ¢ > 0 sadant att hur litet vi dn véljer 6 > 0, sa kan vi hitta
tal 7, € K sa att | — y] < 6 men |f(Z) — f(¥)] > . I synnerhet kan vi hitta tva
punktfoljder {z,}>2; och {y,}>2; som uppfyller

L 1 - .
’xn - yn| < n och |f(xn - f(yn)>| > €.

Talfoljden {z,}>°, ar begriansad (z;, € K) och har, enligt Bolzano-Weierstrass sats, en
hopningspunkt . Dirmed har {27,352, en delféld {z;; }3°, som konvergerar mot € K.
Fér motsvarande delfoljd {y,, }7>; nu {y,}o2, géiller:

— — — — 1 —
|ynk_ﬂS|ynk_mnk|+|xnk_ﬂSn_k+|l‘nk_ﬂ

Bada termerna i hogerledet blir godtyckligt sma for tillriackligt stora varden pa k. Dér-
med konvergerar dven {y,, }7>, mot ¢. Eftersom f ar kontinuerlig sa géller det &ven att
f(@,,) — f(t) och att f(¢f,, — f(1)). Fran detta kan vi komma fram till en motsigelse,
ty vi har

0 <e < |f(@n) = f@Gu)| = [FE) = fB)] =0

och en talfoljd som jamt ar storre an ett positivt tal kan inte konvergera mot noll. O

Nér vi diskuterade integraler under kursen envariabelanalys, sa ndmnde vi att kontinu-
erliga funktioner pa slutna, begransade intervall ar integrerbara. Detta beror pa att de
ar likformigt kontinuerliga. En funktion f ar integrabel pa ett intervall [a,b] om det for
varje € > 0 finns en partition P av [a,b] sa att U(f, P) — L(f, P) < e, dar

M= s ([0} mi= it {f(2)}
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En kontinuerlig funktion pa ett kompakt intervall ar likformigt kontinuerlig, sa det finns

2
ett ¢ sa att for alla z, y € [a, b, s& galler |f(z)— f(y)| < — Om vi véljer partitionen P
—a

sa att max{Ax;} < d, sa vet vi med sikerhet att M; —m; < ﬁ och detta implicerar

n

U(f,P)— L(f,P)= Z(Ml —mi)(x; — i) < c Zazz — X1 =€

; b—a*
=1 _
—_———
b—a

Vilket i sin tur implicerar att funktionen f ar integrabel.
Forelasning 9
Partiella derivator
Ett enkelt sitt att studera en funktion f(xy, 2o, ..., x,) av flera variabler ar att undersoka

hur varje variabel for sig paverkar funktionen. Vi fixerar darmed alla variabler utom en
och betraktar funktionerna:

f(z1,a9,as,...,a,), flay, zo,as, ..., a,), flay, ... an_1,2,)

Geometriskt innebar detta att vi studerar funktionens beteende lings rdta linjer som
ar parallella med koordinataxlarna. De n funktionerna ovan ar vanliga funktioner av en
variabel och vi kan definiera deras derivator pa vanligt sétt. Lat nedan €; vara den j :te
standardbasvektorn.

Definition 17. Lat @ vara en inre punkt i definitionsmangden D(f) till en funktion
f:R" = R. Om griansvardet

lim f(@+ he;) — f(a) _ lim flar,...,aj-1,a;+ h,ajiq, ... a,) — fla1,...,an)
h—0 h h—0 h

existerar sa sager vi att f ar partiellt deriverbar med avseende pa variabeln z; i punkten d.

Gransvirdet betecknas f}(a@) eller g—f(cf) och kallas den partiella derivatan med avseende
Ly

pa x; i punkten a.

Om alla partiella derivator f}(@), j € {1,...,n}, existerar si sigs f vara partiellt de-
riverbar i @. De partiella derivatorna kan anvindas for att definiera funktioner f; vars
funktionsvéirde i en punkt ¥ ges av den partiella derivatan f}(%). Vid partiell derivering
betraktas alla variabler, utom den man deriverar med avseende pa, som konstanter. Par-
tiell derivering ar darmed egentligtn derivering av en funktion av en variabel, sa samma
deriveringsregler galler som for funktioner av en variabel.
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T
x—i—y'

Exempel 22. Bestam f{(x,y) och fi(z,y) for f(z,y) =
For att bestamma f{(x,y) betraktar vi y som en konstant och far:

1*(:1:'+y)—1>|<a:: Y
(x +y)? (z +y)?

filz,y) =

For att bestamma f5(z,y) betraktar vi z som en konstant och far, med omskrivningen
fla,y) =z(z+y) "
x

folx,y) = x(=1)(x +y) (1) = NCESHE

Fran ovanstdende exempel ser vi att funktionen f(z,y) ar en 16sning till den partiella
differentialekvationen

of = of of ~ of Yy T _
Tor Yoy =V W Tar TVg, T ((x+y)2)+y<_(w+y)2)_o

Man kan faktiskt visa att alla funktioner pa formen f(z,y) = g(¥) léser den givna
partiella differentialekvationen. Kedjeregeln ger namligen

fg

o IO 2O\ or ot

= 2> +y
TIOFTORIC NN B

Notera vidare att om en partiellt deriverbar funktion f(z,y) uppfyller f{(z,y) =0, V(z,y) €
R? s& ér f oberoende av x, dvs. f(z,y) = p(y) for ndgon funktion ¢.

I kursen envariabelanalys visade vi att en deriverbar funktion ar kontinuerlig. En partiellt
deriverbar funktion av flera variabler bahover dock inte vara kontinuerlig, vilket nasta
exempel visar

Exempel 23. Funktionen f ar definierad som f(z,y) = Tyz for (z,y) # (0,0)
Z )

och som f(0,0) = 0. Funktionen &r partiellt deriverbar utanfér origo med ocksa i ori-
go eftersom det &r identiskt lika med noll pa koordinataxlarna. Alltsa géller f;(0,0) =
15(0,0) = 0. Funktionen ar dock inte kontinuerlig eftersom nar vi narmar oss origo langs
linjen y = x sa far vi gransvardet

. txt 1
hm f(t.1) =l s =5 7 0

som ar skilt fran funktionsvardet i origo.

Partiell deriverbarhet ér darfor ingen lamplig flerdimensionell motsvarighet till deriver-
barhet i en variabel och vi hittar nedan en battre motsvarighet.
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Differentierbarhet

Om en funktion av en variabel ar deriverbar i en punkt a och dar har derivatan f'(a), sa
innebér det att

w(h)

i LI gy, (TS0 )

h—0 h h—0

Funktionen o(h) ar definierad for alla h # 0 sadana att f(a + h) € D(f), och uppfyller
}llirré o(h) = 0. f ar alltsd deriverbar i punkten a om det finns en konstant A och en
H

funktion ¢(h) sadan att

fla+h) = f(a) = Ah+ @(h)h, dir lim o(h) =0
—
Om vi kallar a+h for x, sa far vi h = z—a och f(x) = f(a)+ f'(a)(x—a)+¢(x—a)(x—a),
sa termen ¢(x — a)(z — a) blir felet vid linjar approximation av funktionen f. Vi utvidgar
denna definition till flera variabler.

Definition 18. Lat @ vara en inre punkt i definitionsméngden D till en funktion f av n
variabler. Visager att f ar differentierbar i punkten @ om det finns konstanter Ay, ..., A,
och en funktion p(h) sadan att

F@+h) — f(@) = Aihy + Ashy + ... + Ay + @(B)|R|  dér lim (k) =0

h—0

Precis som konstanten framfér h i det endimensionella fallet var derivatan f’(a), sd ér
konstanterna A;, ..., A, i det flerdimensionella fallet de partiella derivatorna av f. For
att visa detta kan vi satta h = te; och far da

[(@+18) — f@@) _ Ayt
t

£}

+ p(te;) —A;, dat—0

Men enligt definitionen av partiell derivata &r ovanstdende gransvirde lika med f}(a).
Alltsa géller:

Sats 9. En differentierbar funktion dr partiellt deriverbar och A; = fi(a), j€{1,...,n}

Sats 10. En differentierbar funktion dr kontinuerlig.

Beuwis.

lim f(3+ h) = f(@) + lim (Aihy + ..+ Auho + o(R)[R]) = £(@)

h—0
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Forelasning 10

Differentierbarhet (forts.)

I forra kapitlet sade vi att en funktion f(xz,y)var differentierbar i en punkt (a,b) om det
fanns konstanter A; = f{(a,b), As = fi(a,b) och en funktion ¢ sadan att

fla+h,b+k)— f(a,b) = fi(a,b)h+ fy(a,b)k + Vh% + k2p(h, k)
——— e N N — N ~ <
f@+h) f@) Arhy Azha |kl (R

dir lim @(h,k) =0.Lat nu x = a+ h, y = b+ k, sa vi far f6ljande uppskattning av
(h,k)—(0,0)
flz,y):
f,y) = fa,b) + fila,b)(z — a) + f5(a,b)(y — b) + Vh? + k*o(h, k)

Tangentens motsvarighet i tva dimensioner blir tangentplanet

2= f(a,b) + fi(a,0)(z — a) + fo(a,b)(y — b)
Exempel 24. Bestam tangentplanet till paraboloiden z = x? + 2y* i punkten (1,1, 3).

Funktionen f(z,y) = x? + 2y* ar differentierbar (motivering nedan) och har partiella
derivator fi(x,y) = 2z samt f5(z,y) = 4y, vilket ger fi(1,1) = 2 och fi(1,1) = 4.
Tangentplanet har siledes ekvationen

z2=34+2x—-1)+4y—-1) = 2x+4+4y—2z=3

Normalvektorn till ett plan med ekvation ax + by + cz = d ar ju (a,b,c), sa fran tan-
gentplanets ekvation fi(a,b)x + fy(a,b)y — z = d inses att funktionsytan z = f(x,y) i
punkten (a,b, f(a,b)) har normalvektorn

n= (fi(avb)a fé(a’v b)v _1>’

Tangentplanet kan anviandas for att gora linjar approximation av en funktionsyta. Vi
aterkommer till detta senare néar vi tar upp Taylorapproximationer av funktioner av flera
variabler.

En differentierbar funktion var partiellt deriverbar och kontinuerlig. Foéljande sats ger
tillrackliga villkor for att en funktion ska vara differentierbar.

Sats 11. Lat f vara en funktion man n variabler med éppen definitonsmdngd D. Om
f ar partiellt deriverbar och de partiella derivatorna fi, ..., f) dr kontinuerliga, sa dr f
differentierbar pa D.
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Bewvis. Vi visar satsen for funktioner av tva variabler och vill uppskatta

fla+h,b+k)— f(a,b)
=fla+hb+k)—fla,b+Fk)+ fla,b+ k) — f(a,b)

[

g

—a(t)=f(at+tbrk) — B(t)=f (a,b+1)
Medelvérdessatsen for funktioner av en variabel ger:

a(h) — a(0) = (h— 0)/(61h) = hfi(a + 6:1h, b+ k)
B(k) — B(0) = kfs(a, b+ 0:2k)

for nagra 61,0, € (0,1). Eftersom f] och f} &r kontinuerliga, s& finns det funktioner
v1(h, k) och ps(h, k) som uppfyller

fila+01h,b+ k) = fi(a,b) + o1(h, k) f5(a,b+ 0sk) = fi(a,b) + 2(h, k)
déar ¢1(h, k) — 0 och ps(h, k) — 0 da (h, k) — (0,0) Alltsa far vi

— AT (1K)

Hogre ordningens derivator

Om de partiella derivatorna av en funktion f av n variabler i sin tur ar partiellt deriver-
bara, sa kan vi definiera andra ordningens partiella derivator

9 (of . -
oz, = fji fe 1,... _
0z; (3@) ji ford,je{l,...,n} osv

Exempel 25. Bestam andra ordningens partiella derivator av funktionen f(z,y) = xy+
In(zy?)

1 1 2

fi=y+—y" fi=z+—2ry=x+-

ry zy Yy

1 2

"o __ " __ no__ "o __
fxx__; fyx_l fry_]- fyy__?
Vi kan dven berdkna tredje ordningens partiella derivator, exempelvis f” = — och
J g

rTT
T3
"

syz = 0 OSV.

"

I exemplet ovan var de blandade partiella derivatorna f;,

tillfallighet som féljande sats visar

och f7 lika. Detta ar ingen

26



Sats 12. Lat f vara en funktion man n variabler med definitionsmdangd D. Om alla par-
tiella derivator upp till och med ordning k dr kontinuerliga, sda dr alla blandade derivator
av ordning k lika.

Beviset ar relativt likt beviset av att en funktion med kontinuerliga partiella derivator ar
differentierbar och bygger pa medelvardessatsen (bevis i kursboken). Andra ordningens
partiella derivator forekommer i manga partiella differentialekvationer. En viktig sadan
PDE ar Laplaces ekvation
Pu u

0? o? o?
+ - =0 1iR? respektive “ 4 4

— =0 iR?
or?  Oy? 0x? + 0y? + 022 !

Losningar u(x, y) respektive u(z, y, z) till Laplaces ekvation kallas for harmoniska funktio-
ner. Laplaces ekvation anvéinds for att beskriva system i jamvikt. Givet att temperaturen
pa randen 0D av en kropp ges av en kand funktion f(x,y) sd kommer temperaturen
i kroppens inre u(z,y) i jaimvikt att vara 16sningen till det sa kallade Dirichletproble-
met

Pu 0
ox2  Oy?
u(z,y) = f(z,y)

0

Exempel 26. Lat D = {(z,y) € R? : 1 < 2® + y* < 4} och anta att u(z,y) = 1 pa
22 4+ y? = 1 samt att u(z,y) = 2In(2) pd 2% +y? = 4.

Dirichletproblemet ovan har l6sningen u(x,y) = In(z*+y?). Vi ser direkt att randvillkoret
ar uppfyllt. Vidare géller

1
u, = R y22x
1 42
== 24 % (—1) 2z = -
Uzz 22 + 12 + 2x( )xz_'_yz r 2 4+y2 (22 +y2)?
0% N Pu 2 4a? N 2 4qy?
022 02 2412 (2412?22 +y2 (22 +42)?
4 2?2 + y?

x2+y2 <x2+y2)2

Harmoniska funktioner har manga intressanta egenskaper. Exempelvis antar harmoniska
funktioner alltid maximum och minimum pa randen av omradet (rimligt med tanke pa
temperaturtillimpningen). Vidare &r medelvardet av en harmonisk funktion pa en omgiv-
ning N (@, 0) eller pa ytan ON(d,0) alltid lika med funktionsvérdet i punkten @. Slutligen
ar alla begransade harmoniska funktioner definierade pa hela R™ konstanta.
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Forelasning 11: Kedjeregeln

d
Den endimensionella kedjeregeln séger att pr flg(t)) = f'(g(t)g'(t). Om vi infér beteck-

ningarna u = f(v), v = g(t), sa kan kedjeregeln ocksa skrivas

du  dudv
— = —— t):R—-R
it~ awa 0
Den endimensionella kedjeregeln kan ocksa anvéndas for partiell derivering av funktioner
av typen f(g(t1,...,t,)), eftersom nér vi deriverar partiellt, sa fixerar vi alla variabler
utom en. Alltsd giller, med t = (t1,...,t,),
, Oou  Ou Ov "
g(t)) = f’(g(f))g;(ﬂ alternativt g " Gyj g(t) :R*"—= R
Ju  Ou
Exempel 27. Bestam alla losningar till den partiella differentialekvationen x— 5 —|—ya— +
z Y

z% = u som har formen u(z,y, z) = f(y/2? + y?> + 22) (radiell symmetri).

z

Satt u = f(r), r = /22 + y?> + 22. Kedjeregeln ger nu:

du  Ouor or Ou  OQuor . Or Ou Oudr ,, or

e oror e T aay ey @ ares e
Vidare galler:

or 1 1/2 x x
-z 2y — ——
ox 2(:(: Tyt ) 2 [e2 12+ 22 T
or 'y Oor =z o
a1 92 r (av symmetriskél)
22 a0 2 ) = T
$8$ y@y Zaz_x 4 : r -

sa differentialekvationen kan skrivas rf'(r) = f(r), vilket ar en separabel ordinér diffe-
rentialekvartion mad losningen

/ Vo [T o wm(f(r) = Inr) + € = f(r) = 014C = Dy

Betrakta nu en sammansatt funktion pa formen f(g(t)) = f(g1(t), ..., gn(t)). Kedjeregeln
har da foljande utseende:

Sats 13. Lat f wvara en differentierbar funktion pa D C R™ och lat ¢1,...,g, vara
deriverbara funktioner pa ett intervall (a,b). Om g(t) € D for allat € (a,b), sa ar f(g(t))
deriverbar pa (a,b) och

—

CI@0) = TG+ + 5030
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eller med u = f(v), U= g(t):
Ou  Ou 8U1 P %%
ot ov ot T ov, ot

f(gt+ k) — f(g1))
k

Bevis. Vi undersoker gransvardet av differenskvoten . Eftersom f

ar differentierbar, sa vet vi att

f(@+ Zfl Jhi + [hl(h), - dar lim o(h) = 0

— —

Satt nu & = g(t) och h = g(t + k) — g(t), sa att &+ h = g(t + k). Da far vi:

f(g(t+ k) — f(5(0)) ifﬁh il E:Z g SER —g®) Al
Nk — k k

— 4 (5®)) —ai®)

Det aterstar att visa att resttermen gar mot noll da £ — 0. Da k — 0 sa gar h—0
(g; deriverbara och darmed kontinuerliga) och da &ven ¢(h) — 0. Vidare géller

hl |Gt +k) — gt , h
R _ 3R =000 g, = o, s Bl -0

d
Exempel 28. Bestam Ef(g'(t)) for f(xy,x9,x3) = 2123 + cos x5 och
3(t) = (sin(t), 2, n(2 +°1)).

Vi kan anvanda kedjeregeln och far da:

@) =R @06 (1) + RO + H@D)5h0)
[f1(Z) = 23, [3(Z) = —sinzg, f4(Z) = 21]
—In(#* 4 1) cos(t) + (—sin(t*))2t + sin(t)%

Vi kan ocksa bestdmma den sammansatta funktionen f(g(t)) och derivera den som en
funktion av en variabel:

f(G(t)) = (sin(t)) In(t* 4+ 1) + cos(t?)
d

= S (1)) = cos(r) I + 1) + sin<t)ti

i 2t sin(t?)

I exemplet oven var det mer invecklat att anvianda kedjeregeln. Mad hjélp av kedjeregeln
kan vi dock lésa vissa problem utan att kdnna till bada funktionerna f och §(t) explicit.
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Exempel 29. Lat f(x,y) vara en differentierbar funktion som léser differentialekvationen
LOf _ of .
o y@y

kvadranten.

i forsta kvadranten. Visa att f ar konstant pa alla hyperbler zy = c i forsta

I detta fall kdnner vi inte f explicit, utan vet bara att f loser en viss differentialekvation.
c c

Vi vill veta f pa alla kurvor y = —, x > 0 och satter darfor f (x, —). Kedjeregeln ger:
T T

ol (m5) =i (m ) o1 (o) () = 2 (ot (2 5) - 244 ()

Den givna differentialekvationen ger nu att zfi(x,y) — yf5(z,y) = 0, vilket for y =

IS Ee

d c
ger att parametern i uttrycket ovan ér noll. Darmed foljer att T f (x, —) = 0och f ar
x

c
konstant langs y = —

Den mest generella kedjeregeln far vi nar g(t) ar en vektorviard funktion av n variabler,
dvs. §(t) = (gi(tr, ..., tn), ... . gp(t1, ..., ty)). Genom att kombinera de bada foregaende
varianterna av kedjeregeln far vi:

§(0) = Fi@0) 22 +

eller med u = f(v), v = ﬁ(f)
ou ou 81)1 ou 81)2 Ou v,
= e
8t (%1 875 31}2 81& a’Up 815]
Sa fort som den inre funktionen ar vektorvard far vi i kedjeregeln en summa med lika

manga termer som dimensionen pa de inre funktionen. Ibland kan beroendet mellan va-
riablerna vara mer invecklat som i nésta exempel.

(§(1)) gp forje{l,...,n},g: R" - RP

Exempel 30. Lat f(x,y,v), fir x = g(u,v) och y = h(u,v), sa att f har ett direkt
beroende av variabeln v och tva indirekta beroenden av variabeln u (via funktionerna g

0
och h). Bestam %f(:v,y,v)
Kedjeregeln ger:

0 , Jdr dy
%f(:v,y,v) = fl(x7yav) % +f2(l'7yav) % +f3(l‘,y,1))
s e
9o (u,v o (u,v

Den generella kedjeregeln ar ofta anfandbar for att avgéra hur olika partiella derivator
forandras ndr man byter variabler. Exempelvis an man visa att Laplaces ekvation i tva
dimensioner

Pu 0%u Pu  10u 10%u

—— 4+ —— = 0 i polara koordinater &r — + —— + ——= =0

dz?  0y? or?2  ror 12062
(vilket direkt ger att 2In(r) &r harmonisk).
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Forelasning 12: Gradient och riktningsderivata

De partiella deriatorna séger att var for sig hur en funktion av n variabler forandras
langs en rat linje parallell med nagon av koordinataxlarna. Vi vill kunna avgora hur en
funktion fordndras langs en godtycklig rat linje, dvs. i en godtycklig riktning. Féljande
vektor visar sig da vara anvindbar.

Definition 19. For partiellt deriverbara funktioner f av n variabler definierar vi gradi-
enten av f i punkten ¥ som

of

grad f(7) = <—<*) o7

’ 8:62

0xy 7 Oy,

(@) of (f)) (betecknas dven V f(T))

Gradienten ar ett vektorfalt (en funktion fran R™ till R")

Exempel 31. Berikna Vf(7) for f(Z) = |Z| = /22 + 2.

De partiella derivatorna ar:

0 1

—f = —(m%+x§)_% ¥ 2x] = _n x—j

0

8_f — % (av symmetriskél)
€T i

Sa gradienten blir:

- [ X1 X2 _i _i
Vf(Z) = (H,E) = (71, 12) =

7] |z

Nivakurvorna till funktionen i exemplet &r cirklar med centrum i origo. Gradienten till
funktionen ar alltsa vinkelrdt mot funktionens nivakurvor. Detta géller allméant for funk-
tioner av tva variabler.

Sats 14. Lat f(x,y) vara en funktion av tvd variabler med kontinuerliga partiella deri-
vator. Om V f(a,b) # (0,0), sa ar V f(a,b) vinkelrdt mot den nivikurva till f som gar
genom (a,b)

Bevis. Lat (x(t),y(t)) vara en parametrisering av nivakurvorna till f som gar genom (a, b)
och antag att z(0) = a, y(0) = b. For alla ¢ nara noll ar alltsa f(z(t),y(t)) = f(a,b).
Kedjeregeln ger

0 = F((t),u(t)) = FCr(e),w)a’(6) + F3C(e) y())y' 1)
SV (1), 9(1) - (1), /(1) = 0.

Vektorn (2/(t),y/(t)) ar en tangent till nivakurvorna, sa gradienten maste vara vinkelrat
mot nivakurvan. n
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Pa samma séatt kan man visa att gradienten till en funktion av tre variabler ar vinkelrat
mot funktionens nivaytor. Med ett liknande resonemang kan vi ocksa visa att om gradi-
enten av en funktion men n variabler ar noll i ett omrade sa ar funktionen konstant pa
omradet (jamfor att om derivatan av en funktion av en variabel &r noll s& ar funktionen
konstant). L&t D vara ett bagvis ssammanhingande omrade och antag att Vf () = 0 for
alla £ € D. Da finns det, for varje par av punkter o_i,l; € D, en deriverbar kurva Z(t),
sadan att Z(0) = @ och #(1) = b. Dérmed gller:

% (Z(t) = fL@0)21(8) + ... + fL(@ (1)), (1)
= Vf(@() - (F1(@1), ..., @(t) =0
Vilket implicerar:
1. f(Z) ar konstant 2. f(@) = f(b), VabeD

Gradienten kan ocksa anvindas for att betsimma hur en funktion forandras langs en god-
tycklig rét linje £ = @ + tU' (och inte bara lings koordinataxlarna). Vi antar att |0 = 1],
dvs att linkens riktningsvektor &r normerad.

Definition 20. Derivatan av funktionen f i punkten a i riktningen ¥, |0] = 1, definieras

() — i FE 1)~ F@

v t—0 h

(7= ¢€j ger fj(a))

Sats 15. Om f dr en differentierbar funktion och U,|0| = 1 en given riktning, sd dr

fia) = Vi (@) -7

Bevis. Satt ¢(t) = f(d + tv), sa att ¢ beskriver f:s beteende kring linjen @ + tv. Vi ser
att

f2(@) = tim 2D =20 _ g

v t—0 t

Samtidigt ger kedjeregeln:
O'(t) = fi(@+to)vy + ... fl(@+ t0)v, = Vf(d+t0) - T
[

Ansétter vi ¢t = 0 i ovanstaende formel, sa foljer f.(a) = V f(@) - v. Anvander vi Cauchy-
Schwarz olikhet pa formeln for f.(a), sa far vi:

f5(@)] = |V f(@) - 0] < [Vf(@)||v] = |V f(@)]

med likhet precis s& v och V f(@) &r riktade at samma hall. Riktningsderivatan blir alltsa
som storst i gradientens riktning. Vi kan dra foljande slutsatser:
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« En funktion véxer snabbast i riktningen V f(a@) och tillvixten &r i denna riktning
IV f(a)].

o En funktion avtar snabbast i riktningen —V f och avtagandet dr i denna riktning

IVF(@)]-

2

Exempel 32. Antag att funktionen f(z,y,z2) = 5 beskriver temperaturen i ett

z
x? +

omrade i rummet. Antag att vi befinner oss i punkten (1,1,1). Hur fordndras tempera-
turen da i riktningen (1, 1,1)? I vilken riktning férdndras temperaturen snabbast och hur

stor ar temperaturfordndringen i denna riktning?
Vi deriverar funktionen partiellt for att bestdmma gradienten:

of
ox

Lo 2 ooy 2w of _ 2z  Of 22
=2 (=" +y7) 7 2r) = (22 +y2)2"° Oy (22 +92)2 Oz a4 y?

2% 1 %12 2%x1%1%2 2x1 1 1
:vf(17171) = _(12+12)27_(12+12)27 12+12 = _57_571

1
Vektorn (1,1, 1) kan normeras till %(1, 1,1). Riktningsderivatan i denna riktning ar
1 1 1 1
' = T = = _—, — = [—
f%(u,l)(l,l,l)—Vf(l,l,l) (1,1,1) = ( 5 271) \/3(17171>
1 1 1
=—(——*1—§*1+1*1):o

V3 2

sa temperaturen fordndras ej i denna riktning. Den maximala temperaturférandringen

w

1
sker i gradientens riktning, dvs. i riktningen (—5, —5 1) . Storleken av denna tillvaxt ar

wranl=| (<551 - V[T
3 6

]_: _ = —

-
4 2 2

by
4

Las i kursboken om relationen mellan gradienten och tangentplan.

Forelasning 13: Inversa- och Implicita funktionssat-
sen

Vi sag i forra kapitlet att gradienten spelade samma roll for funktioner av flera variabler
som derivatan for funktioner av en variabel. Motsvarande for en vektorvird funktion
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y=[(@):R" = R™,
yr = fi(zy, ... o) %
= X 5 ;xn £l s
Y2 = falan ir Jacobimatrisen Df(7) = |
o1,
ym:fm(xh”'axn) axl

—

Jacobimatrisen dr en m X n-matris dar j:te raden i Df(Z) ar V f;(Z).

df1
o0z,

Ofrm
o0z,

Med hjalp av

Jacobimatrisen kan kedjeregeln for en sammansatt funktion uttryckas med hjilp an en

matrismultiplikation. Lat & = §(#) : R? — R™, och § = f() : R" — R™ s

991 991 of ofi
Oty oty B Oy Oxy,
Dg(t) = | : |, Df@ = :
9gn 9Yn Ofm Ofm
8751 atq 8$1 8%
D(f o §)() = D(§(#)Dg(E)
Matrismu‘lgiplikation
(fo §)(t) ar en funktion fran RY till R™. Enligt kedjeregeln &r %(fo 7)i(
J
0 » _ 3fi(!7(£)) 391(7;) 8]2(57(5)) agn@
oo == T T o oy,

B

och detta &r precis resultatet pa rad ¢ och kolonn j i matrismultiplikationen ovan.

= 0
Exempel 33. Bestam Jacobimatrisen till avbildningen {9‘7 r cos(6)

y = rsin(0)
Eftersom
ox ox
— =cos(f) — = —rsin(f
or @) 90 ) o : . cos(f) —rsin(0)
far vi Jacobimatrisen )

sin(f)  rcos(0)
% _ sin(6) % _ rcos(f)
or 00

Betrakta nu en funktion f : R" — R” (som i ovanstaende exempel). For linjara avbild-
ningar iy = AZX vet vi fran den linjara algebran att viktiga egenkaper hos avbildningen
kan harledas fran determinanten av matrisen A. Vi ska nu se att determinanten av Jaco-
biamatrisen kan ge viktig information om de lokala egenskaperna hos en funktion f Lat

for enkelhetens skull f : R?2 — R2. Ponera en rektangel vars hérn ligger i

(CLl,O,Q), ((11 +h1,a2), (CLl,CLQ +h2) och (CL1 —|—h1,(12 +h2)

34



Arean som innesluts av denna rektangel ar hihs. f ordnar rektangelns horn enligt foljan-

de:
fi(ay,az)
(ay,as) — (f;(ai,az))
dfr
fl(al—l—hhaQ)) N f1(&1,a2)+a—1(a1,a2)h

(G +h @ ) — (
Lo, B2 falar + hy, az) f2(@1,@2)+%(a1’a2)h

Oy

filar,az) + i(ch az)hs
(a1,as + hy) — (fl(al’ a + h2)) ~ ’ (ng 7

f2(a17a2+h2) f2(a1’a2)+a_(aha2)h2

T

m% hy 221 ofi B
Area =~ (g% gZJCc? = hihy |Df(Z)
Yor, ax2

—

sa areaforstoringen av en avbildning ar det(Df(Z)) (jamfor med det(A) for linjara av-
bildningar).
Definition 21. Determinanten av Jacobimatrisen for en funktion § = f(Z) : R* — R”
Y1, Yn .
U SES ) eller ibland bara J(¥)

(X1, ..., Ty)

En linjér avbildning 4 = AZ ar inverterbar om determinanten av matrisen A ar nollskild.
Pa liknande sétt galler foljande lokala sats for funktioner.

kallas Jacobianen av f och betecknas

Sats 16. Inversa funktionssatsen. Lat f R™ — R™ med kontinuerliga partiella derivator
i en omgivning till punkten ae D(f ) Om J(c?) # 0, sa finns oppna omgivningar U och
V till @ respektive f(a@) sd att funktionen f(Z) dr inverterbar pd U och inversen f~(Z)
har kontinuerliga partiella derivator pa V.

Inversa funktionssatsen sédkerstéller bara att inversen existerar lokalt, &ven om Jacobia-
nen ar nollskild pa hela definitionsméngden.

x = rcos(0)

Exempel 34. For avbildningen { som vi for tillfillet definierar pa 0 <

y = rsin(6)

5
r<1,0<6< 7” s géller:

J(&) =

cos(f) —rsin(6 )‘
sin(f)  rcos(6)

= rcos?(A) — sin(0)(—rsin(A)) = r cos?(0) + rsin(0)

pa hela definitionsméngden. Inversa funktionssatsen sidkerstéller existens av en lokal in-
vers, men ingen global invers eftersom (r,0) = (r, 0 + 2m).
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Observera att identitetsavbildningen har enhetsmatrisen som Jacobimatris och ddrmed
Jacobian 1. Alltsa géller:

kedjeregeln produktregeln fér determinanter
— —

1 =det(D(f' o f)(&) = det(Df 1P Df(Z) = (det Df (7)) (detD f(7))

sa inversens Jacobian ar det inverterade vardet av funktionens Jacobian. Vi sag i kursen
envariabelanalys att det finns funktioner F(z,y) = 0 for vilka vi inte explicit kan losa
ut y som en funktion av z. Ett exempel pa detta ar 22 + y? = 1. For de flesta punkter
(x,y) pa kurvan kan vi dock 16sa ut y som funktion av z lokalt. For alla punkter pa
kurvan som uppfyller y > 0 géller ju y = v/1 — x? i en omgivning av punkten och for
alla punkter som uppfyller y < 0 géller y = —v/1 — 22 i en omgivning. I punkterna (1,0)
och (—1,0) kan vi inte ens lokalt skriva y som funktion av z eftersom kurvan hér ar helt
lodrét (dock kan vi skriva x som funktion av y). Gemensamt for bada dessa punkter ar
att Fj(a,b) = 2b = 01 dessa punkter. Vi har ddrmed resonerat oss fram till ett specialfall
av implicita funktionssatsen.

Sats 17. Implicita funktionssatsen. Betrakta féljande ekvationssystem

_0 och en punkt P = (a1, ...,am,by1,...,b,) som uppfyl-
- ler ekvationssystemet. Antag att funktionerna F; har
=0 kontinuerliga partiella derivator ndra P och antag vi-

Fl(mla---axmaylw'WyH)
F2<$17-"7xmay17"'7yn)

' dare att % dar nollskild i punkten P.
Fo(xy, o Ty Y1y Yn) =0 Yi,-- -5 ¥n
Da kan vilosa utyy, . .., y, som funktioner avxy, ..., Ty, dvs. y1 = f1(x1, ..., Tm), . Yn =
fo(x1, ... xy) i en omgivning till punkten (by, ..., by)

sin(z +y) +sin(y+2)+2=0
cos(z +y)+cos(y+z2)+y—2=0
tva ekvationer och tre variabler. Systemet satisfieras av punkten (0,0,0). Kan x och y
l6sas ut explicit som funktion av z7

Exempel 35. Betrakta ekvationssystemet { med

O(Fy, F
Enligt Implicita funktionssatsen bor vi undersoka Jacobianen % i (0,0,0) och
T,y
beraknar darfor de partiella derivatorna
OF OF;
8—; = cos(z + ), G_yl = cos(x + y) + cos(y + 2),
OF. OF.
a—;:—sin(x—l—y), 8—;:—sin(x+y)—sin(y+z)+1
O(F}, F:
Iz, y) (0,0,0) 0

Det finns alltsa funktioner f; och f; sidana att © = fi(2) och y = f2(z) i en omgivning av
punkten (0,0,0). For att bestdmma derivatorna av funktionerna f; och f; kan vi derivera
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ekvationssystemet implicit:

d d dy

cos( a + cos(y + 2) +1)4+1=0
d dz

—smx—i—y (d_x )—Smy+z (_y ) :0

(

d_a:+2_+2 0 =

= 8’2 = gz
(dz dzzo

Vi hade lika garna kunnat 16sa ut x och z som funktion av y.

Forelasning 14

Taylorapproximationer

For differentierbara funktioner av n variabler vet vi att f(@+h) ~ f(@)+V f(@)-h. For att
erhalla en battre uppskattning av f nira punkten @ behover vi harleda en flerdimensionell
motvarighet till Taylors formel.

Lat, for enkelhetens skull, f vara en funktion av tva variabler. Vi vill hérleda en ap-
proximation av f(a + h,b + k) och berdkna den endimensionella funktionen F(t) =
fla+th,b+tk), tel0,1].

Kedjeregeln ger:

F'(t) = hfi(a+ th,b+tk) + kfs(a + th,b + tk)
F"(t) = *f (a + th, b+ tk) + 2hk fl5(a + th, b+ tk) + k* f3,(a + th, b + tk)
OSV.
= F'(0) = hfi(a,b) + kfy(a,b)
F"(0) = R*f{\(a,b) + 2hk f15(a,b) + k* f3y(a, b)

Men eftersom F ar endimensionell ger Taylors formel samtidigt

f(a+h,b+k):F(1):F(O)+F’(O)*1+%('O)*12+...

B
= fla,b) + fila,b)h + fy(a, b)k + 5 T (a,0)h? + 215 (a, b)hk + foo(a,b)k*) + ...
f(@) Vf(@)h ﬁTHj(a)ﬁ

2 (& b) 2 (& b)
dér Hs(a) ar Hessianmatrisen ( T 120 ) (notera att fi, = f27). Vi har harlett
s1(a, ) f35(a,b)

taylorpolynomet av ordning tva. Notera att resttermen har storleksordningen
O((h? + k?)3/2 eftersom h®, h*k, hk? och k* alla ar uppat begrinsade av (h? + k?)3/2,
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Exempel 36. Bestdm Taylorpolynomet av ordning tva till f(z,y) = e + 2+ 2xy® + 3y
kring punkten (2,0). Partiell derivering ger:

= e 42 f(2,0)= 5 fl(2,0)= 2
a/c: exy+2x+23 Tx y-e . ) zx \ <)
é, _ giexy%xy +y3 vy = (my2—|— De™ 46y = fL(2,0)= 4 fl(2,0)= 1
- "o T / _ " _
v = e +12ry f[,(2,00= 5 f7(2,0)= 4

Taylorutvecklingen av ordning tva blir ddrmed:

1
f(2+hk)=5+4h+ 5k + 5(2h2+2hk+4k2)

Extremvarden

Precis som for funktioner av en variabel ar det ofta intressant att veta storsta och minsta
varde for en funktion av n variabler. Vi barjar med att studera lokala extremvarden.

Definition 22. En funktion av n variabler sigs ha ett lokalt maximum i @ om det finns
ett 6 > 0 sadant att f(Z) < f(@) for alla ¥ sa att | — @] < 6.

I analogi med situationen for funktioner av en variabel ar det latt att visa att om f ar
partiellt deriverbar sa ar fj(@) = 0, j € {1,...,n} i alla punkter @ dar f’ har lokala
maxima eller minima.

Definition 23. En punkt @ dir Vf(&@) = 0 kallas en kritisk punkt till f.

Eftersom alla lokala extrempunkter a till f, i vilka f &ar partiellt deriverbar ocksa ar
kritiska punkter, sa kan lokala extrempunkter bara intraffa i kritiska punkter, singulara
punkter (V f existerar ej) och randpunkter till D(f). Jamfor situationen i envariabelana-
lysen.

Det ar inte sdkert att en kritisk punkt &r en lokal extrempunkt. Allmént kan en funktion
ha tre typer av utseende kring en kritisk punkt.

f(z,y)

f(z,y)

y A

T T

(a) Lokalt minimum (b) Lokalt maximum (c) Sadelpunkt
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Med hjalp av Taylorapproximationen av en funktion ska vi ta fram en metod for att
konkretisera kritiska punkter.

Lat f vara en funktion av n variabler med en kritisk punkt i a.
Lokalt minimum i @ = f(@+h) >0 for alla h s& att |h| <&
Lokalt maximum i@ = f(@+h) <0 for alla h s& att |h| < &

Sadelpunkt i @ = f(a+ fz) antar bade positiva och negativa viarden oavsett
hur litet vi véljer h.

Taylorutveckling av f kring @ ger

f@+h) = f(@) + Vf(@)-h+ hTH (@)h + O(|h)
N——

=0, om fhar en kritisk punkt i@

Tillrackligt néra origo ar O(|[?) obetydlig jamfort med 7 ;(&@)h, som har storleksord-
ning O(|h|?), s& beteendet hos f(@+ h) — f(a@) bestims av beteendet hos h' H ;(@)h (for
rigordst bevis, se kursboken).

Definition 24. En n x n-matris A sigs vara positivt definit om A7 Ak >0 Vh € R\ {0},

positivt semidefinit om ATAR > 0 Vh € R\ {0} och indefinit om h”Ah antar bade
positiva och negativa varden.

Genom att kombinera definitionen ovan med Taylorutvecklingen och diskussionen om
tecknet pa f(@+ h) — f(@), sa ser vi tdmligen direkt att:

Sats 18. Antag att d dar en kritisk punkt till f och att Hessianmatrisen Hy(Z) dr konti-
nuerlig i en omgivning till a. Da gdller

1. Om H(d@) dr positivt definit, sa har f ett lokalt minimum i d.
2. Om Hs(@) dr negativt definit, sa har f ett lokalt maximum i d.
3. Om Hs(a@) dar indefinit, sa har f en sadelpunkt i d.
4

. Om Hy (@) dr positivt eller negativt semidefinit, sa kan f ha lokalt mazimum,
minimum, eller en sadelpunkt i a.

Slutsatsen i fjérde fallet foljer av att resttermen i Taylorutvecklingen for semidefinita
H (@) kommer bestdmma tecknet pa f(a + h) — f(a).

Exempel 37. Karaktérisera de kritiska punkterna (0,0) och (%, —%) till funktionen
flz,y) = 32" + 32y + y* + y°.
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Partiell derivering ger:

fi(z,y) = 62 + 3y

floy) = 3242y + 3y (och vi ser att de givna punkterna faktiskt &r kritiska)
2\ -

2
= 6
11
= 3 Sa Hessianmatrisen blir, i de kritiska punkterna:
» = 2+ 0y
6 3 _"T - 2 2—» k 2 k’Q
Hi(0,0)= (5 o) = FTHs 0,0k = 6h? + 6hk + 2k = 6<h+§) +5
vilket endast antar positiva virden, och ér saledes ett lokalt minimum
1 _1y,_ (63 nr 1 1\ _ ap2 2 _ EQ_Q
Hi(3s:—5) = 5 1) = b Hy(s5, —5)h = 6h* + 6hk + k* = 6(h + 5 k

vilket antar bade positiva och negativa virden, och ar saledes en sadelpunkt.

Forelasning 15

Extremvirden (forts.)

Vi borjar med att repetera metodiken fran forra kapitlet med ett exempel.

Exempel 38. Bestam alla kritiska punkter till funktionen f(x,y) = zy — 2%y — y* och
klassificera dessa.

Vi deriverar funktionen partiellt for att hita de kritiska punkterna.
filz,y) = y—2axy y — 2zy =0
/ 2 =
flxy)= z—2? -2y r—a22—2 =0
Forsta ekvationen ger y = 0 eller 1 — 22 =0

=0
y=0 = z-2°=0 = {I . = kritiska punkter (0,0) och (1,0)
xr =

1 1 1\2 1
1—-2z=0 = T=3 = §—<§> —2y=0 = y=3 = kritiskpunkti(%,%)

Vi deriverar funktionen igen for att bestamma Hessianmatrisen.

14
11(%9)2 —2y

—2 1—-2
Lo = 1-20 = W)= (, 5, 1)
1
22(%9)2 —2
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I de kritiska punkterna far vi:

Hf(0,0)=<(1) _12) Hf(1,0)=(_01 :;) Hf(%v%):(_oi —02)

Vi undersoker motsvarande kvadratiska former:

h\2  h?
((1] _12> = 2hk —2k*= —2<k - 5) -y (indefinit, alltsé sadelpunkt)

0 —1 ) hN\2 o RE . .
S Rk — 2% = —Q(k n —) " (indefinit, alltsi sadelpunkt)

-1 =2 2 2
—1 9 h?
( 04 _2) = k? (negativt definit, alltsa lokalt maximum)

Om den kvadratiska formen &r semidefinit for en kritisk punkt sa kan den kritiska punkten
konkretiseras genom studie av funktionsuttrycket eller Taylorutveckling av hogre ordning
kring punkten. For funktioner av en variabel géller att om funktionen f har ett lokalt
minimum i z = a och inga andra kritiska eller singuldra punkter sa har f globalt maxi-
mum i £ = a. Som foljande exempel visar kan vi inte dra den slutsatsen for funktioner
av flera variabler.

Exempel 39. Undersok de kritiska punkterna till f(z,y) = 2%(1 + y)® + 3* och se om
funktionen har ett globalt minimum.

Partiell derivering ger forst:
file,y) =22(1+y)° =0, folz,y) =221 +y)* +2y=0

Den forsta ekvationen ger x = 0 eller y = —1, vilket insatt i den andra ekvationen ger
den enda kritiska punkten (0,0). Vidare géller

n(zy) =2(1+ Z/)3|(0,0) =2
1o(z,y) = 62(1 + y)2|(070) =0
5o (2, ) = 62%(1 + ) + 2|00 =2

s& den kvadratiska formen for Hessianmatrisen dr 2h? + 2k2, vilket motsvarar ett lokalt
minimum 0. Funktionen har dock inget minsta varde. Langs den réta linjen x = 1 ar

f(ly) = (1+y)?+¢? vilket gar mot —oo d& y — —o0.

Funktionen antar hur stora negativa viarden som helst.

Om vi for en funktion f(x,y) kan visa att |f(z,y)| < L for alla 22 + y* > R s kan man
dock dra slutsatsen att om m ar det minsta lokala extremvardet och m < —L sa har f
globalt minimum m.
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Extremvarden for funktioner pa kompakta omraden

For kontinuerliga funktioner av flera variabler som &r definierade pa ett kompakt (begrin-
sat och slutet) omrade géller, precis som i envariabelanalysen (satsen om extremvérden)
att funktionen har ett maximum och ett minimum. Vi ska darfor ta fram en metod for
att bestimma dessa globala extremvérden.

Exempel 40. Bestidm stérsta och minsta virde for f(z,y) = xy?> — x — y i kvadraten
0<2<2,0<2<2.

1. Inre punkter. Vi undersoker om funktionen har nagra kritiska punkter i D° och
deriverar partiellt:

filz,y) =y*=1=0 y =+l »
fél((x, y)): 21y — 1= 0 = 2y (kritiska punkter (%, 1),(—%, -1))

Endast den forsta av de kritiska punkterna ligger inom definitionsméangden.

2. Rand. Vi parametriserar de fyra randbitarna och undersoker om f har nagra kritiska
punkter pa dessa.

g(x) = f(x,0), 0<x<2gerg(v) = (inga kritiska punkter)
g(x) = f(x,2), 0<xz<2gerg(r)=3r—2 (inga kritiska punkter)
g(x) = f(0,y), 0<y<2gerg(r)= (inga kritiska punkter)
g(z) = f(2,y), 0<y<2gerg(x)= 2y —2—y (kritisk punkt i (2, ))

sd pa randen har vi bara den kritiska punkten (2, %)

3. Horn. Randstyckena har &ndpunkter i hornen (0, 0), (2,0), (0,2),(2,2).

Vi undersoker slutligen funktionsvardena i de sex punkter dar maximum eller minimum
kan intraffa.

f(()?O) =0, f(ov 2) = -2, f(2’ 0) = -2, f(272) =4, f(za 2) =4, f(27 zll) = _%

17

Vilket ger oss ett maximum 4, och ett minimum —<".

Vi hittar alltsa eventuella extrempunkter i det inre genom att undersoka de kritiska punk-
terna som tidigare. Kritiska punkter pa randen fas genom att vi parametriserar randen
och betraktar funktionen pa randen som en funktion av en variabel (parametern). Om vi
hade velat hitta maximum och minimum till funktionen i exemplet ovan pa cirkelskivan
2% +y? < 4, s& hade vi fatt anvinda parametriseringen

g(0) = f(2cos(0),2sin(h)), 0<60<2rm
vilket ger

g(0) = 8cos() sin?(0) — 2 cos(f) — 2sin(H)
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och sedan satt derivatan av ¢ till noll och l6st ut 6. "Hornet” i detta fall hade varit
(2cos(0),2sin(0)) = (2,0).

Om en funktion f av flera variabler ar definierad pa ett icke-kompakt omrade ar det inte
sikert att den har ett storsta eller minsta varde, utan detta maste motiveras pa nagot
satt.

dr — 3
Exempel 41. Avgor om funktionen f(x,y) = _ 272 har ett maximum och ett
1+ 22 +y?
minimum pa omradet —1 <y < 1.

Om funktionen ar begransad far stora viarden pa r = /22 + y2, sd& kommer eventuella

maximum eller minimum att finnas pa den kompakta mingden —1 <y <1, 22 +¢> <r
och pa denna har varje kontinuerlig funktion maximum och minimum

|4z — 3| |[4z| +3  4r+3

= < < — 0 —
@) T+a?2+y? ™ 1472 7 1472 e

Detta implicerar att f ar begransasd for stora r, och foljdaktligen att f har maximum
och minimum.

Forelasning 16: Lagrangemultiplikatorer

Vi ska i detta kapitel studera problemet att maximera eller minimera en funktion under
ett eller flera bivillkor. Ett typexempel ar:

maximera f(z,y) givet att g(z,y) = C.

Bivillkoret g(z,y) = C definierar en kurva i planet. Vi bérjar med ett exempel dar det,
for kurvan g(x,y) = C, ar latt att 16sa ut y som en funktion av x. Problemet blir da
genast endimensionellt.

Exempel 42. Bestam det kortaste anstandet fran origo till kurvan xy =1, z,y >0

Vi vill minimera f(z,y) = /22 + 2, eller ekvivalent f(z,y) = 2% + y? under bivillkoret
xy = 1. Villkoret kan skrivas y = %, sa vi vill alltsa minimera

1
9(@) = f(z,3) = 2"+ = (for = > 0)
| r=-1
J(x)=20—-207"=0 = 295(1—;):0 = r=0
r=1

notera att de tva forsta mojliga virdena pa x ej uppfyller initialvillkoret x,y > 0.
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Iz =1 far vi avstdndet /12 + (3)2 = V/2 och det &r det kortaste avstdndet eftersom
') =2+5F=8>0.

Ett alternativ som kan vara anvidndbart om det inte gar att 16sa ut y som en funktion
av z i g(x,y) = C &r att anvidnda en parametrisering av g(z,y) = C. Om vi exempelvis
vill maximera f(z,y) = (2 + 3y + 1)? pa cirkeln 2 + y* = 1 kan vi séitta x = cos(t) och
y = sin(t) och istéllet forsoka maximera g(t) = f(cos(t),sin(t)), ¢ € [0,2x]. Detta enva-
riabelproblem liknar de vi stotte pa nar vi sokte extremvéarden till randen av kompakta
omraden. Rakningarna blir dock ganska invecklade, sa vi ska ta fram en mer generell
metod som ger enklare rakningar.

Antag att vi pa nagot satt vet att f(z,y) har ett maximum pa kurvan g(z,y) = 0. Om
maximumet intréffar i punkten (a,b) och Vg(a,b) # 0, sd kan kurvan néra (a,b) para-
metriseras som (x(t),y(t)) med (z(0),y(0)) = (a,b) (foljer av implicita funktionssatsen).
Funktionen ¢(t) = f(x(t),y(t)) har dd maximum i ¢ = 0, sa

0= ¢'(0) = fi(2(0),(0))"(0) + f5((0),y(0))y'(0) = V f(a,b) — ((0),4(0))

Men (2'(0),4'(0)) ar tangentvektorn till kurvan g(z,y) = 0 i (a,b). Denna vektor ar
vinkelrdat mot Vg(a,b), sa enligt ekvationen ovan s ar

Vf(a,b) och Vg(a,b) parallella <= Vf(a,b) = AVg(a,b).

Maximum (minimum) av f(z,y) givet att g(x,y) = 0 kan alltsa intriffa i foljande punk-
ter:

1. Andpunkter till g(x,y) =0

2. Punkter dir Vg(z,y) = 0 (eller ej exi-
sterar)

3. Punkter som uppfyller ekvationssyste-
met

filz,y) = Ay (2, y)
fo(z,y) = Agy(z,y)
g(.??, y) =0

Ekvationssystemet kan ocksé skrivas kortfattat som VL(z,y,\) = 0 dar L(z,y,\) =
f(z,y) — Ag(z,y) kallas for Langrangefunktionen.

I figuren ovan ser vi paraboloiden som ges av f(z,y) = %(9{;2 +4%) + 9 med tillhérande
nivakurvor projicerade pa xy—planet. Vi ser dven funktionen g(x,y) (svart) som tangerar
en av nivakurvorna.

Exempel 43. Maximera och minimera f(z,y) = (2z+3y+1)? for g(z,y) = 2*+y*~1 =0

Eftersom enhetscirkeln dr en sluten kurva med nollskild gradient, sa uppfyller alla ex-
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trempunkter ekvationssystemet

22z +3y+1)2 = A2z
= {202z +3y+1)3 = A2
?+y?—1=0

Dividerar vi andra ekvationen med den forsta far vi ekvationen

3 . /332 13
-—== = = = = = -1=0 = —2°=
2 o Y=ot x+<2x> 4"

_ _ 2 3 2 3
= x—:i:\/—l_g = (x,y)— <\/—1—3,\/—1—3> eller (—\/—1—3,—\/—1—3>

Ekvationssystemet har alltsa losningen A = 0, 2z 4+ 3y + 1 = 0. For denna losning géller
uppenbarligen f(x,y) = 0. De 6vriga funktionsvirdena ar f(\/%, \/%) = (V13 +1)? och

f(—\/%, —\/%) = (=13 4 1)2, s& maximum é&r (v/13 4+ 1)? och minimum &r 0.

Lagranges multiplikatormetod fungerar pa samma filx,y, 2) = Mg (z,y, 2)

satt om vi vill maximera funktionen f(x,y, z) pa ytan Fola,y, 2) = Agh(x,y, 2)

g(z,y,z) = 0. Vi far da istédllet ett ekvationssystem 2, el 3 ? e

med 4 ekvationer och 4 variabler. fi(@,y,2) = Ags(2,y, 2)
9(z,y,2) =0

Lat oss harndst undersoka problemet att maximera f(z,y, z) givet tva villkor g(z,y, z) =
0 och h(z,y,z) = 0. De bada villkoren definierar en kurva i rummet. I varje punkt
(x,y, z) pa kurvan ar bade Vg(z,y, z) och Vh(z,y, z) vinkelrdt mot kurvan, sa vektorn
T(xz,y,z) = Vg(x,y, z) x Vh(z,y, z) ar parallell med kurvans tangent i (z,y, z). Enligt
resonemanget nir vi inforde multplikatormetoden, sd maste det i extrempunkten (a, b, ¢)
galla att Vf(a,b,c)-T(a,b,c) =0, dvs

Vf(a,b,c), Vg(a,b,c), Vh(a,b,c)ligger i ssamma plan.

De tre gradienterna &r linjart beroende, vilket ar ekvivalent med att determinanten av
en matris med V f, Vg, Vh pa var sin rad maste vara noll i ett maximum/minimum.

Exempel 44. Maximera och minimera f(x,y,z) = y under bivillkoren g(z,y, z) = = +
y+2z—1=0o0ch h(z,y,2) =22 +y*+22-1=0.

Funktionen g definierar ett plan och h en sfar, sa skdrningskurvan mellan dessa funktioner
blir en cirkel, dvs en kompakt méngd. Det sokta maximat och minimat existerar saledes.
Eftersom Vf(z,y,z) = (0,1,0), Vg(z,y,2) = (1,1,1) och Vh(z,y,z) = (2z,2y,2z2) ar
linjért oberoende sa géller:

0 1 0 Vi far x = 2z, vilket insatt i g 2% 4y =1
0=|1 1 1|=2z-2z och h ger ekvationssystemet 9 o
2v 2y 2z 2r+y =1
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Vi sétter in y = 1 — 2z i 22% +y* = 1 och far da:

=0
207 +(1-22) =1 = 22?+1-da+42°=1 = z(6r—-4)=0 = {x )
xr =2
3
x=0gerz=0o0chy=1-2x0=1 = f(0,1,0) =1 (maximum)

2 2 2 1 1
x:§gerz:§ochy:1—2*§:—§ = f(%,—%,%):—g (minimum)

Forelasning 17

Derivering av integraler

Som avslutning pa differentialkalkyldelen av kursen ska vi undersoka derivering av inte-

T
graler. Fran analysens fundamentalsats vet vi sedan tidigare att om F(z) = [ f(t)dt, s&

galler F'(x) = f(x). Fran kedjeregeln far man sedan enkelt att om G(z) = w}m f(t)dt, sa
galler det, med u = ¥ (z) och v = p(z), -
p ¥(z) o(x) y u i d v "
G = | [ rwa- [ s ) = [rwa) o [ rwar ) 5
0 0 0 0

b
Betrakta nu en funktion f(z,t) och bilda integralen [ f(z,t)dt. Vad blir derivatan av F'

i detta fall? Om bade f(z,t) och fi(x,t) ar kontinuerliga pa en kompakt méangd [«, 5] X

la, b], sa kan man visa att

F(z) = / £, )t

dvs. att vi kan flytta in deriveringen innanfoér integraltecknet. Karnan i beviset utgors
av att en kontinuerlig funktion pa ett kompakt omrade ar likformigt kontinuerlig (se

krompendiet, Kap. 4). Derivering av integraler har méanga tillimpningar, bland annat

i

definitionen av Laplacetransformen, som kan anviandas for att 16sa differentialekvationer.
Vi tar har ett exempel pa hur derivering av integraler kan anvédndas for att berdkna en

bestamd integral av en funktion som saknar primitiv funktion.
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1

1
Exempel 45. Berdkna [ = /mda:
0

1
1
Infor parametern s och definiera F'(s) = / mdx. Vi vet att
24

0

1 1 1
0 1 2s 1
/35 (52+x2> v / (% 4 x2)? v S/s2+x2 .
0 0

0
sa (1) = —2I. Samtidigt kan vi uttrycka F'(s) explicit eftersom

1

1
1 1 | 1
F(s) = / = —/ d;z: = |- arctan <E> = —arctan <—>,
52+ x2 s2 ) 1+ (%) s 5 S S
0 0

0

sa derivatan F’(s) maste vara

F'(s) ! arcta <1>—|-1 ! L 1acta ! !
§) = —— arctan — (=) =—--arctan [ - | - ——
52 s14(1)2\ 52 s s s(1+ s%)

Folaktligen géller dven F'(1) = =% — 1,
2
91 s far vi direkt att [ — —”; .

och kombinerar vi detta resultat med F'(1) =

Repetition 1

0
Exempel 46. Transformera differentialekvationen a—z + gz _ 0 genom att infora de nya
x

oy

variablerna x = u + v, y = u — v. Los darefter ekvationen.

1 1
Sambandet mellan (z,y) och (u, v) kan skrivas u = §(x+y) ochv = §(x—y). Kedjeregeln
ger nu:

Oz_azau Oz0v 10z 10z

9r  udr T o0dr  20u 20w

0z 0z0u 0z0v 10z 10z

8y 8u3y+8v8y 20u  20v

kombinerar vi bada dessa ekvationer far vi:
dz 0z (182 182) (182 182) 0z 0z

oc oy \20u 200) T\20u " 280) Tae T Bu

0= 20u  20v

med 16sningen z = f(v) = f(z — ).
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Exempel 47. Avgor om gransvérdet ( I)IH% )(wQ +y?) In(2? + y?) existerar och bestdm
z,y)—(0,0

det i fallet att det existerar.

Nar (z,y) — (0,0) s& galler t = x? + y* — 0. Alltsa far vi:

i 2 g2 2, .2\ _ 10 B
(x,yl)lgéo,m(x +y7) In(z” +y7) = %%ﬂn@i,;_’.’t?
Opita.

Exempel 48. Lat f(z,y) vara en kontinuerlig funktion med kontinuerliga partiella forsta-
derivator. Antag att for alla reella tal ¢ > 0, sd giller f(tz, ty) = t3f(x,y). Visa att da
galler

of  Of
T Y =

Vi anvinder kedjeregeln pa sambandet t3f(z,y) = f(tz, ty) och far da:

0
3t f(z,y) = af(t:c, ty) = fi(tz, ty)x + fy(tz, ty)y
samtidigt géller

9 , 9 / .
%f(tl‘,ty) = fl(tx7ty)t OCh a_yf(tx7ty) = fQ(t'r7ty>t sa

x(%f(tx, ty) + ya%f(tx, ty) = afi(te, ty)t + yfo(te, ty)t =t = 3t° f(x,y) = 3f(tx, ty)

Exempel 49. Bestim storsta och minsta virde av f(z,y) = z+y+2*+y? dd 2*+y* < 1.
Vi soker forst eventuella kritiska punkter i definitionsméngdens inre
{f{(:r;,y)zl—i—Qx:O N {x:—
fa(w,y) =142y =0 y=-
Vi parametriserar darefter randen enligt x = cos(6), y = sin(f), 0 € [0, 27].
g(0) = f(cos(),sin(6)) = cos(f) + sin(8) + cos®(6) + sin?(0) = 1 + cos(f) + sin(0)
g (0) = —sin(f) +cos(f) = tan(d)=0 = 6= % + nw

N= D=
=
|
N —
|
N —
Il
/|\
N —
N~
+
[\)
/T\
N —
~
no
I
|
|

_7T /1 1 _571' - 1
0= 7 ger (@) = (5 7g) och 0 = T ger (@) = (— 75—
_|_

)

V2 respektive f(—\%, —\/Li) =

Sl

Funktionsvirdena i extrempunkterna ér f(==, %) =1

1 — /2. Maximum blir 1 + v/2 och minimum blir —3



Exempel 50. bestiam alla kritiska punkter till f(z,y) = 3zy — 2? — 3y?> + * — 12 och
karakterisera dessa.

De kritiska punkterna uppfyller

filz,y) =3y —2x+1=0 N Jy—2x+1=0 N Jy—4y+1=0
fo(z,y) =3z — 6y =0 2 =2y r =2y

= (z,9) = (21)

Funktionen har andraderivatorna f{|(x,y) = =2, fl5(x,y) = 3, och fi,(z,y) = —6 sa
Hessianmatrisen, med motsvarande kvadratiska form, blir

—2 3 2 2 2 2 3 ? 92 2
s g) = 2 H6hk 6k = —2(h = 3hk) — 6k = 2 (h— Dk ) — K| — 6k

3N\2 9., 3\ 3.,
—2(h=Sk) + K =6k = -2(h— k) =K <0 V(hE)# (0,0

Hessianmatrisen dr negativt definit, sa den kritiska punkten ar ett lokalt maximum.

Forelasning 18: Dubbelintegraler

Vi inférde integraler for att kunna losa problemet att rakna ut arean under grafen till en
funktion i en variabel. Vi har tidigare sett att grafen till en funktion av tva variabler kan
tolkas som en yta i rummet. Vi kan anvinda integraler ocksa for att rdkna ut volymen
under grafen till en funktion av tva variabler. Vi borjar med ett enkelt specialfall.

Lat A = [a,b] x [c,d] vara en rektangel i R%. L&t P, vara en partition av [a,b] (a =
xo < x1 <...<xy, =0b)ochlat P, vara en partition av [c,d] (c=yo<y1 <...<y,=
d). P, x P, ar en partition av A i delrektanglar A;;. En funktion ¢(z,y) kallas for en
trappstegsfunktion om det finns en partition P; X P, av A sadan att ¢(x, c) = ¢;; for alla
(,y) € [ri_1, 2] X [yi—1,v:]. Volymen under en trappstegsfunktion ges direkt av

ZZCU —x;1)(y; —yi—1) vilket betecknas /¢(x,y)dmdy

i=1 j=1

Arean av Ay
N 7

~
Dubbelintegral

Dubbelintegraler kan beriknas genom att vi forst integrerar 6ver den ena variabeln, och
sedan Over den andra. dvs:

Sats 19. For trappstegsfunktioner ¢ galler

b d d
Z o(x, y)dady — / / oz, y)dy | dv = / / oz, y)d | dy
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Beviset foljer av att vi forst kan summera 6ver ¢ och sedan 6ver j och vice versa (detaljerna
d
utelamnas). Notera att integralen [ ¢(z,y)dy ger tvarsnittsytan av kroppen under grafen

till ¢ skuren sa att x halls konstarft. Dérmed galler:

b

/b /d oz, y)dy | dow = / A(z)dz

a c a

Vilket &r formeln fér volymen av en kropp med tvérsnitt A(z) som vi harledde i envari-
abelanalysen.

Lat nu f vara en godtycklig begriansad funktion definierad pa A. Da finns det med
sikerhet tva trappstegsfunktioner ¢ och v sadana att

o(x,y) < flz,y) <Y(x,y) Y(z,y) € A.

Definition 25. Det begransade funktionen f sdgs vara integrerbar over rektangeln A
om det till varje € > 0 finns trappstegsfunktioner ¢, ¢ som uppfyller olikheten ovan, samt

/ Cb(%y)dxdy—/ U(x,y)dxdy| < e.
A A

Dubbelintegralen av ¢ blir som en ¢versumma till f och dubbelintegralen av ¢ blir som
motsvarande undersumma, sa precis som for enkelintegralen ér en funktion integrerbar
om under- och éversumman kan komma godtyckligt ndra varandra.

Sats 20. Om f dr integrerbar déver A sa finns det exakt ett tal I sadant att
//cb(l‘,y)dxdy <I< //w(w7y)d:rdy
A A

Vi later darfor talet I i ovanstaende sats betecknas I = f [ f(z,y)dxdy. Avslutningsvis

nagra egenskaper for dubbelintegraler (av integrerbara funktloner

//Afxy + Bg(z,y)) dzedy = A /fxydxdy—i—B// (x,y)dzdy

2 S < g ed = [ ey < [[ gtop)dody
A A

3. / f(z,y)dzxdy §/ |f(z,y)| dxdy (Bevisas forst for trappstegsfunktioner)
A
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Vi skulle vilja veta vilka funktioner som ar integrerbara.

Sats 21. Om [ dr kontinuerlig pa A, sa dr f integrerbar dver A.

Precis som i envariabelfallet bygger beviset pa att en kontinuerlig funktion pa en kom-
pakt méngd (rektangeln A ar kompakt) éar likformigt kontinuerlig. Det &r ganska enkelt
att visa att dubbelintegralen av alla integrerbara funktioner kan berdknas som en upp-
repande enkelintegral och vi tar ett exempel pa detta.

Exempel 51. Berikna

//(1+Ixy)2dxdy, A={(z,y) eR*: 1<z <3, 0<y<1}
A

Integranden ar kontinuerlig och ddrmed integrerbar. Vi integrerar forst med avseende pa
Y.

3

[ [ ([ )= [l e

:/<_1+1:Uy+1> dr = [z —In|1 + z[]}
=3—-In(4) —1+1In(2) =2 —In(2)

Vi hade lika garna kunnat borja med att integrera 6ver x, men da hade vi behévt parti-
albraksuppdela integranden och rakningarna hade blivit mycket mer invecklade.

For att kunna integrara funktioner 6ver andra omraden an rektanglar infor vi foljande
definition:

Definition 26. Lat f vara en begransad funktion pa den begrédnsade méngden D och
infor den utvidgade funktionen

flz,y), (v,y) €D
0, (z,y) ¢ D

Eftersom D ar begrinsad sa finns det en rektangel A sadan att D C A. Vi sdger att f
ar integrerbar pa D om fp ar integrerbar pa A och definierar

[ sty =[] tote. sy
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Men aven om f ar kontinuerlig pa D sa kommer bara fp att vara kontinuerlig om
f(z,y) — 0 da (x,y) ndrmar sig randen dD. fp kommer dock dndé att vara integrerbar
om randen ar en sa kallad nollméngd, dvs. en méngd som vi kan tédcka med dndligt manga
rektanglar ned total area . Man kan visa att grafen till en kontinuerlig funktion ar en
nollméngd (dven detta bevis utnyttjar likformig kontinuitet) och ddarmed géller f6ljande,
mycket anvindbara sats.

Sats 22. Om f dr kontinuerlig pd mdingden D = {(z,y) € R? : c(z) <y < d(z), a <
x < b} for tva kontinuerliga funktioner ¢ och d, sa ar f integrerbar éver D och

b d

[ reizay = [ jﬂww@ di
D )

a o(

Pa samma satt giller att om det finns tva kontinuerliga funktioner a och b, sa D =
{(z,y) eR?raly) <o <bly), c<y<d}fsidr

d [ b

| raizay = [ Z@@wm dy
D )

¢ \a(y

De flesta omraden kan skrivas som en dndlig union av ovanstaende tva typer av omraden.
Notera ocksa att om D = Dy U Dy dar Dy N Dy ar en nollméngd sa géller

[ reizay = || s gydzy+ [ 1. dzdy

Forelasning 19

Dubbelintegraler (forts.)

Vi inleder med tva rdkneexempel med dubbelintegraler 6ver icke-rektanguldra omraden i
planet.

Exempel 52. Berikna dubbelintegralen

//(1:2 + y?)dzdy

dar D ar triangeln med hérn i (0,1), (1,0) och (1,1).
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Omradet begransas i y—led av 1 —x <y < 1lochiz—led av 0 <z <1, sa om vi forst
integrerar med avseende pa y och sedan med avseende pa x, sa far vi:

1 1 1

37vy=1
//(az2 + y*)dxdy = / / (2% +y*)dy | do = / {ny + %} de
D 0 0 y=l-=

—

:/I(x2+%—<x2(1—x)+@))d:r=/l(—@%—m:’”r%)dx

_{ﬂ—zf+x4 ﬂl 1 1 1
4 0

12 t3

1
173 1273

I exemplet ovan hade vi kunnat anvinda 1 —y < x < 1, 0 < y < 1 och istéllet forst
integrerat over x och sedan 6ver y. Rdkningarna hade dock blivit identiska fast med y
utbytt mot = och vice versa. Som synes i nasta exempel kan det dock vara omdjligt att
berakna vissa integraler om vi borjar med fel variabel.

Exempel 53. Berikna dubbelintegralen

// e$2dxdy

D
dér D ar triangeln med hérn i (0, 1), (1,0) och (1,1).

Funktionen f(z) = e* saknar primitiv funktion, s vi maste bérja med att integrera med
avseende pa y.

1 T 1

1 . ,
//eIQd:Udy :/ /e$2dy dx :/ [yexg]y dr = /2$ex dx
D 0 e

0 — 0

Sk 1 0
:[ex} =e —e =e—1

Variabelsubstitution for Riemann-integralen

Precis som i envariabelfallet kan berdkning av dubbelintegraler ibland forenklas evsevart
som vi gor ett variabelbyte fran (z,y) till ett annat par av variabler, exempelvis polédra
koordinater (r,0). For att ta fram formeln fér variabelbyte i dubbelintegraler maste vi
dock forst undersoka Riemannsummor.

Lat f vara en funktion som é&r definierad pa en mangd D. En Riemannsumma till f &ar
en summa

Z f(zk, yr)(Arean av D) dar (g, yx) € Dg.
k=1
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Man kan visa (aterigen med likformig kontinuitet) att om f &r kontinuerlig sa konvergerar

Riemannsumman till f mot
// f(x, y)dzdy
D

nar storsta diam(Dy) (dvs storsta avstandet mellan tva punkter i Dy)— 0.

Lat nu ¢ = g(u,v) och y = h(u,v) vara en bijektiv avbildning mellan omradet E i
uv—planet och omradet D i zy—planet. Varje uppdelning av D i smabitar D, motsvarar

en uppdelning av E i smabitar Ey. Vi undersoker hur arean av Dy och Ej ar relatera-
de.

Néar vi studerade Jacobimatrisen sag vi att areaforstoringen vid en avbildning var lika
med determinanten av Jacobimatrisen (Jacobianen). Alltsa géller:

Oxr Ox

oz, . O(z, Y

(Arean av Dy) = (Arean av Ey) 8Eu, Z%, dar 8Eu, zg = % %
#0 for bijektiva avbildningar u v

Fran areaforstoringsformeln for vi foljande relation mellan Riemannsummor uttryckta i
() och (u, v):

Z f(zk, yx)(arean av Dy) ~ Z f(g(ug, vk), h(ug, v))(arean av Ey)
k=1

/ N J/

| I (st /| o) bl o) 22 D

ou, v

Sats 23. Om (z,y) = (g, (u,v), h(u,v)) dr en bijektiv funktion med kontinuerliga partiella

derivator och om Y #0, V(u,v) € E utom pa en nollmdingd, sd dr:

O(u,v)

Z/f(az,y)dxdy:!/f(g(u,v),h(u,v))gﬁi:z;dudv

for alla integrerbara funktioner f

Jamfor den endimensionella motsvarigheten

[t = [ o) g ) du
dx

du

for = g(u). Vi tar tva exempel pa variablebyte for dubbelintegraler.
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Exempel 54. Beréikna integralen

6ver den halva cirkelskivan 22 + 3% <1, y > 0.

Vi byter till poldra koordinater x = r cos(#), y = rsin(f). Jacobianen blir da

or Ox
Nv,y)  |or 00

or,0 |9y 9y
or 00

_|cos(8) —rsin(f)
sin(f) rcos(0)

' = rcos?(0) — (—rsin®(0)) = r(cos*() + sin*(9)) = r

Integrationsomradet begréansas i polara koordinater av 0 <r <1,0<6 <, sa

2 e 242
// 5 dxdy—//r cos” rdrd@—//cos e rdrdd
z? + y?

1

= /0052(9)d0 /TeTer

0 0

Nér integranden i en dubbelintegral ar en produkt av en funktion av den ena variablen
och en funktion av den andra variabeln, sa kan dubbelintegralen skrivas som en produkt
av tva integraler. Vidare galler

™

f1+ cos(26) 0 sin(20)]" =
2 J— I —_— = —
/cos (0)do —/ 5 do {2 +— T

0 0
1

121" 1 1
/reTQdT = |Ze”| =Ze—=
2 ], 2 2

0

(e —1)

Sa dubbelintegralen &ar 1

Exempel 55. Berikna integralen
[ = yyisay
D

déir D ér det omrade i xy—planet som begriansas av de fyra kurvorna :1: -y =1,
22 —y* =0, zy = 1 och 2y = 3. Om vi byter till koordinaterna u = z? — y? och v = zy
sa kan integrationsomradet uttryckas som 1 <u <2, 1 <wv < 3.
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Ty ;
3
2,,
2 E
1,,
1
T | U
1 2 3 1 2 3 4
Jacobianen blir
. ou  Ou|™t .
d(x,y) O(u,v)\ " o 3_y 2r —2y| 2 2y—1 1
— - - — (2 2 - -
91 0) (a<x,y> w oov| |y o | TOTEW) =gy
or 0Oy

vilket slutligen ger oss:

[/(934 — y)dzdy = Z/(:ﬁ +92)(2? — y*)dady = l/(xz +y?)(2? — yz)mmdv

2

Forelasning 20: Generaliserade dubbelintegraler

Vi har hittills studerat dubbelintegraler av begransade funktioner 6ver slutna, begransa-
de omraden i planet. Precis som for enkelintegraler kan vi utvidga integralbegreppet till
att omfatta dven obegrinsade integrander och obegréansade integrationsomraden.

Definition 27. Lat f vara en funktion av tva variabler som ér definierad pa en, mojligen
obegrénsad, méngd D i planet och antag att f(z,y) >0, V(z,y) € D.Lat D; C Dy C
. C D vara en foljd av méngder med foljande egenskaper:

e UX . D;=D
e D; ér begrénsad for alla 4.

o f ar begransad pa D; for alla i.
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Den generaliserade integralen av f pa omradet D definieras av

Z/f(x’y)dxdy:ilir?ogf(%y)dxdy

om gréansvardet existerar.

Exempel 56. Berikna den generaliserade dubbelintegralen

Z/ 1+ 352)1(1 ) ey

dar D ér forsta kvadranten i xy—planet. Funktionen ar begransad pa hela mangden D,
men méngden D &r obegrinsad. Vi kan lata D; = [0,1] x [0,1] och far da:

) %

1 dx dy
=1 = 1i
//(1+x2)(1+y dwdy zir?o// 1+ 22) 1+y)d$dy Sro0 /1+x2 /1+y2
D

0 0

= lim [arctan( )i [arctan(y)]i = lim (arctan(i) — arctan(0))?
1—00 1700\ e’ N — e’

— —0

[VE]

2
Den generaliserade dubbelintegralen var konvergent med vardet %

Precis som for vanliga dubbelintegraler har vi ofta anviandning av variabelbyten nar vi
ska berdkna generaliserade dubbelintegraler. Vi illustrerar med ett mycket viktigt exem-
pel med otaliga tillampningar.

Exempel 57. Visa att

o0

/ e dr = N3

—00

Integralen saknar primitiv funktion, men genom att ga omvéagen via en dubbelintegral
kan vi d&nda berdkna den bestdmda integralen.
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2 R 2 R

1
= lim / / e "r drdf = lim {——e—”] df
N~ R—co R—00 2 0
polédra koordinater 0
2
1 2 1 1 2
= lim (—§eR + 5) df = lim 5(1 —e )27

R—o0 R—o0

1
25(1 —0)2r = 7.

I ovanstaende exempel berdknade vi generaliserade dubbelintegraler med hjalp av itere-
rade enkelintegraler. Om en generaliserad dubbelintegral med positiv integrand ar kon-
vergent, sa spelar det ingen roll i vilken ordning vi integrerar enkelintegralerna. Om
integranden har olika tecken kan vardet dock bero pa ordningen. Vi tar ett exempel dér
integranden ér obegransad.

Exempel 58. Avgor om integralen

=

D
ar divergent for D = {(z,y) : 0 <z <y < 1}.

Integranden ér obegransad langs linjen y = x, sa

11 1
1 ) 1 . 1
//y_xda:dy—ll_r)%/ / y_xd:cdy—Egrél+/[ln\y—x|]y:x+5dx

D 0

0 z+4e
1

= lim (In|1 — x| —In(e))dr = oo efter integranden &r oo for alla x.
e—0
0

Vi tar ett till exempel pa variabelbyte i generaliserade dubbelintegraler:

Exempel 59. Berikna den generaliserade dubbelintegralen

// xye “Ydxdy

D

dar D ar remsan 1 <x <2, y >0.
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Vagledda av formen pa integranden satter vi u = xy, v = x. Remsan D kan d& skrivas
u > 0,1 <wv<1. Jacobianen blir:

du  du
I(u,v) Ox 83/ :‘y T _

Oey) |0 v\ "L of T T
or 0Oy
sa
R 2 . R 2 .
//xye_mydxdy: lim //ue‘“—dvdu: lim /ue‘“du /—dv
R—o0 v R—o00 v
D 0 1 0 1

R—o0

= lim [—ue‘“]OR—/—e_udU (In(v)];

=In(2) lim (—Re ®—e " +1) =In(2)

R—o0

For integrander med varierande tecken kunde vi inte dra sdkra slutsatser fran itererade
enkelintegraler. Dock géller det att

//f(x,y)d:cdy ar konvergent <= // |f(z,y)|dxdy ar konvergent.
D D

Sa om vi vill avgéra om en generaliserad dubbelintegral vars integrand f har varierande
tecken &r konvergent, si behover vi bara undersoka motsvarande integral av |f|. Om vi
inte kan hitta primitiva funktioner kan vi anvinda ett jamforelsekriterium for att avgora
konvergens. For att visa att

1+ 2sin(z
// + y) ar konvergent pa z® + y* > 1, sa kan vi undersoka
2w o0

(22 + y?) 3/2
3 o0
// dxdy<// 3/2da:dy // 3/2d7“d9 {—;} = 67
1

Och eftersom integralen av |f| & mindre &n en konvergent integral, si maste integralen
av | f|, och ddrmed &ven av f, vara konvergent.

1+ 2sin(xy)
(22 4 12) (12 4 42)3/2

Vi avslutar detta kapitel med att hérleda den flerdimensionella motsvarigheten av in-
tegralkalkylens medelvardessats. Lat f vara en kontinuerlig funktion av tva variabler
definierad pa ett kompakt omrade D. Da har f ett storsta och ett minsta viarde M re-
spektive m pa D, och alltsa giller m < f(z,y) < M V(z,y) € D. Integration 6ver D
ger:

m(arean avD) < //m drdy < //f(x,y) dxdy < / M dxdy < M (arean avD)
D D D

1
= m< — /f(:c,y)da:dng

arean av D
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Om D é&r bagvis sammanhdngande, sa finns det en kurva (z(t),y(t)) som uppfyller
f(x(0),y(0)) = m och f(x(1),y(1)) = M. Eftersom bade f och kurvan ar kontinuer-

liga, sa ar g(t) = f(x(t),y(t)) en kontinuerlig funktion av en variabel med egenskaperna
g(0) = moch g(1) = M. Enligt satsen om mellanliggande véirden sa finns det ett ¢ € [0, 1],
sadant att g(t) = f(z(t),y(t)) = C. Det finns alltsa en punkt (zo, o) € D sadan att:

fr.y) = / f( y)dzdy

arean av D

Hogerledet kan tolkas som medelvardet av funktionen f pa omradet D. Om D, ar en
cirkel med radie  och centrum i (a, b) sa galler:

/fxydrd9—>f(a b) dar —0.

2

For harmoniska funktioner dr ovanstaende integral lika med f(a,b) Vr > 0.

Forelasning 21

Trippelintegraler

Pa precis samma séitt som vi definierade dubbelintegraler 6ver rektanglar i planet, kan
vi definiera trippelintegraler 6ver ratblock R i rummet genom att dela in ratblocket
i delratblock. Genom att approximera den funktion f som man vill integrera med en
trappstegsfunktion som ér konstant pa varje delratblock sa far man en Riemannsumma

som konvergerar mot
// f(z,y, z)dxdydz
R

Vi kan ocksa definiera trippelintegraler 6éver kroppar K i rummet som inte ar ratblock
genom att lata integranden vara noll utanfér K och integrera over ett ratblock som
innehaller K.

Man kan ocksa pa motsvarande sétt definiera multipelintegralen av en funktion f av n
variabler over ett omrade K C R". Denna betecknas

/"'/f(x17$2,...,xn)d$1d$2...d$n
K

Trippel- och multipelintegraler har ingen geometrisk tolkning, men méanga fysikaliska
tolkningar. Om exempelvis p(z,y, z) ar densiteten i punkten (x,y,z) s ges massan m
och volymen V' av en kropp K av

m:///p(x,y, z)dxdydz V:///dxdydz
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Vi kan berdkna trippelintegraler med hjalp av itererad integration eeller genom att ut-
nyttja symmetrier och variabelbyten. Om integrationskroppen K kan skrivas som

K={(z,y,z€ R :b(z,y) <z < alz,y, (z,y)€D))}

sa kan en trippelintegral éver K berdknas

a(z,y))
//f(x,y,z)dxdydz:// /f(x,y,zdz dxdy
K D b(z,y)

Om vi pa ett enkelt siatt kan bestdmma tvarsnitten av kroppen vinkelrdta mot nagon av
koordinataxlarna, sa kan trippelintegralen berdknas

b
/K/f(x,y,z) dxdydz:a/ L[z/f(x,y,z) dzdy | dz

dar D, ar tvarsnittet av kroppen vinkelrat mot z—axeln.

Exempel 60. Beréikna trippelintegralen

/// 2 dwdyd>

K

f(x,y)

dér kroppen K definieras av de tva olikheterna x? +
y? <z 2 4+y*+22<1, z>0. Den forsta olik-

heten motsvarar innandomet av en cirkular kon med i
spetsen i origo och de bada andra olikheterna ovre - y

halvan av enhetssfaren.

Kroppen K har formen av en ’glasstrut’ Vi berdknar trippelintegralen med den forsta
metoden ovan och tar fram projektionen av omradet i xy—planet. Projektionen av skér-
ningskurvan har ekvationen

1
x2+y2:1—x2—y2 = x2—|—y:§
S& D = {(z,y) e R®: 2? +¢? = 1}.

Vidare ér a(z,y) = /1 — 22 — 42, b(x,y) = /2% + 12, s
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\/ 1—z2—y2
Y A/ 1—x2—y2

/// 2 dedydz = Z/ / zdz | dedy = // {Zﬂ\/% dzdy

b Vatty? b

1
//(1 —2® =y — (% +y?))dady = 5 // 1 — 2% — 29* dady
D D
2

T 1/V2

1, 2 A 11
//1—2T2rdrd0:—27r T——T— :z<———>:Z

2 2 2 2\2 4 8
0 0

Variabelbyte i trippelintegraler

N | —

l\DI»—

I exemplet ovan sa utférde vi ett variabelbyte i den anlutande dubbelintegralen. Vi kan
ocksa utfora variabelbyte direkt i trippelintegralen. Om vi byter variabler fran (z,y, 2)
till (u,v,w) sd maste vi ta hansyn till hur volymelement skalas vid avbildningen. Precis
som for dubbelintegraler sa bestdms detta av absolutbeloppet av Jacobianen, sa trip-
pelintegralen kan skrivas:

//fa:y, d.a:dydz—//f x(u, v, w) (uvw)z(uvw))‘g((zgwi

Dar K’ ar kroppen K uttryckt i variablerna u, v och w. Vi tillimpar denna formel pa ett
exempel.

dudvdw

Exempel 61. Berikna

/// 2 dwdyd=

K

dar kroppen K ar ’glasstruten’ i foregaende exempel. I sfariska koordinater kan kroppen
uttryckas med olikheterna 0 < p < 1, 0 < p7, 0 < 0 < 27,vilket innebar att kroppen
alltsa ar ett ratblock i dessa koordinater. Jacobianen for detta variabelbyte &ar

0
e s
och eftersom z = pcos(¢) sa far vi:
1 m/4 2m 1 m/4 2m
z drdydz = pcos(¢)p?sin(¢) dddedp = | p* dp | sin(¢) cos(¢) dp | df
Wrem=]]] [ [

N[ sintze) LT cos(20)]™, 11
P Sin COS N
& dp | om =~ |- o 2 L g T
{4}0 / Ao m 4{ 1 L TR
0

62




Om integrationsomradet har axiell symmetri kan vi dra nytta av cylindriska koordinater.
Vi tar ett exempel dven pa detta.

Exempel 62. Berikna

/// 2 dedydz

K
dir K ges av olikheterna 22 > 2% +¢%, 0 < 2 < 1.

I cylindriska koordinater kan omradet uttryckas med olikheterna 0 <r <z, 0 < 6 < 27.
Jacobianen blir:

r Q0 Qz cos(d) —rsin(d) 0
g((x73725_ % g—Z % = [sin(6) rcos(d) 1| =rcos’(0) + rsin*(0) =r
PREg B T o 0
or

o9 9z
precis som for polara koordinater. Sa

2t 1 =z z

1
///zdxdydz-///zr drd@dz—QW//zr drdz
K 0 0 0 0
rzrz 53
_ 5 =9 ll _2_:_
7T/|:22:| 7r/2dz s 1
0 0

Manga ganger kan berdkningar av trippelintegraler forenklas avsevéirt om man tar even-
tuella symmetrier hos integranden i beaktande. Exempelvis ar, av symmetriskal

/// z drdydz = /// y dedydz = 0

K K

I
B

bade om K &r konen i foregaende exempel och ’glasstruten’ i exemplet innan det (jamfor
med enkelintegralen an en udda funktion éver ett symmetriskt intervall [—a, a]). Hur svar
en trippelintegral ar att berdkna kan ocksa paverkas av i vilken ordning vi valjer att
berakna de tre enkelintegralerna. I trippelintegralen.

0/12/10/4f(x,y,z) dxdydzO/ldzZ/ldyjf(x,y,z) dx

ges omradet av olikheterna 0 < 2 <1, 2 <y < 1,0 < x < y. Om vi istallet forst vill
integrera Oover z och sedan Over y och sist 6ver z, sa maste vi skriva om omradet som
0<z<1,0<z<y,och far trippelintegralen

O/dx/dyo/f(x,y,z)dz
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Forelasning 22: Tillampningar av dubbel- och trip-
pelintegraler

Som vi ndmnde i forra kapitlet s ges volymen av en kropp K av

///da:dydz = // / dz | dedy = //(b(:n,y) —a(z,y))dzdy

a(z,y)

dir de tva susta formlerna giller i specialfallet d& K har formen K = {(x,y,2) € R?:
a(z,y) < z < b(x,y), (z,y) € D}. Vi tar ett exempel som visar hur vi kan berékna
volymen av en implicit definierad kropp (dér vi inte kan géra ovanstaende omskrivning
till en dubbelintegral).

Exempel 63. Berikna volymen av kroppen K = {(z,y,2) € R?: (2% +¢* + 2%)? <y}

Eftersom véansterledet i olikheten ar ickenegativt, sa vet vi att y > 0. Pa grund av termen
2% + y? + 22 s& viljer vi att studera kroppen K uttryckt i sfiriska koordinater. y > 0
motsvarar di 0 < 6 < 7. Olikheten (2% + y? + 2%)? < y innebér da att

(p*)* < psin(¢)sin(0) = p* < sin(¢)sin(f)

och eftersom Jacobianen i sfiriska koordinater &r p?sin(¢), s& far vi:

- - \/sin(¢) sin 6 ) (@)

///dxdydz:/de/dgb U/ 7 sino dp—/d@/de{ ] o

K 0 0
T T

_ % / o / sin(g5) sin(g) sin(6)de — ; / sin(0)do / M do

0 0 0

- g leosto); [§ - 2] — -0 -)(3) =3

Alternativt hade vi kunnat gora omskrivningen 2% +y* + 2? < ,/y och dérefter 2* 4 y* <
VY — y? och anvint att projektionen av kroppen pa wz—planet ar cirklar med radie
V¥ — y? och centrum i z = z = 0. Tvérsnitt av kroppen med fixt y har alltsa arean
A(y) = m(/y — y?) och enligt envariabelanalysen sa géller

1 1
2 1,
VZ/A(y)dyz/\/@—deyZW S| =1
3 37 ], 3
0

0

Vi ska harnast undersoka problemet att bestdmma arean av en yta i rummet. Vi visade i
envariabelanalysen att om ytan fas genom rotation av en funktion y = f(x) kring x—axeln
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sd ges arean av

A=2r [ fa)TT (PP da

Vi ska nu studera det med generella fallet da arean &r grafen till en funktion av tva
variabler. Relationen mellan arean dS av ett d ytelement pa grafen och arean dA av pro-
jektionen av ytelementet pa xy—planet ar, eftersom bada ér approximativt plana,

dA = dS cos(7),

dér v ar vinkeln mellan grafens normalvektor och z—axeln. Normalvektorn till grafen av
en funktion av tva variabler ar (f(z,v), f3(z,y), —1), eller dess uppatriktade motsvarighet
(—fi(z.y), —fi(z,y),1). Med €3 = (0,0,1), s far vi da:

dA = dScos(y) = dS=B B L us T (e )+ (o) dady

rlles| Il

Hela grafens yta ger av integralen

5= Z/ VIt @R + (. 9))? dudy,

dar D &r funktionens definitionsméngd. Notera likheten med formeln for baglangden av
en funktionsgraf y = f(z), som lyder

b

L= / V1+(f(x))%dx.

a

Man kan ganska enkelt harleda formeln for arean av en rotationskropp fran formeln for
arean av en funktionsgraf. Senare i kursen kommer va att ta fram en formel for arean av
varje parametriserbar yta.

Exempel 64. Bestim arean av évre halvan av sfiren 2 + y* + 22 = R

Vi vill bestdmma arean av grafen till funktionen f(z,y) = \/R? — 22 — y? vars partiella

derivator ges av:

1 T
(z,y) = =(R? — 2% — y?)~1/2(—22) = —
file,y) = 5 y7) (=2 -
' Y
x,Y) = —
fo(z,y) e
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Eftersom funktionens definitionsméngd ar D = {(z,y) € R?* : 2* + y* < R?} 4 far vi:

A= [ VG G Paody = ([ | vy

Yy
RQ 27 R R
://1/—R2_$2_y2dxdy:/d9/——RQ_T2rdr
D 0 0

— o [—R\/W]: .

Vi dgnar resten av kapitlet at massrelaterade berdkningar. Vi har redan sett att massan
av en kropp K vars densitet i punkten (x,y, z) ges av funktionen p(x,y, z) kan berdknas

med trippelintegralen
/// p(x,y, z)drdydz.
K

Masscentrum (x7, yr, zr) for en kropp K i rummet ar den punkt kring vilken kroppen ar
i momentjamvikt med avseende pa en konstant, parallell gravitationskraft riktad at ett
godtyckligt hall. Antag forst att gravitationen ar riktad i z—riktning. Vridmomentet for
ett masselement p(z,y, z)drdydz kring en axel som ar parallell med x—axeln &r

p(x,y, z)dxdydz g(y — yr) och hela kroppens vridmoment

~~
m T

///g(y —yr)p(x,y, z)drdydz = 0 eftersom vi har momentjamvikt i (zr, yr, 27)
K

om vi nu later massan m vara trippelintegralen av funktionen p(x,y, z) 6ver kroppen K
sa far vi ekvationen:

1
/// ypla,y, 2)dedydz = myr = yr=— /// yp(x,y, z)dzdydz
K K

och motsvarande ekvationer géller &ven av symmetriskal for x7 och yr

Exempel 65. Bestdam tyngdpunkten till kroppen K som begrinsas av x +y + 2 < 11
forsta oktanten.

Av symmetriskédl pa kommer (z7,yr, zr) = k(1,1,1), s vi behover bara berdkna en av
xr, yr zr. Kroppen begrinsas av 0 < z<1—2—y, 0<y<1—2, 0<x <1, savifar
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integralen:

0 0
1
1 12?2 223 2ot
== 2 3Nd | 2
2/< v+ 2[2 3 4}0
0
_Lro2 1
S22 3 4 24
Samtidigt galler
1 1-zl1—xz—y 1 9 1
1-— 1
m:// / dzdydx:/( 2x) dx = 5/(1—2x+x)d
0 0 0 0 0

1
Tr = —— = — = (l‘T’yT’ZT):L_L(Ll’l)'

Forelasning 23

Vektorfalt

Under merparten av aterstoden av kursen ska vi arbeta med vektorfalt. Ett vektorfalt
ar en funktion vars definitions- och vardemangder ar delméngder av R3. Till varje punkt
(x,y, z) i rummet ordnar vektorfiltet F en vektor F(x,y,z) som kan skrivas

ﬁ(m7y72) = (Fl(xay7z)aF2(xay7z)aF3(x7yvz))

Manga fysikaliska fenomen kan beskrivas med hjalp av vektorfilt, exempelvis gravita-
tionskraften kring en massa, det elektriska kraftfiltet kring en laddning, eller hastig-
hetsféltet i ett materiaflode. For att kunna ta fram en fysikalisk teori for dessa fenomen
behover vi utveckla matematiska metoder for vektorfalt.

Om Fs(z,y,z) = 0 och Fy, F, ar oberoende av z, talar man om ett planirt vektor-
falt.

ﬁ(x,y) = (Fi(z,y), Fa(z,y)).
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Planéra vektorfalt kan bland annat beskriva magnetfiltet kring en lang, rak ledare ge-
nomfluten av en konstant elektrisk strom.

Exempel 66. En punktmassa mg i punkten 7y = (o, yo, 20) ger upphov till ett vektorfalt
for gravitationskraften. En massa m i 7= (x,y, z) paverkas av kraften

. km,
F(%yaz):— ol (IE—%,?J—QO,Z—ZO)
((z = 20)? + (y — y0)* + (2 — 20)?)3/?
= —kmom <_7: _fO)
|77 — 7|3
med belopp
-, k
|F| = M
|7 — 7|2

Sa kraften avtar, som bekant, med kvadraten pa avstandet | — 75|

En massa mg som placeras i gravitationsfaltet till en punktmassa kommer, om my << m,
att rora sig lings en rat linje mot punkten (xg,yo, 20). Dessa réta linjer ar sa kallade
faltlinjer for kraftfiltet. En féltlinje ar en kurva vars tangent i varje punkt ar parallell
med kraftfaltet.

Vi ska ta fram en metod for att betdmma faltlinjer till ett vektorfalt F och antar att

faltlinjerna har parametriseringen 7(¢). Per definition géller

df’ —

— = At)F(r(t

= MOF(()

for nagon funktion A(t). Det ar inte alltid som detta system av differentialekvationer kan
l6sas, men vi tar ett exempel nér sa ar fallet.

Exempel 67. Bestam en ekvation for den filtlinje till det plandra vektorféltet F(x,y) =
(1,sin(z)), som gar genom origo.

Féltlinjerna 7(t) = (2(t), y(t), 2(t)) uppfyller ekvationerna:

LS
I amer YA sing) e
dt dt 1
L
i L, S
N dy _ dy/dt _ A(t) sin(x) _ sin(x) - -
de  dx/dt A(t) * 1 b Y/ s
= y(x):/sin(:v)dx:—cos(x)+0 R v
Inséttning av villkoret y(0) = 0 ger déarefter S A A A
0 = —cos(0)+C = C=1, I

Sa faltlinjen genom origo har ekvationen y = 1 — cos(x), och oscillerar ddrmed mellan
y—vardena 0 och 2.
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Konservativa vektorfalt

Funktioner ®(x,y,2) : R® — R kallas ibland for skalirfilt. Gradienten V®(x,y, 2) av
ett godtyckligt skalarfalt dr ett vektorfdlt. Daremot giller det inte i allménhet att ett
godtyckligt vektorfilt I’ kan skrivas som gradienten av ett skalarfalt.

Definition 28. Vektorfiltet F (x,y, z) sigs vara konservativt i det 6ppna omradet D om
det finns ett skalarfilt ®(x,y, z) sddant att F(x,y, z) = V@ (z,y, 2). Funktionen ¢ kallas
for potentialen till F' (definitionen ir analog i R? eller R™).

Potentlalen till ett konservativt vektorfalt ar inte entydigt bestdmd. Om & &r en potential
till F sa ar ocksa ®+4C en potential for varje konstant C' eftersom V(®+C') = VO4+VC =
F+0=F. Tv potentialer &, ®, till ett och samma vektorfilt uppfyller dock alltid
®, = &y + C, for nagon konstant C', sa alla potentialer till ett vektorfalt &r identiska, sa
néir som pa en konstant (precis som primitiva funktioner till en funktion).

En potential till gravitationskraftfaltet kring en punktmassa m i punkten 7y = (zo, Yo, 20)
ges av

km
V(@ —x0)+ (y — o) + (2 — 20)2

Undersok pé egen hand att V& (x,y, z) blir vektorfaltet fran forra kapitlet.

O(x,y,2) =

For att visa att ett vektorfalt dr konservativt kan man forsoka hitta en potential till det.
Vi tar ett exempel.

Exempel 68. Visa att vektorfiltet F' = (3z2y2z+2zy, 203yz+a2+1, 23y2) ér konservativt
och bestdm en potential till det.

En eventuell potential & uppfyller V& = F , dvs
Den sista ekvationen ger ®(z,vy, z) = 2*y*2 + f(z, ).

(0D 9 o Partiell derivering med avseende pa x ger sedan

o 3x°y” + 2zy

x

aq:) acb — 3z 2 2 af

— =2%yz+ 22 +1 or o

dy

oo 2202 och efter jamforelse med forsta ekvationen inser vi att
{0z 4 f! = 2xy, vilket implicerar att f(z,y) = 2%y + g(y).

Partiell derivering av ® med avseende pa y ger slutligen

% = 22%% 2 + 0_f

:23 2 / / :1 —
9 o yz+ 2" +9'(y) = g y) = gy =y+C

S& vektorfiltet dr konservativt med potentialen ®(z,y, 2) = 2*y*z + 2%y +y + C

Att bestdmma potentialen till ett vektorfalt kan leda till ganska komplicerade rakningar.
Som tur ar finns det ett enkelt villkor som maste vara uppfyllt for att ett vektorfalt
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ska vara konservativt (villkoret ar lokalt och inte tillrickligt for att visa att féiltet ska
vara konservativt). (dvs. filtet ar konservativt = villkoret &r uppfyllt, men villkoret ar
uppfyllt # filtet ar konservativt).

Om ett planért vektorfalt F(z,y) = (Fi(z,y), Fa(x,y)) ir konservativt sa giller, for varje
potential ®(z,y) till F,

0P 0 oF 0*d 0*P OF.
_— = F1 —¢ = FQ = ! = = — 2
ox dy Oy  Oydxr Oxdy O
eftersom blandade partiella derivator ar lika. Ett planart vektorvalt kan alltsa bara va-
oF oF:
ra konservativt pa D om villkoret 8_1 = 8_2 ar uppfyllt i alla punkter (z,y) € D.
Y x

For vektorfilt F(z,y,2) = (Fi(x,y, 2), Fa(z,y, 2), F3(x,y, 2)) i rammet ges motsvarande
nodvandiga villkor for att F' ska vara konservativt av de tre ekvationerna

OFy, O0F, O0F, 0F; 0F, O0F;

oy or’ 0Oz or’ 0Oz oy

~
Tank VX F

(.

som alla maste vara uppfyllda for att F ska vara konservativt

Forelasning 24: Kurvintegraler av vektorfalt

Betrakta en partikel som ror sig langs en kurva ~ i ett kraftfalt som paverkar partikeln
med kraften F (7) dar 7 ar partikelns lage. Vi vill berdkna det arbete som faltet utrattar
vid partikelns forflyttning ldngs . Vi parametriserar kurvan + sa att 7 = 7(t), t € [a, b
langs kurvan. Valj sedan en partition a = tg < t; < ... < t, = b av parameterinter-
vallet och betrakta delintervallet [ty_q,%x]. Om intervallet &r kort, s kan vi betrakta
kraften F(7(t)) som konstant for t € [t,_y, ). Under delintervallet [t,_1,t,] utfor faltet
arbetet
dr

F((#)) - (F(ty) — (tx1)) = F(7(t)) - = (te) Aty
SN dr .
F(7(t)) - %(tk)Atk Det totala arbetet blir Riemannsumman
k=1
b
/ F(F(t)) - F'(t)dt som konvergerar mot integralen

nar vi later langden av delintervallen i partitionen ga mot noll.

For ett infinitesimalt tidsintervall dt, sa blir */(¢)dt en infinitesimal stracka langs kurvan
som vi skulle kunna beteckna dr. Man anvinder déarfor beteckningen

b
/ﬁ dr = /ﬁ(?(t)) 7 (t)dt for en parametrisering 7(t) av .
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Eftersom

F(t) = (o), 9(0), 2(1)),  dF = (da, dy, d2)
ﬁ((l],y, Z) = (F1<I,y7Z),FQ(.I,y7Z),F3($7y,Z>>

sa kan kurvintegralen av ett vektorfilt ocksa skrivas

/ﬁ'df = /(Fl(l“(t),y(t),Z(t))JC’(t)+F2(f€(t)7y(t)72(t))y'(t) + Fy(x(t), y(t), 2(1))2'(t))dt

Kurvintegraler lings tva olika kurvor mellan ett par punkter har i allménhet olika virden
som Vi ser i nasta exempel.

Exempel 69. Berikna kurvintegralen av differentialformen zy dx + (22 + 4?) dy frén
(1,0) till (0,1) langs kurvan u respektive kurvan vy = ; + 7».

For p valjer vi parametriseringen
(x,y) = (cos(t),sin(t)), t € [0,7/2] och far enligt de-
finitionen

- = —

7

7

7

1 7

/2 A /7 7

/xy dz + (2* + y°) dy = /(— sin(t) cos(t) + cos(t)) dt 4 !

. ) A rot )
/2 A Pyt

= [—%sinz(t) + sin(t)] = —é +1= g \ U )
0 Y R

For ~; respektive 7, tar vi parametriseringarna (z,y) = (1 —t,0), ¢ € [0, 1] respektive
(z,y) = (¢,0), tel0,1]. Vifar

/my dz (2 +y*) dy =

Y

~ N————’
0 2

~

0 0
1
B 1
0 tdt=|=| ==
o [ra=5], -3
0

Innan vi gar vidare behover vi ett par definitioner. En kurva vars start- och slutpunkt
sammanfaller kallas en sluten kurva. Kurvan v, + 75 — p i exemplet ovan ar séaledes
sluten. Om en sluten kurva inte skar sig sjalv i nagon ytterligare punkt kallas den enkel,
sa kurvan i exemplet ovan ar ocksa enkel.

(=) * 9% (=1)+((1 —1)*%0?%) % 0) dt+/0*t*0+(02+t2)*1 dt

o —_
4
\
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/1N
NI

(a) Ej sluten (b) Sluten, ej enkel (c) Sluten, enkel

Vi ska nu visa att for konservativa vektorfilt s dr kurvintegralen mellan tva punkter
oberoende av vilken kurva mellan dessa bada punkter man véljer och att berdkning av
kurvintegraler enkelt kan goras med hjalp av vektorfaltets potential.

Sats 24. Lit F vara ett konservativt vektorfalt i D med potential ®. For varje kurva
v € D mellan @ och b, sa gdller:

/ﬁ - dF = ®(b) — D(a)

Y

Notera likheten med analysens fundamentalsats. Potentialen ar motsvarigheten till den
primitiva funktionen. Satsen implicerar att kurvintegralen mellan tva punkter ar oberoen-
de av val av kurva. For slutna kurvor ~ kallas kurvintegralen av F' langs ~ for cirkulationen
av F' langs v och betecknas

55 F-dr.

Y

Om féltet ar konservativt galler alltsa att ovanstaende integral éar lika med noll (da
andpunkterna sammanfaller med varandra).

Bevis. Lat 7, t € |«, 8] vara en parametrisering av kurvan v frén @ = 7(«) till b= (B).
Enligt kedjeregeln géller

%‘P(F(t)) = Q(F(0)r (1) + - + PE(r(0))r5(t) = VO (H)) - 7'(1).

Inséttning av detta samband i kurvintegralen av F ger da:

¥ e’ «
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Det ar bara for konservativa vektorfalt som kurvintegraler ér vagoberoende. Lat F vara ett
vektorfilt definierat pa ett bagvis sammanhéngande omrade D. Antag att kurvintegralen
mellan tva punkter dr vigoberoende. Fixera punkten Py = (xo, %o, 20) och definiera, for
varje (z,y,2) € D funktionen

O(x,y,2) :/ﬁ-df

5

dér « ar en godtycklig kurva i D mellan (xg, o, 20) och (z,y, z). Valj v = 71 + 7o, dar 7
gar mellan (g, yo, z0) och (z1,y, z) och v ar en rit linje mellan (x1,y, 2) och (x,y, 2). v
ar oberoende av x, sa

0 0 e = | 0 S
a—qJ@(x,y,z)f% /F-dr—i—/F-dr %/F-dr

1 72 72

5 T
— %/Fl(t,y,Z) dt = Fl(x7y7 Z)

1

Analogt inses att @) = F; och @, = F3, 54 V& = F. Vi har allts visat att om kurvinte-

gralen av F &r vagoberoende pa D sa maste F' vara konservativt pa D.

Sats 25. /ﬁ - dr dr vdagoberoende pa D <= F ér konservativt pa D

v

Exempel 70. Berdkna

/ﬁ-df

~

om ~ ir halveirkeln 7(£) = (2 + cos(t), 1 +sin(t)), t € [0,7] och F(z,y) = (y + 2z, z).

Eftersom @ =1= @
oy ox
hitta en potential ®.

, sa misstanker vi att faltet dr konservativt och vi vill darfor

Andra ekvationen ger ®(z,y) = zy + f(x), vilket

g_q) — Y42 efter instattning i forsta ekvationen ger

x

8_(I)_x o.=y+fllx) =y+2x = fllz)=22 =
oy f(x)=2>+C

Vi har alltsd ®(z,y) = ry + 2 + C. Kurvans startpunkt &r (3,1) och dess slutpunkt ar
(1,1), och eftersom F ér konservativt pd R?, s& galler:

/ﬁ-d?z@(l,l)—@(&l):1*1+12—(3*1+32):_10

v
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Forelasning 25: Greens Formel

Vi ska nu visa ett samband mellan kurvintegraler for slutna kurvor i planet och dub-
belintegraler 6ver omradet som innesluts av kurvan i fraga.

Definition 29. For ett kompakt omrade D i planet, sa sigs + vara den positivt orien-
terade randen till D om v &r en kurva som genomloper hela D och for vilken D alltid
ligger till vanster om ~.

Sats 26. Greens Formel. Lit F(x,y) = (Fy(z,y), Fa(z,y)) vara ett plandirt vektorfdlt
med kontinuerliga partiella derivator. For ett kompakt omrade D i planet med positivt
orienterad rand vy sa gadller

§I§F1(:r; y)dx + Fy(z,y dy—// (ﬁ—%) dxdy

Bewvis. Precis som nar vi undersokte dubbelintegraler, sa antar vi att vi kan dela upp
omradet D i andligt manga delomraden pa formen

E={(z,y) eR*: f(z) <y <g(z),a <z <b}

Vi borjar med att pa valfritt delomrade E visa ”Fj-delen” av satsen, dvs.

%ley dx—//——dd (*)

Vi berdknar dubbelintegralen i hogerledet:

// OF, dxdy_/dx/_@d —/b(_Fl(x,g(x))+F2(x7f(x)>) "

$

A andra sidan kan kurvan v, parametriseras som 7(¢) = (¢, f(t)), t € [a,b] och kurvan
72 kan parametriseras som 7(t) = (t,¢(t)), t € [a,b], s&

b b

/Fl(x,y) do = /Fl(t,f(t))dt, /Fl(x,y) iz = —/Fl(t,g(t))dt

Eftersom integralerna éver kurvorna vy, 72 bada ér lika med noll, sa har vi visat (*) for
varje delomrade E.

"Fi-delen” av satsen géller pa hela D eftersom dubbelintegralerna adderas och kurvinte-
gralerna 6ver de linjer som tillhor randen av tva delomraden men inte renden av D tar
ut varandra, sa summan av integralerna over de interna linjerna ér lika med integralen
over unionen av linjerna.
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For att visa ”Fsr-delen” av satsen delar man upp D i dndligt manga delomraden pa formen
E={(x,y) eR*: f(y) <z <g(y)a<y<b}

Detaljerna utelamnas

[
Exempel 71. Bestam arean under cykloiden
=1 —sin(t
! sy 0, 20]
y=1— cos(t)

Eftersom vi inte kan 16sa ut y som en funktion av x sa fungerar inte tidigare metoder.
Greens formel ger dock att

ygy dr = // —1dxdy = —Arean av D.
o’ D

S& arean ar

/ydx—/ (1= cos 1—cos())d§+7\0//£;1f)if
:/(1—2005(t)+cos (t))dt:7(;+%(2t>—2(:os(t)) dt

2T
-2 sin(t)] = 37
0

3t N sin(2t)
) 4

Vi tar nu ett exempel pa ur berdkning av kurvintegraler kan férenklas med hjalp av
Greens formel.

Exempel 72. Berikna kurvintegralen

/ —yde + 22 dy,
5

dér v dr den positivt orienterade randen till cirkelsektorn 22 +¢2 <1, 0<y < z.

Problemet kan losas genom att parametrisera de tre randstyckena, men med Greens
formel blir rakningarna mycket enklare.

w/4 1
dx+x3d—//3x——32dmd:/d9/3r2rdr
/ ,dy (— 3y” ) dxdy
y Fy D BBF OF] 0 0
x By
1 3r [r4]" 3
_ QT [ 3 0T T O
_34/T Ir=7 {4}0 16
0
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OF, _ OF,
oy Oz

Vi har tidigare sett att om ett planart vektorfélt ar konservativt i D, sa géller

i alla punkter i D (Greens formel ger da §I§ F-di = 0).

oD

Definition 30. En 6ppen méangd D ar enkelt sammanhdngande om den ar bagvis sam-
manhéngande och om varje enkel sluten kurva v € D avgransar ett omrade som helt
ligger i D (med andra ord om D saknar hal”).

- oF, OF:
Sats 27. Om det plandra vektorfiltet F' uppfyller 8_1 = 8_2 i en enkelt sammanhdng-
Yy x

ande mdngd D, sa dr F konservativt i D.

Bevis. Tag en godtycklig kurva v i D. Eftersom D ar enkelt sammanhéngande sa ar

OF; OF:
méangden 2, som innesluts av v;, en delmingd av D. Alltsa géller 8_1 = 8_2 i alla
Yy x
punkter i €2 och Greens formel ger;

Fodi— ory O0F, dedu — 0 = Kurvintegralen ar vagoberoende
" oy ox = = F &r konservativt i D.
Q

Y

O

Vi avslutar med att undersoka det planara magnetfaltet kring en odndligt lang ledare
genomfluten av en konstant strém. Bortsett fran en konstant ger féltet av

Ble.y) = T8 (2 £ (0,0)

xr2 + y2
utanfor origo galler:
0By  (2*+y?) —22* y? —a? 0B,  x*—y* oyt —a?
Ox (@242 (@4 Oy (@24 y?)? (2 +y?)?
0B 0B
sa 8_2 = 8_1 utanfor origo. Pa en kompakt, enkelt sammanhidngande mangd som inte
Z Y

innehaller origo, sa ar B alltsa konservativt och integralen over randen av denna mangd
ar saledes lika med noll.

Pa en cirkel med radie R och centrum i origo géller, eftersom cirkeln har parametriseringen
(x,y) = (Rcos(t), Rsin(t))

_ [ (“Rsin(t), Reos(t)) ,
/ Bdi—— / B iy - (~sin(), Rcos(t) d

oD 0
2

27
2 2 2 o2
_/R sin(t) + R* cos (t)dt—/dt—27r
0

RQ
0
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oberoende av cirkelns radie R.

Lat nu v vara en godtyckligt enkel sluten kurva som gar ett varv runt origo i positiv
riktning (dvs. moturs). Kurvan omsluter da en cirkuldr kurva o kring origo. Greens

formel ger:
/E-dfz// 0B, 9B dxdy—/é-dfz/é-dfzzw
ox oy
D -~ -

vy ~ o —0

0 overallt i D som ej innehéller origo

Forelasning 26: Ytintegraler

Precis som vi kunde utvidga enkelintegraler fran att vara definierade pa intervall till
att vara definierade pa krokta kurvor sa kan vi utvidga dubbelintegraler fran att va-
ra definierade pa méngder i planet till att vara definierade pa krokta ytor. Vi far da
ytintegraler.

Vi har tidigare under kursen stott pa ytor i form av grafen till en funktion f(z,y) av tva
variabler och ocksa som nivaytor f(x,y,z) = C till en funktion av tre variabler. Vi kan
aven definiera ytor med hjilp av en parametrisering. Eftersom ytor &r tvadimensionella
objekt, sa behovs tva parametrar for att beskriva en yta.

Definition 31. En parametriserad yta bestams av en funktion 7(s, t) = (z(s,t),y(s, 1), z(s,t))
och en definitionsméngd D for (s,1).

Notera att om vi fixerar en av parametrarna sa far vi funktioner av typen 7(s,ty) och
7(s0,t), som bada beskriver kurvor pa ytan (se figuren till hoger). Ytan i skissen &r inte
grafen av en funktion f(z,y) eftersom vissa viarden pa (x,y) motsvaras av flera olika
z—varden. Grafen till en funktion f(x,y) kan parametriseras med r(s,t) = (s,t, f(s,t)),
dvs. genom at vi identifierar ena parametern med x och den andra med y.

! f(z,y)

Exempel 73. Parametriseringen 7(s,t) = (Rsin(s) cos(t), Rsin(s)sin(t), Rcos(s)), 0 <
s <7, 0 <t < 27 motsvarar en sfir med radie R och centrum i origo (sfariska
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koordinater). Kurvorna 7(s,tg) ar kurvor med konstant langdgrad och kurvorna 7(sy, t)
ar kurvor med konstant breddgrad.

Lat nu S vara en yta i rummet och f en funktion som é&r definierad i alla punkter pa
ytan S. En ytintegral av f 6ver S betecknas

//f(x,y, z)dS.

Hur ska vi gora for att berdkna denna? Dela in S i n stycken delytor med areorna ASy,
AS,, osv. och 1at (x;,y;, z;) vara en punkt pa ytan S;. Ytintegralen har da Riemannsum-
man

f(@i, i, 2:) AS; — f(z,y,2)dS
kz:; Tiy Yis 2 Z/ T,Y,2

Vi kan uttrycka (x;, y;, z;) med hjalp av en parametrisering av ytan och skulle vilja kunna
uttrycka dven AS; med parametriseringen. Enligt samma resonemang som vi anvande
niar vi visade att Jacobianen kunde tolkas som areaférstoringen for en avbildning, sa
galler

or or
—As x —At| =
Js Js ‘

or or
_X_

95 = 93 AsAt

AS; =

Alltsa kan ytintegralen uttryckas med hjalp av parametriseringen av S som

J[ #te.21s = [[ satsio)uts.0.565.0) or ‘9’7' dsdt)
S S

—_— X —_—
Js  Os
vektorprodukten i integranden kan beraknas med hjélp av en determinant

0s 0Os

dsdt (dS =

51 52 53 ay aZ

or or| _|[2x 9y 0z |15 as

ds = Os ds 0Os Os @ % ey
gz 9y 9z o o
ot 0Ot Ot

_ (9.2 L (9=:2) ’ L (2= ’
B J(s,t) J(s,t) J(s,t)
Formeln for arean av grafen till en funktion av tva variabler som vi tog fram som en

tillampning av dubbelintegraler ar ett specialfall av formeln ovan. Grafen till en funktion
har parametriseringen (s, t) = (s,t, f(s,t)) sa
or or

% = (1,0,f{(8,t)), 8_8 - (O’ 17f£(8’t))

78



och

or or 1 € ,63 , ,
dS = 5 X dsdt = |1 0 fl(s,b)|| dsdt =|(—fl,—f5,1)| dsdt
5o 0 1 fi(st)

=/ (fi(5, )2+ (f5(s,1))2 + 12 dsdt

precis som forvintat. Notera ocksa att arean av en parametriserad yta ges av

e

Exempel 74. Antag att konen z = /2(22 + 32) har ytdensiteten p(z,y, z) = y*. Bestam
massan for den del av konen som ligger under planet z =1 + y.

dsdt

f(z,y)

Den sokta massan ges av ytintegralen

[ vas

S

dar S ar delen av konen som ligger under planet
z = 1 + y. Eftersom konen &r grafen av en funktion
z = f(z,y), dar f(z,y) = /2(2? + y?), sa kan vi be-
stdémma dS med hjalp av de partiella derivatorna av

funktionen f.

1 N 2 2
ﬁww=¢wﬁw%”%=;n Blay =" =

21\ ° 2y 2
dS = +/1+ +(f)2dedy =1+ (=) + (=) dady
z z
=V1+2dzdy = \/gdxdy

For att veta vilken yta i zy—planet vi ska integrera Over sa bestdmmer vi projektionen
av skdrningskurvan mellan konen och planet i fraga.

l+y=+2@2+9y2) = 1+2y+¢y*=20"+9*) = 22°+¢y*—2y—1=0
(y — 1)

= 2+ (y—-172-2=0 = x2+T:1

Integrationsomradet kan parametriseras (z,y) = (rcos(),1 4+ v/2rsin(d)), 0 < r < 1,
0 < 0 < 27. Variabelbytet fran (x,y) till (r,0) har Jacobianen
Or Oz
ox,y)  lor 00| | cos(d) —rsin(0) Y
a(r,0) |0y dy|  |V2sin(0) v2rcos(0) = V2rcos’(0) + V2rsin®(6) = vor
or 00

79



sa

//92 dS://QZ\@dwd@/: 7r/1(1+¢§rsin(9))2\/§\/§r drdd

S
2 1 2w
= \/6/ /(T + 2v/2r? sin(0) + 2r° sin?()) drdf = /sin(é’) dd =0
00 0
2m 1 1 90 2
= \/6/ /(7" + 27"3LS()) drdf = /008(29) do =0
00 0
; 2 41t 3
:27T\/6/(T+T3)d7“:2ﬂ'\/6 USRI (UG
2 4, 2

0

Om ytan som vi vill integrera 6ver ar en nivayta g(z,y,z) = 0 till en funktion av tre
variabler, s ar det inte sikert att det gar att parametrisera ytan pa ett latt satt. Vi
har dock tidigare under kursen sett att, om 7 ar vinkeln mellan ytans normalvektor och
z—axeln, sa géller:

‘ ddy = |7;L||fi3||

|77 - €3

drdy = |cos(y)|dS = dS =

dxdy

cos(7)

Normalvektorn till en nivayta g(z,y,z) = 0 ar gradienten Vg(z,y, z), sa i detta fall blir
n- €3 = gy(z,y, 2), sa ytelementet dS kan skrivas

Vg(z,y,2)|

dS =
l95(2, 9, 2)|

dxdy.

Forelasning 27: Flodesintegraler

Flodesintegraler ar en speciell typ av ytintegraler som anvands for att berdkna floden av
exempelvis materia eller energi genom an yta. For att definiera flodesintegraler maste vi
forst infora begreppet orientering av en yta.

Definition 32. En slat yta ar orienterbar om det finns ett enhetsvektorfalt N som
varierar kontinuerligt och som for varje punkt P pa ytan uppfyller att N (P) &r vinkelrat
mot ytan. N ger upphov till en orinentering av ytan. Vi kallar den sida som N pekar ut
fran den positiva sidan av ytan och den andra sidan av ytan for den negativa sidan av
ytan.

En yta kan vara sluten och sakna randpunkter (som sfaren) eller ha en rand. For en sluten
yta valjer man ofta N sé att den positiva sidan blir utsidan av ytan. For en orienterad
yta med rand, sa ger orienteringen upphov till en orientering av randen. Randen v &r
positivt orienterad om ~ ar en kurva som genomloper hela 9D och for vilken D, sett
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fran positiva sidan av ytan, alltid ligger pa vanster sida av (N och ~ ar relaterade med
hogerhandsregeln, dar hogerhandens tumme &r normalvektorns riktning, och pekfingret
ar riktningen i vilken  genomloper randen till ytan).

Aven styckvis slita ytor dr orienterbara (till exempel en kub i rummet) om N ger uppov
till olika orienteringar pa randstyckena. Notera att alla ytor inte ar orienterbara. Mobi-
usbandet, exempelvis, har bara en enda sida.

Vi sag i forra kapitlet att en yta kunde parametriseras som s,t och att de partiella
derivatorna var parallella med ytan. Vektorn
or " or
ds Ot
ar saledes en normalvektor till ytan. Alltsa kan vi sétta
or or
—_— >< —_—
N Os ot
or " orl
ds Ot

Om N med denna definition skulle visa sig peka &t fel hall sd kan helt enkelt byta plats
pa parametrarna s och ¢, varvid N pekar at motsatt hall.

Lat nu F vara ett vektorfalt som betecknar ett flode av materia (enhet kg/m2s). Vi vill
bestdmma den méngd materia som flodar genom ytan ytan S per tidsenhet. Betrakta
ett infinitesimalt ytelement dS pa ytan. Under tidsintervallet At sa strommar genom
ytelementet d.S den materia som ryms i en cylinder med basarea d.S och hojd

F(P)-N
[F(P)||IN]

A

|F(P)|At cos(v) = |F(P)|At — F(P) - NA.

Cylindern innehaller massan F(P) - NAtdS, s& flodet per tidsenhet genom ytelementet
dS ér F(P)- N dS. Flodet av F' genom hela ytan S ges av ytintegralen

// F . NdS vilket ibland betecknas // F.dS s& dS = NdS
S

Ovanstaende integraler dr flodesintegraler. Om ytan S ar sluten anvéinds ofta beteckning-
arna

# F - NdS och # F-dS (jamfor med kurvintegraler)
S S

Fran formeln for N ovan och formeln for dS fran forra kapitlet far vi:

or or
//ﬁ~NdS_//ﬁ(F(s,t))~ D5 01 %x% dsdt
S S %XE‘

_ Z/ﬁ(?(s,t))~ (gx %f) dsdt.
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Vi dgnar resten av kapitlet till att rdkna nagra exempel pa flodesintegraler.

Exempel 75. Berikna foldet ut ur omradet K = {(z,y,2) € R3 : 2% +y? < 4} for filtet
F= (x,y,3).

Omradet begrénsas av tva ytor. Dels planet z = 4,
och dels av paraboloiden z = 2%+ 4%. Totala flodet &r
summan av flodesintegralerna 6ver dessa bada ytor.
For planet dr den utatriktade normalen N = (0,0,1)
och flodesintegralen blir

//FNdS //xy -(0,0,1) dS = //3dS

—3//d5—37r22—127r \W)/y*

Z

f(z,y)

eftersom S ar en cirkelskiva med radie 2

Paraboloidytan S, har parametriseringen 7(s, t) = (s,t,s* + t?) dir parametrarnas defi-
nitionsméangd &r D = {(s,t) € R? : s* + t* < 4} nu giller

l

a_, a_, a—» a 6_»1 €2 53
8—2 = (1,0,2s), a_:; = (0,1,2t), och a—z X a—: = 25 | =(-2s,-2t,1)
0 1 2t

—_
)

Eftersom z—komponenten ar positiv ar denna vektor dock riktad in i omradet K. Den
motsvarande yttre normalen ar (2s,2t, —1). Floderintegralen 6ver Sy blir:

//F NdS = - // arx?dsdt //(stS)-(Zs 2t, —1) dsdt
S
://(252+2t2 3) dsdt = // (2r* — 3)r drdf
D

ord 3277 2t 3
=21 U == —-Z2s%) =4n
4 2 |, 2

Det totala flodet ar 127 + 47 = 167

Exempel 76. Berikna flodet av faltet F= (x 4+ y,2,0) ut ur sfaren S med radie R och
centrum i origo.

Den yttre enhetsnormalen i en punkt 7 = (z,y,2) pa sfaren kan skrivas N=r /R (ty

7l = /2?2 + y? + 22). Alltsa blir flodesintegralen

//ﬁ«NdS://(x+y,z,0)~(x,y,z)%dS://(a:z—kxy—l—yz)}%dé’
S S S
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Av symmetriskél sa maste

//xde://yzdSzo,
S S

sa bara integralen av x* aterstar. Vi hade har kunnat parametrisera ytan med sfariska
koordinater, man anvander istéllet ett knep. Av symmetriskal sa géller:

Z/ﬁdsz//fdsz//z%zsz%//(xuyzﬂz)ds
;‘//ﬁ ://:v+y+z dS_—//dS

Arean av S

2

n

I det forsta exemplet behovde vi bara parametrisera den ena ytan eftersom det var latt
att bestdmma den plana ytans gradient. Eftersom den vilvda ytan var grafen till en funk-
tion av tva variabler, hade vi kunnat bestdmma normalen utan parametrisering eftersom
vi tidigare visat att normalen till en graf z = f(x,y) ges av (f{(z,y), fo(z,y),—1) =
(2x,2y, —1). I forra kapitlet visade vi ocksd att dS = /1 + (f{(z,v))? + (f3(z,y))? dzdy,

//F N dS = i// ¢1+1’f2’_ ) L V14 (D2 + (f5)? dedy

=i!f«ﬁﬂ:ww@

I det andra exemplet behovde vi inte heller anvinda nagon parametrisering tack vare
alla symmetrier som problemet hade. Om ytan ges av f(z,y, z) = 0 kan féljande formel

anvandas:
/ﬁww—ﬂﬁVf
/3
S S

Forelasning 28: Divergens och rotation

Vi har under kursen sett att ur ménga aspekter sa utgor gradienten V®(z,y, z) av ett
skalarfalt ®(z,y, z) motsvarighet till derivata.

For vektorfalt ﬁ(a:,y, z) = (Fi(z,y,2,), Fa(z,y, 2,), F3(x,y, z,)) finns nio olika partiella
derivator av forsta ordningen. Vi ska nu studera tva speliella kombinationer av dessa
partiella derivator lite mer noggrant, eftersom de, liksom gradienten, visar sig ha manga
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anvandningsomraden.

Definition 33. For ett vektorfilt F (x,y, z) sa definieras divergensen och rotationen av

. = O0F, 0F, O0F3 - 0Fy O0F, 0F, O0F3; 0F, O0F
div Ox + oy * 5. P rot (6y 0z 0z ox ' Ox ay)

Notera att sista komponenten i rotationsvektorn ér samma som integranden i Greens
formel. Vi aaterkommer till detta senare. Gradienten, divergensen och rotationen kan
alla uttryckas enkelt med hjalp av symbolen nabla

g 0 0
V = a 949 0 o
Ox’ dy 0z
som ar en vektorvéird differentialoperator. En operator dr en funktion vars definitions-

och viardeméngder ar méngder av funktioner. En differentialoperator deriverar elementen
i definitionsméngden pa nagot lampligt sitt (i fallet med nabla partiellt).

9 9 0 0% 96 0D
Vo = (@,@,&) o = <%78_y75> —gradfb
8F1 8F2 6F3 . —

- o o0 0 T
V'F—(%aa_yag>'(FlaF2aF3> - ox + ay + Oz = div F°

- o o0 0 0F; 0F, 0Fy, O0F3 0F, O0OF; ~
F: _ — —| = —_ — —_ — F
VX ( dy 0z 0z  9dxz’ dx Oy ) rot
o F F

Gradienten av ett skaldrfilt kunde tolkas som den riktning i vilken skalarféltet snabbast
okade. Vi ska nu titta pa hur divergensen av ett vektorfalt kan ges fysikalisk mening.

Sats 28. Lit F vara ett kontinuerligt deriverbart vektorfdlt. Lat P vara en punkt i rummet
och lat V' wvara ett omrade med volym AV som omger P.

g : 1 SR " .
(div F)(P) = A1‘1/11_1>0 AV # F-NdS (HL &r utflodet per volymenhet)
S

Bevis. Man kan visa att satsen géller oavsett vilken form V' har, sa vi antar att V' ar ett
riatblock med sidor Az, Ay, Az. Flodet i z—led ar:

S//ﬁ.(—ég)ds+//ﬁ-53ds

So
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S1 och S5 kan projiceras pa S, i zy—planet

Az Az
://(Fs(l’ayazo + 7) — F3(2,y, 20 — 7)) dzdy
Sz

Az Az
=(F3(z1,91, 20 + 7) — Fs(z1,y1, 20 — 7))A$Ay

0F OF:
~ 0 ($1,y1721)A$A9A2 = 323

(P)AV,

for nagon punkt P’ € V. Om vi krymper volymen AV sa kommer P’ — P, sa flodet i
z—led per volymenhet konvergerar mot 0F3/0z (P). Pa samma sétt konvergerar flodet i
y—led mot OF»/0y (P) osv., sa totala utflodet per volymenhet blir div F(P). O

Divergensen av ett vektorfalt motsvarar alltsa utflodet per volymenhet. Om vektorfiltet
beskriver hastighetsféiltet for en strommande vatska, sa innebar ett positivt utflode ur
ett omrade V' att vatska maste produceras inuti omradet. Divergensen ar alltsa ett matt
pa produktionen per volymenhet, dven kallad kalltdtheten, i en punkt. Om div F>0i
punkten P sa ar P en killa. Om div F<0i punkten P sa ar P en sanka.

Definition 34. Ett vektorfilt F ir killfritt (solenoidalt) i D om divF(P) =0, VP e D

I nasta kapitel visar vi Gauss sats som relaterar utflodet ur en sluten yta i rummet till
trippelintegralen av kélltatheten (divergensen) éver omradet som innesluts av ytan. Vi
ska harndst ge dven rotationen an ett vektorfalt fysikalisk mening.

Sats 29. Lit F vara ett kontinuerligt deriverbart vektorvdlt. Lar P vara en punkt i
rummet, och lat S vara en plan disk i rummet med centrum i P, area AS, normal N och
positivt orienterad rand C. Da gdller

. L 1 ﬁ
N - (rot F)(P) = A%%O NG 35 F-dr (HL &r cirkulationen per volymenhet)

Beuvis. Vi visar ett specialfall med Greens formel. Om normalvektorn N = €3, s ar
cirkulationen

%F dr—ygFldx—l—ngy—//(@—%) dxdy = (?—?) (PAS,
x Y

Om vi nu krymper arean AS., sa kommer P’ — P och

AlSZ yﬁﬁ - dF — (% - %—P;) (P) =@ - (rot F)(P) = N - (rot F')(P)
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Rotationen av ett vektorfalt motsvarar alltsa cirkulationen per areaenhet. Det ar natur-
ligt att tala om (rot F)(P) som virveldensiteten av filtet F i punkten P. Riktningen av
(rot F)(P) indikerar den axel kring vilken rotationen sker och beloppen av |(rot F)(P)
Ar ett matt pa virvelns styrka. Uttrycket N - (rot F)(P) beskriver om ett litet skovelhjul
i P med normalvektor N borjar rotera kring sin axel.

; , —y, 2,0
Exempel 77. Filten F(z,y,z) = (—y,,0) och B(z,y,z) = %
z Y

linjer men ger inte bada upphov till rotation.

har samma falt-

For filtet F har vi

tF=|— — —|[=(0,0,2
rO ax 8y az (’7)7
-y x 0

sa ett skovelhjul i zy—planet (med normalvektor €3) kommer att borja rotera om det ut-

sitts for faltet F. Rotationen kommer att bli den samma oavsett vilken punkt vi placerar
skovelhjulet i. For faltet B har vi istallet

&\ & &
9 d 9
~ - - - 0 x 0 Yy
tB= =00, — ([ —— |+ =
" % % 802 ( " Ox ($2+y2)+8y <w2+y2>>

0 x oy —a? 0 Y at =y

S0z \22+y?)  (22+y2)? Oy \22+y?) (22 +y?)?
alltsé galler rot B = 0 i alla punkter P (utom origo). Ett skovelhjul som utsétts for faltet
B kommer alltsa inte att borja rotera.

Definition 35. Ett vektorfalt F ér virvelfritt (irrotational) i D om (rot F(P)) = 0, VP e
D. Vi har tidigare visat att konservativa vektorfalt har denna egenskap (omvéndningen
géller for enkelt sammanhéngande omraden).

Foreldsning 29: Gauss sats (divergenssatsen)

Vi ska nu visa det resultat som vi annonserade i forra kapitlet, namligen relationen mel-
lan flodet genom en sluten yta och kalltatheten i omradet som innesluts av ytan.

Sats 30. Gauss sats. Lit F vara ett kontinuerligt deriverbart vektorfdlt definierat en
oppen mdangd D i rummet vars rand S dr en orienterad, sluten yta med utatriktad normal
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N. Dd galler
///(divﬁ) dv = #ﬁwds
D S

Bewvis. Vi visar satsen under det extra villkoret att omradet D kan delas upp i omraden
pa formen

E={(z,y,2) €eR’: f(z,y) <z<g(z,y), (z,y) € R}

och att motsvarande uppdelningar kan goras langs de
andra koordinatriktningarna. Om vi lyckas visa att

// 3 dadydz = # (0,0,Fy) - N dS, (%)

S1USUS3

sa kan vi sedan gora motsvarande bevis for Fi, och Fy
och satsen foljer eftersom flodena mellan tva delom-
raden med gemensam rand tar ut varandra (jAmfor
beviset av Greens formel).

/// OF; dxdydz = // (/ OF; dz | dady = //(Fg(x, v, 9(x,y) — Fs(x,y, f(z,y))) dedy
(z.y) R

Ytan S kan parametriseras (z,y, z) = (z,y, g(x,y)) for (z,y) € R, sa vi far

NdSz(—%, @,> = //OOF3 N dS = //ngyga:y)d:r;dy

och pa motsvarande sétt géller det att pa ytan S, far vi:

. af o Y
N dS = (a—i’ 8—57 1) dedy = //(0,0,Fg) N dS = —//Fg(x,y,f(x,y)) dzdy
Sa R

P4 sidoytan S; ar N riktad i &-led eller &-led, s& dir géller (0,0, F3) - N dS = 0 och
dessa ytor ger inget bidrag till flédesintegralen av (0,0, F3). Vi har visat (%) och dédrmed
hela satsen.

O
Exempel 78. Beriikna flodet av vektorfiltet F = (222, 22y, 2% + 2) ut ur enhetssfiren.

Divergensen av F ges av
oF, O0F, O0F;3

V.-F= + + =224+ 32+22 sa Gauss sats ger
or dy 0z
F.-NdS = /// V- F dadydz = // (2% + 2z + 22) dodydz
22+4y2+22=1 x24y2422=1 x24y2422=1
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Funktionerna 2x och 2z ar udda i x— respektive z—led och eftersom enhetssfiaran ar sym-
metrisk kring origo sa blir trippelintegralen av dessa funktioner noll. Sfariska koordinater

ger nu: (z,y,z) = (rsin(¢) cos(#), rsin(¢) sin(f), r cos(¢)),

oNw,y,2) o .
oo O
sa
2r w1
2?2 drdydz = (r cos(¢))*r? sin(¢) drdepdd
e[
1 ™ 21
= /r4 dr /(3082(¢) sin(¢) d¢ /d@
0 0 0
[T oS} ()] e 12, 4m
- [5], -5, - g5

(Direkt berdkning hade blivit mycket mer komplicerat.)

Vi tar nu exempel som visar att Gauss sats kan vara anviandbar for att berdkna flodes-
integraler dven genom ytor som inte ér slutna, men som gar att "sluta till” genom att
lagga till ett ytstycke med enkel geometri.

Exempel 79. Berikna flodet av F = (—e¥?, e, 2?) ut ur den koniska ytan T som
bestims av 22 = 22 + 4%, 0<z<1.

Ytan T ar inte sluten. Daremot innesluter 7' tillsam-
mans med "locket” L = {(z,y,2) € T : z = 1)} en
konisk kropp K. Vi kan anvinda Gauss sats pa krop-
pen K:

. L . 1]
//F~Nd8+//F-NdS:///div-FdV "
T L K

0.5 |

1.5 ]

S 1
Divergensen av F' ges av 0 \@/
L 05 g - 0
. OF, 0F, OF 01—l
V F= =4+ 224+ 22 =0+4+0+22 . 4

Ox dy 0z

och om R betecknar enhetsskivan i zy—planet sa far vi:

1

/// div - FdV = /// 2z drdydz = // / drdy = // (2] ey dady
K K R \/W 5

2w 1

://(1—(x2+y2))dxdy://(1—r2)rdrd9:27r {g—g];:g
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Vidare géller det pa L att N = (0,0,1), och z =1 sa:

//ﬁ-NdS://(—eyz,exz,zz)-(O,O,l)dS://szS://12d:Udy:7r
L L

L R
Det sokta flodet blir slutligen:

//ﬁ~NdS:///V~ﬁdK—//ﬁ-NdS:g—w:—g
T K L
Vilket innebér att vi har ett nettoflode ur struten, trots att produktionen inuti omradet

K ar positiv.

Gauss sats ar en flerdimensionell motsvarighet till analysens fundamentalsats som ju kan
skrivas

[ F@ iz = 0)- 5@

vansterledet ar, precis som i Gauss sats, en integral av en derivata pa ett omrade [a, b]
och hogerledet bestams, precis som i Gauss sats, av funktionens virden i randpunkterna
a och b. I nasta kapitel studerar vi en annan flerdimensionell motsvarighet till analysens
fundamentalsats: Stokes sats. Med hjélp av rdknereglerna for partiella derivator sa kan
man hirleda manga samband mellan gradienten, divergensen och rotationen, och dérige-
nom hérleda olika varianter av Gauss sats (se sats 9 i kapitel 16.4 i kursboken).

Sats 31. Lat ® vara ett skaldrfilt och F ett vektorfdlt. Da gdller:
1. V- (BF) = (V®)-F+&(V-F) 3. V x (BF) = (V®) x F +®(V x F)
2. V-(VxF)=0 (div(rot F) = 0) 4. Vx (VD) =0 (rot V® =0)

Det fijdrde pastaendet implicerar att konservativa vektorfdlt dr virvelfria. Notera att Lapla-
cianen A® kan skrivas V - V& = V2® = grad div ®.

Exempel 80. Forsta sambandet i satsen kombinerat med Gauss sats ger:

#(@ﬁ)-NdS—// v-(@ﬁ)dv—///v¢-ﬁdv+///<b(v-ﬁ)dv

Exempel 81. Lat ¢ vara ett skalarfalt som &r harmoniskt pa D (A® = 0) och som é&r
identiskt lika med noll pa randen S till D. Visa att & = 0 pa hela D.

Sitt F' = VO i satsen i forra exemplet. Da far vi:

#@V@Ndsz// |V<I>|2dv+///cI>A<I>dV = |V®?=0 = & = konstant
S D D

men & =0 pa randen, s&a ® =01 D.
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Forelasning 30: Stokes sats

Gauss sats gav ett samband mellan flodesintegralen 6ver en sluten yta och trippelintegra-
len 6ver kroppen som inneslots av ytan. Vi ska nu undersoka vilket samband som géller
mellan kurvintegraler langs en sluten kurva i rummet och flodesintegralen 6ver en ytan
som har den slutna kurvan som rand. I planet har vi tidigare visat Greens formel som

sager att
F . = _— = == F . N .
/ dr // ( pe o ) dxdy // (rot F') - N dxdy
D D

y

Stokes sats séger att detta samband géller for alla ytor S i rummet med positivt orien-
terad rand v (och inte bara fér den plana ytan D). Observera att till den slutna ytan i
Gauss sats fanns bara en motsvarande kropp, men till den slutna kurvan i Stokes sats
finns odndligt manga motsvarande ytor.

Sats 32. Lit F vara ett kontinuerligt deriverbart vektorfalt definierat pd en dppen mdngd
D i rummet. Lat S vara en orienterad yta i D, med normal N och positivt orienterad

rand . Da gdller:
ygﬁ-dfz//(rotﬁ)-NdS
S

Y

Bevis. Vi visar satsen under det extra villkoret att ytan S kan delas i delytor pa formen

E={(z,y,2) ER*: 2= f(z,y), (z,y) € R}

Om vi lyckas visa satsen pa varje dely-
ta sa géiller satsen pa hela ytan eftersom
kurvintegralerna over de kurvor som skiljer
tva delytor at tar ut varandra sa att ba-
ra kurvintegralen 6ver v aterstar. Vi visar
satsen genom att overfora integralerna fran
den krokta delytan E till det plana omradet
R. Ytan E har parametriseringen 7(x,y) =
(z,y, f(z,y)), (x,y) € R. Kurvintegralen
langs v kan skrivas som:

[ Fedr= [ Fe(dody. g o i) = [(Fs i) o (Pt f385) dy

TE E VE

-/ <%(F+ #i13) - (R +f{F3)) dudy
R
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Greens formel ger oss nu:

oF, OF, ., ,(OFs  0Fy
//(a—x‘FEfl*'fa{Fg-ng(ax‘F f1)>
R

X

oOF, OF ,, OF. aF,
_(6; il +M+f1< 3 zfQ))dxdy

oF, 0F 0F, OF; 0F; O0F
[ n () (1)
R S

'

(*)

A andra sidan s& ges N dS av (—f], —f}, 1) dedy s& flodesintegralen éver E kan skrivas
som en dubbelintegral 6ver R med integrand

— o 8F3 8F2 8F1 aF?) 8F2 aFI gl _
(I‘OtF)N—(ay aza 82 827’ ax ay) ( fla f271)_(*)

Sa kurv- och flodesintegralerna ér lika och vi har visat Stokes sats pa delytan E och
darmed aven pa hela ytan S. O

Fran Stokes sats ar det enkelt att visa att konservativa fialt maste vara rotationsfria. Vi
har ndmligen att:

F konservativt = yﬁ F - dF for alla slutna kurvor v

Y

= //(rotﬁ)-NdSzoférallaytorS = rotF=0

Omvéandningen galler, som tidigare namnts, pa enkelt sammanhéngande omraden.

Exempel 82. Berdkan cirkulationen av vektorfiltet F = (yz +vy — z,xz + bz, zy + 2y)
lings skirningslinjen L mellan ytorna 22 + 4% + 22 =1 och x +y = 1.

L ar orienterad sa att positiv riktning i punkten 1
(1,0,0) &r (0,0, 1). Skdrningslinjen L omsluter en plan
yta med parametrisering 7(s,t) = (s, 1 — s,t) och de- 0.5
finitionsméngd 0
N
2 0242 < 2 2
ss+(1l—-s) +t°<1 = 2s 23+21+t <1 05 o Y,
1 1 -
= 2(s—= <=
<S 2) TP =g ~1 1 - -l
1\ 2 —+ =05 0 .
= 4(3——) +22 <1 05 1 1 T
2 y

vilket ér en ellips med storaxel 1/4/2 och lillaxel 1/2. For att kunna anvinda Stokes sats
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berdknar vi rotationen av F

2(:c +2 )—g(xz+5x) '
rot F'=) = ay 5 |7 gEty—2) - o-(ey+2)
yz+y—z xz+5r zy+ 2y 0 0
5 @24 59) = {4y = 2)

=@+2—z,y—1—y,z24+5—2—-1)=(2,-1,4)

Stokes sats ger nu:

t/Zﬁwﬁkzzyuotﬁ)deS::lykZ—JﬂQ-(—lf—LO)dS

~
= = — ean av = — \/_ =

S

Ovan ser vi att N véljs sddan att v blir positivt orienterad.

I exemplet hade vi kunnat anvinda vilken yta som helst med rand L, exempelvis nagon
av de sfariska, men da blir berdkningarna svarare. Vi kan ocksd anvanda Stokes sats for
att visa hur flodesintegraler 6ver tva olika ytor med identisk rand &r relaterade.

ﬂmﬁ»ﬁwzﬁﬁﬁE—ﬂmMWNw

Eftersom integrnden i flédesintegralerna ar rot F sa har vi bara nytta av detta samband
for vektorfalt G som kan skrivas som G = rot F for nagot vektorfalt F.

Definition 36. Om G = rot ﬁ, s4 kallas F en vektorpotential till G.

Om G har en vektorpotential F' s& ar G killfritt, eftersom div G = div (rot F) = 0.
Omvéandningen géller om varje sluten yta i D omsluter ett omrade som ligger helt i D.
Under vissa villkor géaller alltsa:

e F har skalarpotential & <= rot F=0
« G har vektorpotential F <« divG=0

En vektorpotentlal ar inte entydlg Om F, 1 och Fy &r tvé vektorpotentialer till G sa géller
rot(Fy — F)=G—-G=0 = F, —F,=V® for nigon funktion .

Forelasning 31: Kontinuitets- och varmeledningsekva-
tionen

I detta kapitel och de tva nastfoljande ska vi visa att ett antal fysikaliska problem kan
modelleras matematiskt med de verktyg som vektoranalysen ger oss och vi ska se att
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manga av de fysikaliska problemen kan beskrivas i termer av partiella differentialekva-
tioner. Vi ska i nagra fall ocksa undersoka losningar till de mest vanligt féorekommande
partiella differentialekvationerna.

Betrakta den tidsberoende storningen av ett &mne i rummet. Amnets téithet ges av sklir-
filtet p(7,t), med enhet [mdingdenhet/m3], dir mingdenheten kan vara Kg (materie-
stromning), C (laddningsstrémning), J (virmestromning) etc. Hastigheten beskrivs av
vektorfaltet (7, t) [m/s|. Lat S vara en godtycklig tankt sluten yta i rummet som inne-
sluter omradet V. Vid tiden t innehaller V' méngden

/V//p(Ft v

av amnet. Lat nu (7, t) [mdngdenhet/m3s] beteckna eventuell produktion av dmnet.
Materiens oforstorbarhet ger sambandet

okning/tidsenhet av &mne i V' = produktion i V — utfléde genom S

vilket matematiskt kan uttryckas som

/// tyav = /// (7, 1) dV — // (7, 1)3(7, t) -N dS

mangdenhet/m s

Vikan flytta in tidsderivatan i forsta termen (eftersom integralen sker 6ver 7) och anvinda
Gauss sats pa tredje termen. Vi far da integralekvationen

odp .., B dp .
///(E“‘le(p’U)—/ﬁl) v =0 = E—i—dw(pv)—/ﬁ
v

Déar implikationen foljer eftersom méngden V' var godtycklig. Det hérledda sambandet
mellan p, ¥ och k kallas kontinuitetsekvationen och géller for alla typer av stromning.

Exempel 83. Betrakta fallet med gas- eller véitskestromning. Mangdenheten ér da Kg.
Om mediet som stromningen sker i &r isotropt (likadant i alla riktningar) och hastighets-
flodet virvelfritt, sa kommer flodet att uppfylla det empiriska sambandet Ficks lag, som
sager att

pv = —D grad p,
~~ ~——
[kg/m?s] [kg/m*]

dar D [m?/s] kallas for diffusionskonstanten. Denna typ av stromning kallas for diffu-
sion och innebéar fysikaliskt att stromningen sker i den riktning langs vilken tétheten
minskar som snabbast och att stromstyrkan &r proportionell mot tathetsforandringen.
Stromningen soker alltsa att utjamna téthetsskillnader. Insatt i kontinuitetsekvationen
ger Ficks lag

%—i—div(gradp):/f = — —DVp=«k
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K
jamvikt: p stationdr = Ap= D dvs. Poissons ekvation.

Diffusionsekvationen ar en partiell differentialekvation som beskriver hur tatheten i en
virvelfri strommande gas eller véitska forandras 6ver tid och rum. Om gasen eller vatskan
ar inkompressibel (p konstant) och saknar kéllor (k = 0), sa reduceras kontinuitetsekva-
tionen till

O0+pdive = divi=0

Exempel 84. Betrakta nu fallet med varmestromning. Storheten p motsvaras nu av
viarmeinnehéllet per volymenhet vilken kan skrivas pcT med enhet [J/m?], dér ¢ [J/K K g]
ar varmekapaciteten och p [Kg/m?] dr densiteten. Man kan inte tala om en hastighet @
hos viarmeflodet. Dock kan termen innanfér divergensen i kontinuitetsekvationen tolkas
som en varmestromvektor ;. I ett isotropt medium géller Fouriers lag

déar konstanten k [J/kms] kallas for varmeledningsformagan.

j =—kgradT Om & [J/m3s] ar virmeproduktionen, si ger kontinuitetsekva-
~ —— :
[J/m2s) [K /m) tionen
dpcT or k
9P 4 div (—kgradT)=r = ———AT= 7 stationir = AT=-"
ot ot pc pc k

Detta ér virmeledningsekvationen som ér en partiell differentialekvation som beskriver
temperaturens forandring i rum och tid. Ekvationen har samma form som diffusionsekva-
tionen. En analog ekvation finns fér den elektriska laddningstétheten (6vning 5 i kapitel
16.6 i kursboken).

Vi ska nu hérleda en 16sning till varmeledningsekvationen och betraktar for enkelhets
skull den endimensionella homogena specialfallet.

oo
ot or?

Om T(t,z) ar en losning till denna ekvation sd ér dven T'(A\%t, Ax) en 16sning for varje
konstant \. Fran detta drar vi slutsatsen att kvoten (\x)?/A?t = x?/t ar central for
losningen. Vi ansatter darfor 16sningen

T(t,2) = tiav (%)

och kallas nedan variabeln z/v/t for r. Insittning av ansittningens derivator ger:

or ___ e ()+i/() IR 82_T_i//() 1Y
ot~ pert VTV 2 13/2 022~ 1o I\t

L o T _ 1
ot 0x2  totl

—aw(r) — V'(r)=d"(r) | =0

1 =z
2 Vi
—~—
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satt nu a = 1/2. Uttrycket innanfor parentesen reduceras da till

1 1

5(1}(7") +r'(r)+0"(r) =0 = (/) +J"(r)=0 = Qrv(r) +'(r)=A
Av fysikaliska skél vill vi att

T T
limv|—)=1limdJ|—)]=0
o () = ()

for alla ¢, och detta implicerar att A = 0. Vi far nu den separabla, ordindra differentia-
lekvationen

4
C
= o(r)=¢" B — e o T(p) = —=e "M

Vit

1 2
V'(r) = —Erv = /dv /——r dr = In(v) = L 4B

Om vi véljer konstanten C' sa att

/T(t,x) dr =1sablir C =

—00

1
2V 47T

Vi far den sa kallade fundamentallosningen till varmeledningsekvationen.

1
O(t,x) = exp(—x2/4) eller i R ®(¢,7) = Wexp(—\xl2/4t)

1
Vit
Vi kan notera att fundamentallésningen ar lika med
tathetsfunktionen for en normalférdelning med stand-
dardavvikelse v/2¢. En initial koncentration av mate-
ria eller energi sprids ut 6ver rummet nar ¢ ckas. Man
kan konstruera losningarna till

arjot — AT =f, t>0
T= g, t=0

som integraler av ®(t, z):

ult,z) = / Btz — y)gly) dy + / / Ot — 5,2 — y)f(y, 5) dyds

Rn 0 Rn

Forelasning 32: Maxwells ekvationer och viagekvatio-
nen

Vi ska i detta kapitel motivera Maxwells ekvationer for elektriska och magnetiska falt
och utifran dessa visa existensen av elektromagnetiska vagor som fortplantas med ljusets
hastighet.
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Det elektriska faltet kring en punktladdning ¢ med lage 7y ges av

T—Fo

E() =

4 W for en fysikalisk konstant g, jAmfor med gravitationsfaltet.
TEY T — To

Precis som gravitationsféiltet sa ar det elektriska féltet konservativt och har potentia-
len

L q 1
@ = —
(7’) 47T€0 ’F—Fol,

7

Flodet ut ur en godtycklig yta S som innehaller 7, uppfyller, for varje sfar S, kring 7
med radie a sddan att S, C .S,

//E-Nds—//E-NdS:///divEdvzo
S Sa K

- //E N dS = //E N dS = // =T T=Th e
4reg \7“—7“0\3 7“—7“0\
|F—70o|— 2—0,2
4%5@2//

471'(12

Lat nu istallet p(7) vara en laddningstéithet, sa att dg = p dV. Da blir flodet ut ur ytan

[/E.Ndsz/v//z ///ﬁdvcausssats///(dwE__) v

Eftersom S var godtyckmlig s géller div E = 1 (Gauss lag)
€0

Magnetfalt uppkommer till f6ljd av laddningar som ror sig, dvs. elektriska stréommar.
Betrakta ett infinitesimalt stycke dry av en ledare som genomflyts av strommen 7. Enligt
Biot-Savarts lag sa ger denna strom upphov till det magnetiska faltet

(F‘) 4]7Td7“0><(r—r0)

|7 — 7o|?

Om vi antar att laddningarna inte kan bildas eller forstoras, sa maste strommen ga langs

en sluten kurva + och vi far:
iy = L oot

47 |77 — 7o
¥
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Vi ska visa att magnetféiltet ar kallfritt (div H= 0) genom att hitta en vektorpotential
Atil H (H=rotA = divH = div(rot A) = 0). Lat

_. ) yg dry
A(7)
s |77 — 70

1
Fran potentialen till det elektriska filtet ser vi att grad (ﬁ) =—
r—To

f o Lat nu
|7 — o3

o —

och F = dry i sambandet V x (®F) = &(V x F) + (V®) x F. Vi far

%v oo Wi""zoiygv L,
~ir |7 = 7ol 47 |77 — 70

Y

|7 — 7ol

T'—T[)

47r |7 — 7"0|3 X dr=H(7).
g
Magnetfaltet ar alltsa kallfritt, vilket betyder att det inte finns ndgra magnetiska kallor
eller sinkor. Ekvationerna div E = p/eo och div H=0 galler bade i det stationara och
det icke-stationdra fallet, dvs. oberoende av om filten ar tidsberoende eller inte. I det
stationdra fallet giller ocksa rot £ = 0 (E ér konservativt) och rot H = 0 (géller utanfor
ledaren), men dessa ekvationer géller, som vi snart ska se, inte for tidsberoende falt.

Vi ska nu undersoka vad som galler for rot E och rot H nér E och H ér tidsberoende.
Faraday visade empiriskt att cirkulationen av ett elektriskt falt kring en sluten kurva
motsvarade en fordndring i magnetiskt flode genom en yta vars rand ges av kurvan,

dvs
yﬁE dr = — 9 /ﬁ N dS
= Noat
S

Y

Stokes sats ger sedan, eftersom S ér en godtycklig yta

- _ J a
//rotE-NdSz%E-df’://—uoa—-NdS = rotE——uoa
ot ot
S ¥ S

For magnetiska filt kan man visa att om J [C'/m2s] ar stromtéitheten s géller rot H = J
i det stationdra fallet. I det icke-stationara fallet &r dock detta inkonsekvent eftersom
kontinuitetsekvationen for elektrisk laddning séager att

0 > 0 = 0

P idivi=0 = —p—i—div(rotH) —0 = Z =0,

ot ot — — ot

=0

vilket dr en motségelse. For att kontinuitetsekvationen ska kunna vara uppfylld maste vi
istédllet lata H uppfylla

— - aE . > . 8E 1 a
rot H = J+€OE ( = divJ = —gpdiv (E) = —gg = 8?)
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Det sista sambandet upptécktes av Maxwell och sambanden nedan kallas Maxwells ek-
vationer (1861).

B . n OH - - 10E
div £ = ﬁ, divH=0, rot =—py—, rotH =J+eco——
€0 ot o ot
Vi ska harnést visa att i franvaron av strommar och laddningar (6 = 0, J = 0), sa uppfyller
E och H (det elektriska, respektive magnetska faltet) den sa kallade vagekvationen.

o*H 10 o 1 OE 1 =
- = ———rotE=——rot — = ~— rot (rot H)
Ot? 3e lagen Lo ot Mo Ot 4e lagen  LpEQ
1 — — 1 — 62}7 e
= ———(grad (divH)—- AH)=—AH —AH =0
Ho€o — Hoo or?
=0 N~

=c?, c #r ljushastigheten

Skillnaden mot varmeledningsekvationen ér en extra derivata med avseende pa tiden (och
att det ar mycket lattare att hitta losningarna). Vi undersoker det endimensionella fallet
och infér de nya variablerna a = x + ct, f = x — ct. Derivatorna av u(t, z) blir, uttryckta
i aoch (3,

Ou_ouda w03 _0u v | Pu_ 0 0 0%

dr OJadr 0B0r Oda 90f 0xr?2  0a? oadp 02
Ou_uda  0ud5_ ou 0w Pu_ 0u . Pu L0
ot  Oa ot 0B Ot Oa 0B ot2 Do 0adf 032

Pu 0% ( 2 Pu 0.2 0*u 282u) B (62u 0?u 62u>

T e 02 \“9a2 008 ¢ o 902 29008 T 052
0%u
A2 — —
= —4c 9008 0 = ule,B)=Fla)+G(B)

eller med andra ord: u(t,z) = F(x + ct) + G(z — ct). Den forsta funktionen ar en vag
som 10r sig at vanster med hastighet ¢, och den andra funktionen ar en vag som ror sig
at hoger med hastighet c.

Forelasning 33: Potetialteori

Vi sdg i forra kapitlet att det elektriska faltet £ (7) var konservativt och hade en potential
® som uppfyllde

A® = div (grad &) = div E = gﬁ
0

dir p dr laddningstitheten. Aven gravitationskraftfiltet dr konservativt och har en po-
tential V' som man kan visa uppfyller ekvationen AV = 4nGp, diar G éar gravitations-
konstanten, och p &r materialtatheten. Bade elektrostatiken och gravitationen kan alltsa
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beskrivas med hjélp av potentialer v som uppfyller Poissons ekvation Au = f, dir f ar
en mangdtathet. I franvaro av laddningar eller materia i ett omrade uppfyller potetialen
Laplaces ekvation Au = 0 pa omradet, dvs. potentialen dr en harmonisk funktion.

Studien av l6sningar till Laplaces och Poissons ekvationer kallas potentialteori och dess
matematiska resultat kan som synes anviandas inom vitt skilda omraden av fysiken. No-
tera ocksa att vi i forrforra kapitlet visade att saval koncentrationen vid stationar virme-
spridning som temperaturen vid stationdr varmespridning uppfyllde Poissons ekvation.
Vi ska i detta kapitel undersdka nagra grundliggande egenskaper hos losningarna till
Laplaces och Poissons ekvationer. Till var hjalp har vi foljande resultat som kallas for
Greens satser.

Sats 33. Greens satser. Lat ® och W vara tva skaldrfalt som dr tvd ganger kontinuerligt
deriverbara i omradet V' med rand S och utatriktad enhetsnormal N. Da gdller:

///(@A\IerV(I)-V\IJ)dV:#@V\IJ-NdS
o

///(@A\p _ UAD)dV — #@W i TV F d

Bevis. Anvander vi Gauss sats pa vektorfaltet ®V W, sa far vi:
#@V@.Ndsz // V- (V) dV
s v

Om vi nu anvénder V - (®F) = &(V - F) + V& - F med F = V¥ far vi:

/// )+ Vo - V) dV

varvid forsta pastaendet foljer, eftersom V - (VW) = AW. Om vi byter plats pa & och ¥
i forsta pastaendet, sa far vi:

///(@A@Jrvw-vqndV:#qu»Nds
V

S

Subtraherar vi denna ekvation fran forsta pastaendet i satsen, sa foljer direkt andra
pastaendet i satsen. O

Notera att om vi satter ® = 1 i Greens forsta sats, sa far vi Gauss sats.

Ju - -
Lat nu 6_ = Vu- N beteckna riktningsderivatan av en funktion u i normalriktningen N.
n

Om wu ar en harmonisk funktion sa ger Gauss sats
a—ZdS:#Vu-NdS:// V-(Vu)dV:// AudV =0,
s % %
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s& nettoflodet av ett filt F vars potential u ar harmonisk ar noll ut ur varje sluten yta
S. Om potentialen u uppfyller Poissons ekvation Au = f blir nettoflodet

// Fav
v
ut ut ytan S som omsluter omradet V. I forra kapitlet visade vi att for E s& galler, om
7?0 € S,
S = I — T 1
#E-Nds_ﬁ, F=-L 170 __ 9 g(_—_
€0 Ateq |77 — 7ol? 4meg |7 — 7ol
s

N #— ‘gt V. jas=94 - #v EN B
dmeg |7 — 7ol €0 |7 — 7o
S S

Vi har tidigare under kursen visat att om D, &r en cirkel med radie r och centrum i (a, b),
sa galler, for varje kontinuerlig funktion f av tva variabler,

f(a,b) —hm—/ f(z,y) dedy

r—0 71'7“

Sats 34. Lat S vara en sfir med centrum i o och radie R. Fér varje funktion u som dr
harmonisk pa det omrade som omsluts av S, sa gdller

u(r) dS

dvs. funktionsvdrdet av u(r) dr lika med medelvirdet av funktionsvdirdet pa S.

Bewvis. Lat V vara det inre av S bortsett fran en liten sfar S, med centrum i 75 och radie

a. Det andra pastaendet i Greens sats med & =u, ¥ = ger nu

— |

|F—T’0

///“A(lr—m) |7”—7”0| QL= //<V< ~|>‘\f_1f0|w)ﬁd5

=0, ro(fV

Eftersom |7 — 7| ar konstant pa respektive sfér och

v(%) Nog =P 7T T

|77 — 70| |77 — 70[3 |7 — 70| |77 — 7|4

ocksa ar konstant pa respektive sfar, sa far vi
1 1 1 - 1 .
—— [l udS+ — [ udS — —= Vu-N dS — — Vu-N dS
R? a? R —— a ~——
s Sa s =0 Sa =0
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u ar harmonisk pa S (och S,), sa de sista tva integralerna &r noll. Vi later nu a — 0 och
far, av kontinuitetsskél

% // u(F) dS = lim % // w(F) dS = Arii()
S Sa

vilket visar satsen. O

Satsen ovan géller &ven om vi tar medelvirdet over det inre av .S

Sats 35. Ldt u vara en icke-konstant harmonisk funktion definierad pa nagot omrade D.
Dd antar u mazimum,/minimum pa 0D.

Bevis. Mangden D U 0D ar sluten och varje kontinuerlig funktion pa en sluten méangd
antar maximum och minimum nagonstans pa mangden. Vi antar att maximum antas i
en punkt Fy i det inre av D. D4 géller u(P) < u(Fp) for alla P € DU JD. Pa grund av
medelviardesegenskapen maste likhet galla for alla P pa ytan av varje sfar kring F, som
helt ligger i D. Varje punkt i D kan nés fran Py med en kedja av sfarer som ligger helt i
D. Alltsa maste u vara konstant i DD, men detta motsager vad vi antagit ska gélla for .
Vi kan dra slutsatsen att u antar maximum pa 0D. ]

Satsen om maximum och minimum ovan 6r rimlig ur fysikalisk mening om vi tanker oss u
som temperaturen vid stationdr virmespridning. Den maximala/minimala temperaturen
maste da upptriada pa randen till omradet.

Satsen om maximum och minimum kan anviandas for att visa att det bara kan finnas en
16sning till randvardesproblemet

{Au —f iV

U =g, pals

Antag att u; och ug ar tva losningar till randvardesproblemet. Da uppfyller v = u; — us
att Av =01V och v =0 pa S. Eftersom v ar harmonisk, sa antar den sitt maximum och
minimum pa randen S. Men v = 0 pa .S, sa v maste vara noll pa hela V', dvs. u; = uy pa

V.

Forelasning 34: System av ordinidra differentialekva-
tioner

I detta kapitel ska vi studera n x n system av forsta ordningens linjara ordinédra differen-
tialekvationer. Sadana system bestar av féljande n ekvationer med n obekanta funktioner
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x1(t), zao(t), ..., xu(t).

dz(t
C}t( ) = an(t)llfl(t) -+ CL12<t)£C2<t) + ...+ Gln(t)l'n(t) + f1 (t)
dz,(t
dt( ) = Q1 (1)1 (1) + an2(t)a(t) + . .. + @ (B) 2, (1) + fu(t)
Systemet kallas homogent om fi(t) = ... = f,(t) = 0 for alla t och sdgs ha konstanta
koefficienter om a;;(t) &r konstanta for 1 <4, j < mn. Om vi infér matriserna
Cbu(t) a12(t) e aln(t)
1(t) Si(t)
asn(t) aoge(t) ... ag,(t
i | A 21'() zg() 2'() |
e : : : (¢
(1) it (t) am(t) .. amlt) fa®)

—

dx -
sa kan systemet uttryckas kortfattat pa matrisform pri AZ + f. Losningarna till ett

n x n system av ODE kommer att vara vektorvarda funktioner av variabeln ¢, dvs kurvor
i R™. Vi kommer hadanefter enbart att betrakta fallet n = 2, men metodiken som vi tar
fram ar generell och géller for alla n.

Vi ska nu bestdmma den allménna lésningen till homogena 2 x 2 system av forsta ord-

dz
ningens ODE i AZ med konstanta koefficienter. For motsvarande endimensionella

ODE, v = ay ges losningen av funktionen y = Ce®. Vigledda av detta undersoker vi om
T = (c1,co)TeM kan vara en 16sning for ndgot lampligt val av A € R och ¢ = (c1, )T 1
sa fall galler:

Sd N o
ce™) = c—e™ = Cle
) dt

AT = Az = NaeM =AM = A=) = Af=M\¢
= (A=X)E=0 = det(A-—X)=0

At dz

Kurvan ¥ = ce™ &r alltsa en 16sning till = AZ, ndr A och ¢ uppfyller ekvationen

Ac = Ac, dvs. \ ar ett egenvérde till matrisen A med tillhérande egenvektor. Den allmédnna

l6sningen ges av
7= ceMt + 526)‘2t,

dar \; och Ay ér de bada egenvérdena till A, och ¢ och ¢ ar motsvarande egenvektorer.

Exempel 85. Bestam den allmanna losningen till systemet av ODE:

d
%:xl—i-sz
%:47}14—3232
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Systemet kan skrivas pa matrisform som

@ . 1 2 T
dt — \4 3) \xy
och egenvektorerna till matrisen A uppfyller ekvationen

det(A— X)) =0

1—A 2
4 3-A

’:0 = MN—-4\—-5=0 = AX=2+3

For egenvardet A = 5 respektive A = —1 uppfyller motsvarande egenvektorer

-4 2\, o
4 _2> 1=0 = cl =

, 2 2) . B} 1
(A+1D)GH =0 = (4 4)c2:o = 2:b(_1)

Vi ska nu studera l6sningen till exemplet ovan lite ndrmare.

. 1\ & 1Y 21(t) = ae + be
r=a e’ +0b e =
(2> (—1> {.Tg(t) = 2ae — be™!

Om vi later a = 0 sa far vi x1(t) = —x2(t) och da géller tlim xq(t) = tlim xo(t) = 0. Om
—00 —00

(A=50)E =0 = (

=
VR
DN —
\/

vi istéllet later b = 0, sa far vi 2z (t) = x5(t) och da géller tlim zy(t) = tlim xo(t) = £oo.
—00 —00

For stora t, s& dominerar €, och lésningskurvan nirmar sig 2z (t) = z5(t). For sma ¢
sa dominerar e~* och losningskurvan narmar sig x1(t) = —x2(t). Vi kan skissa 10snings-
kurvorna och fa ett sa kallat fasportriatt. Losningskurvorna ar faltlinjer till vektorfiltet
F = Az.

Om matrisen A bara har ett egenvéirde (med multiplicitet 2), sa ger metoden fran exemplet
tidigare bara en partikularlosning 7' = éeM och inte den allménna 16sningen. Vi undersoker
om ¥ = cteM + deM, dir ¢ ar en egenvektor och A ett egenvirde till A, kan vara en
16sning.

daz d - - -

— = —(cte™ + deM) = a@eM + deM AT = ActeM + Ade™
dt  dt

Om vi undersoker e*-termerna och teM-termerna var for sig si far vi de bada ekvatio-

nerna

teM . A=\ — A dr egenvarde till A med egenvektor ¢

-

M Ad= M +¢ — (A= X)d=¢

Det allménna 6sningen ges nu av @ = ade™ + b(ZteM + deM), dir A ér ett egenvirde till
A med egenvektor ¢, och d 16ser ekvationen (A — A )d = C.
Eftersom matrisen det(A — Al) = 0 &r en andragradsekvation i A, sa finns det ocksa

en mojlighet att matrisen A har tva komplexa egenvarden \; = r + si och Ay =1 — s1
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med motsvarande egenvektorer ¢; och ¢ (man kan visa att & alltid ar det komplexa
konjugatet till ¢, vi skriver detta ¢, = & ). Den allménna 16sningen blir

7 = ac et 4 bl = o0 (cos(st) + isin(st)) + bES (cos(st) — isin(st))),

dar vi har anvéint definitionen av exponentialfunktionen for komplexa tal i det sista steget.
Losningen blir dock en komplex kurva, men vi ar framst intresserade av reella l6sningar.
Om vi dock véljer konstanterna a = b = 1/2 sa far vi:

1 1

aé’l + bgljr = 5(_’1 + E\ljr) = %e(cﬁ) i(aEl — bgf) = 5(51 — ET) = —Jm(cﬁ)

och en 16sning blir e™(9Re(c;) cos(st) — Im( ) sin(st)). Satter vi istallet a = —b = —1/2,
sa far vi:

. .2

i i
och en losning blir " (IJm(c;) cos(st) + Re(c)) sin(st)). Dessa bada 16sningar ar reella och
linjart oberoende (bada ar dessutom spiralformade). Den allménna reella l6sningen ges
av:

T = ae" (Re(Cy) cos(st) — Im(cy) sin(st)) + be" (Im(c)) cos(st) + Re(cy) sin(st))
= e""((aRe(C)) + bImc)) cos(st) + (VRe(¢)) — aTJm(E)) sin(st))

Forelasning 35

System av orinira differentialekvationer (forts.)

I forra kapitlet harledde vi den allmédnna losningen till homogena 2 x 2 system av forsta
ordningens ODE med konstanta koefficienter med hjalp av egenvarden och egenvektorer.
Vi ska nu undersoka en annan metod som kan anvandas éven till 16sning av inhomogena
2 X 2 system.

Definition 37. For en n x n-matris A, si definieras exponentialmatrisen e4 som

et = —A* (jamfor med Maclaurinutvecklingen av e”.)
k=0

Man kan visa at exponentialmatrisen uppfyller i stort sett samma rakneregler som expo-
nentialfunktionen. I synnerhet géaller det att:

k=0 k=0 k=0
L ARk 1
=> i A (Z —(At) ) = AeM =eMA
k=0 j=0 J:



—

d -
Betrakta nu det inhomogena 2 x 2-systemet d—f = AZ + f. Vi multiplicerar med den

integrerande faktorn e~ och far:

dz - dZ -
At CAt g= o —At At _At = At
e M—=e""A¥+ ¢ = — —Ae M Z=c¢
at e s at /
d .
= a(e’Atf) =eMf = M= /e AL fat

= f(t):eAt/eAtfdt (f=0 = HL=(C,)T = T=e(c,c)7)

Formeln ovan ar analog med formeln fér den linjira, inhomogena ODE:n v/ = ay + f
som vi harledde i envariabelanalysen. For att kunna anvinda denna metod i praktiken
maste vi kunna berdkna exponentialmatrisen och det ar ofta ganska komplicerat. Vi tar
ett relativt enkelt exempel.

Exempel 86. Bestdm den allménna loésningen till systemet av ODE:

d$1

cfl_t:_xQ <:>d—f— 0 —1) (=
arz _ d\1 0 Lo
at —

som har de badda komplexa egenvirdena A = +i, (A\? +1 = 0). Vi bestdmmer A* for

k=0,1,2,3,4, och ser om vi kan uppticka ett monster sa att vi kan bestimma e’

o (10 L (0 -1 , (-1 0 s (0 1
o) o-00) G ()

1 N 10 0 —1 -1 0)¢ 0 1\
At _ Lok kU v v
M= LAnt=3 A k!_<0 1)*(1 o)”(o —1)2!+(—1 0>3!+

k=0 k=0
t2 t4 t3
et Tty ) feos(t) —sin(h)
. 3 2 ! sin(t)  cos(t)
R R

dar vi i sista steget ser att matrisens element ar Maclaurinutvecklingarna av sinus och
cosinus. Den allméanna l6sningen blir nu

z At (C) _ cos(t) —sin(t)\ (a1 _ [c1cos(t) — cosin(t)
N co ) \sin(t)  cos(t) c2)  \cisin(t) + cocos(t)
B cos(t) — sin(t)
- a (sin(t)) to < cos(t) )’
Vi hade ocksd kunnat hirleda de linjért oberoende 16sningarna (cos(t), sin(¢))? och
(—sin(t), cos(t))” med hjélp av metoden fran forra kapitlet. I allménhet &r det ofta svart

att se monstret i et (jamfér med forsta exemplet i kapitlet Féreldsning 35).
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Exakta ODE och variation av parametrar

En forsta ordningens ODE pa formen @ = —M for nagra funktioner M och N av
dx N(z,y)
tva variabler kallas for exakt om det planira vektorfaltet F(z,y) = (M(z,y), N(z,y)) ar
konservativt. Det finns d& en potential ® sadan att VF = ®. Om vi nu betraktar Y som
en funktion av x, sa galler
d , dy dx

) = ¥+ 85 = M)+ M) = M) + N (-

Losningarna till ODE:n ges foljaktligen av kurvorna ®(x,y) = C.

M8:c,y) B
N(z,y)

Exempel 87. Bestam den allmanna losningen till ODE:n

dy 2z +sin(y)
dr  xcos(y)

Vi underséker om ODE:n ar exakt (den ér inte separabel), genom att se om vi kan finna
en potential till F' = (2z + sin(y), x cos(y)).

Integration av den andra ekvationen ger:

0P
g—% =2r + sin(y) CI)(CL‘, y) =X Sin(y) + f(:t),
o = z cos(y) for nagon funktion f.
Derivering och jamforelse med forsta ekvationen ger sedan
0P

o sin(y) + f(x) = fl(x)=22 = f(z)=2"

Vektorfiltet F har alltsi en potential ®(x,y) = 2% + zsin(y), sd den givna ODE:n var
exakt med den allménna 16sningen z? + x sin(y) = C, vilket kan skrivas

d
y(x) = aurcsin(E —z) (kolla att d_y blir som i ODE:n).
x x
I kursen envariabelanalys 16ste vi inhomogena ODE genom att gora en kvalificerad giss-
ning av partikularlosning baserat pa utseendet hos inhomogeniteten. Vi ska nu undersoka

en annan metod som ar anvandbar dven for andra hogerled 4n de som togs upp i envari-
abelanalysen. Betrakta den inhomogena ODE:n

ar(2)y" (x) 4+ ai(x)y'(x) + a1 (2)y(x) = f(x)

och antag att vi vet tva linjart oberoende l6sningar y;(x) och yo(x) till den motsvarande
homogena ODE:n. Vi soker nu en partikulérlésning bland méangden av funktioner som
har formen

Yp = w (@)1 (x) + u2(2)ye(z) = f()
for nagra funktioner u;(z) och us(x) som uppfyller ) (x)yi(z) + u)(z)y2(x) = 0.
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Exempel 88. Bestam den allménna losningen till o” + 4y' + 4y =

z2
Med metoderna fran envariabelanalysen kan vi harleda att den homogena ekvationen har
I6sningarna y; () = €72 och ya(x) = ze 2*. Vi sétter y, = u1y1 + ugys och deriverar:

Yy, = Uy Yy + Unla +uryy + usly = uryy + Usyy
=0

Yy = Uh Y + upls + wryy + usyy

Insattning i ODE:n ger:

€—2m
Yy + Ay + Ay = wn (y] + yyl + dy) Fup (45 + Agh + dn) Fulyt +uhyh = —5
=0 =0
Vi far ekvationssystemet
uh (2)e™ + ub(z)we ™ =
672:):
uh (1) (=272 + ub(—2we™ + 27) = o
med l6sningarna
/ 1 1
u(e)=-— w@) = w@)=-n(), ulr)=-—
—1
Vi far partikularlésningen y,(z) = —In(z)e™?* + —ze 2* = —e~**(1 4 In(z)) och den
x

allménna 16sningen blir:

y(x) = (ax + b)e > — e (1 +In(x)) = (ax + b — In(x))e "

Forelasning 36: Funktionsfoljder och likformig konver-
gens

Vi ska i detta kapitel undersoka foljder av funktioner. Lat A vara en mangd i R (R"
fungerar lika bra). Forn = 1,2, 3, ... later vi f,, vara en funktion med definitionsméangd A.
Maéangden av alla dessa funktioner f,, blir en funktionsfoljd, som betecknas { f,,}°° .

For talfoljden {a,}72, sade vi att talfoljden konvergerar mot gransvirdet a om avstandet

mellan a,, och a gick mot noll dd& n — oo, dvs. om lim |a, — a| = 0. Men det &r inte
n—oo

uppenbart hur man ska definiera avstandet mellan tva funktioner. Tva mdojliga avstand
ar

d(f,g) = / (f(z) — g@@)Pdr och d(f,g) = sup|f(x) — g(x)

z€A
A
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En skillnad mellan dessa bada avstand ar att i det
forsta fallet kan d(f,g) = 0, &ven om f och g skil-
jer sig at i enstaka punkter (punkter dr nollméngden
for integralen), men detta géiller ej for det andra fal-
let. For varje fixt viarde pa x € A sa ar {f,(z)}>,
en talfoljd. Talfoljder kan vara konvergenta eller di-
vergenta. Om talfoljden { f,(x)}5°, &r konvergent for
varje fixt x € A, sa kan vi definiera en funktion f som

flx) = lim f, ()

Vi séger att funktionsfoljden {f,}5°, konvergerar punktvis mot gréansfunktionen f.

Exempel 89. Avgor om funktionsfoljderna {f,}>2,, {g.}>2, och {h,}>°, konvergerar
punktvis pa intervallen [0, co) for

()

x nx
Rl gn(z) = [ ha(z) = @
Vi undersoker forst f,, och g, och noterar att f,(0) = g,(0) = 0, samt att for z > 0 géller
det att:

T T 1
Oéfn(x):1+n2x2_n2x2:n2x_>0’ n—ooVe >0
1
0 < gn(2) ne ne =— —0, n—ooVr>0

T 140222~ 22 nw
Bade {f.}>°, och {g,}>, konvergerar punktvis mot 0 pa [0,00). For h, géller det att
hn(z) — 0 for x € [0,1), att h,(x) — 1 for x = 1 och att h,(z) — oo da x € (1, 00).

Exemplet med {h,} ovan visar att trots att h, &r en kontinuerlig funktion for alla n,
sa ar gransfunktionen diskontinuerlig. Vi ska senare undersoka nér gransfunktionen blir
kontinuerlig. Vi undersoker nu pa vilket sarr f,, och g, konvergerar mot noll. Bada funk-
tionerna uppfyller xlggo flz) = xlggo g(x) = 0 och f,(0) = ¢,(0) = 0 oavsett val av n.
For varje n finns det ett € [0,00) som maximerar |f,(z) — 0] och ett x € [0,00) som
maximerar |g,(z) — 0|. Vi undersoker dessa avstand.

f(2) = (1+n2x2)—x2n2x: 1 — n?z? 0 = m2:i
" (1 + n2x2)? (1 + n2x?)? n?
1 —n2x? 5 1
g, (z) = n—<1 T 0 = a2°= =

Det maximala avstandet for f,, och g, &r:

1
() -0 = —2—
Jnax | fu(z) =0l =7 L " o

1

n= 1
max |gn(z) — 0] = —%— = =
x€[0,00)|g<) | 1+n2# 2
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For g,(x) finns det, for alla n, ndgon punkt = € [0, 00) dir avstandet till gransfunktionen
ar 1/2. Funktionskurvan g,(x) kommer inte att ligga néra kurvan g(z) = 0 pa hela
intervallet. Konvergensen ar ej likformig.

Y Y

Definition 38. Funktionsfoljden {f,}52, konvergerar likformigt mot grénsfunktionen f
pa méngden A om

sgg!fn(w) — f(x)] =0

Likformig konvergens innbar alltsa konvergens dér avstandet mellan tva funktioner méts
av d(f,g) =sup|f(z) — g(z)|. I exemplet ovan sa var { f,}°2; likformigt konvergent mot
€A

0 pa [0, 00), men {g,}°, var inte likformigt konvergent. Vi kan dra foljande slutsatser:

Sats 36. Likformig konvergens medfor punktvis konvergens, men punktvis konvergens
medfor inte likformig konvergens

Sats 37. Lat {f,}>°, vara en funktionsfoljd med definitionsmdngd A och anta att alla
funktionerna f,, dr kontinuerliga pa A. Om { f,}22, konvergerar likformigt mot en funktion
f pa A, sa dr gransfunktionen f kontinuerlig.

Bevis. Tag ett godtyckligt € > 0 och en godtycklig punkt zy € A. Vi ska visa att f &ar
kontinuerlig i zy. Eftersom f,, — f likformigt, sa finns det ett N, sadant att for alla
n > N och alla z € A, sa géller f,(z) — f(z) < /3. Fixera ett saidant n > N och kalla
det ng. Funktionen f,, ar kontinuerlig i xo, sa det finns ett o > 0 sadant att for alla
|z — xo| < & géller | fo, (z) — fuo(z0)| < /3. For alla |z — | < ¢ géller nu:

[f(@) = flxo)| < (@) = ful@)| + [ fno (2) = Sno (@0)] + | frng (w0) — f(0)| < &

<e/3 <e/3 <e/3

Detta visar att f ar kontinuerlig i den godtyckliga punkten zy € A och diarmed i hela
A. O

Om gransfunktionen éar diskontinuerlig, som i exemplet ovan med {h,}2,, sa kan alltsa
inte funktionsféljden konvergera likformigt. Men gransfunktionen kan vara kontinuerlig
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dven om funktionsfoljden inte konvergerar likformigt, som i exemplet ovan med {g,}52 ;.
Vi inleder nasta kapitel med att ytterligare undersoka sambandet mellan likformig kon-
vergens och gransfunktionens kontinutet. Vi undersoker nu nér det géller att:

ti [ @) do = [ i fo(o)do = [ fo) do )
A

A A

for en foljd {f,}5°, av kontinuerliga funktioner.
Sats 38. Om A dr ett kompakt intervall [a,b] och { f,}2, dr likformigt konvergent pa A,
sa galler ().

Bevis. Om {f,}>°, ar likformigt konvergent, sa ar f kontinuerlig. Saval f,, som f &r
kontinuerliga och darmed integrerbara.

/bfn(x)da:—/bf(x)d /b ) da </|fn )| da

b
S/m%@%ﬂwszwm@<Ww/®%&n%w
rEA xEA

a

~ a

b—a

sa

/bfn(x)dxa/bf(x)dx, n — 0o

Likformig konvergens ar inte nodvéndigt for att (*) ska gélla. For funktionsfoljden {g,}52
i exemplet ovan, pa intervallet [0, 1], s& galler:

1 1

nx

1 In(1 2
lim [ g,(z)dz = lim dz = lim — [In(1+n’z )](1) = lim In{ +n7) =0

n—00 n—00 1+ n2x? n—oo 2n n—00 2n
0 0

Forelasning 37

Funktionsféljder och likformig konvergens (forts.)

I forra kapitlet visade vi att en likformigt konvergent funktionsfoljd av kontinuerliga
funktioner konvergerar mot en kontinuerlig gransfunktion, men vi noterade ocksa att
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gransfunktionen kunde vara kontinuerlig &ven om funktionsféljden inte konvergerade lik-
formigt. Vi ska nu visa Dinis sats som ger ett villkor for ndr man fran grénsfunktionens
kontinuitet kan dra slutsatsen att funktionsféljden konvergerar likformigt.

Definition 39. En funktionsfoljd {f,}5°,; kallas monoton om antingen f,1(x) > f.(x)
for alla n och alla x € A eller f,,11(z) < fu(z) for alla n och alla x € A.

Sats 39. Dinis sats. Lat {f,}52, vara en monoton funktionsfoljd med kompakt defini-
tionsmangd A. Om alla funktionerna f, dar kontinuerliga pa A och {f,}5°, konvergerar
punktvis mot en kontinuerlig funktion f, sa dr konvergensen likformig pa A.

Bewvis. Vi kommer att anbanda Bolzano-Weierstrass sats som sager att varje begriansad
talfoljd {a, }>2, har minst en hopningspunkt £ och en konvergent delféljd {a,, }32,, sidan
att a,, — &, dak — 0.

Vi antar for enkelhetens skull att f,, avtar mot f, vilket implicerar att for alla x € A, sa
ar {gn(z)}>2,, dér g,(z) = fu(z) — f(z) en avtagande talfoljd. f, och f &r kontinuerliga
och darmed &r g, kontinuerlig pa en kompakt méngd. g, har darfor ett storsta virde

my, = sup |gn(z)| = sup | fu(z) — f(2)] ((vi vill visa att lim m,, = 0))
z€EA z€A n—00
Eftersom {g,}>°, ar avtagande sa géller m; > my > ... > 0. En nedat begransad,
avtagande talfoljd ar konvergent, sa lim m, = « > 0 existerar. Vi ska visa att a > 0.
n—oo

Satsen om extremvérden sdger att det finns en punkt z, € A sadan att g,(z,) = m,.
Talfoljden {z,};° dr begrénsad, sa det finns ett tal £ € A och en delfdljd {z,, }32, sadan
att z,, — 0. Antag nu att o > 0. Valj NV sa stort att gy(§) < 2a/3 far alla |z — &| < 6.
P& grund av monotoniteten, sa géller da g,(z) < 2a/3 for alla |x —&| < § for allan > N.
Men for tillrackligt stora ny sa ar |z,, — ¢&| < d och samtidigt g,, (x,,) = my, > « vilket
motsager att g, (z,,) < 2a/3. Alltsa géller « = 0 och konvergensen ar likformig.

Exempel 90. Vi atervinder till exemplen {f,}°°, och {g,}5°,, dar

= —— OC n rT) = ————
1+ n2z? g 1+ n2z?

fn()

fran forra kapitlet. Bada funktionsfoljderna bestar av kontinuerliga funktioner och konver-
gerar punktvis mot noll. P& det kompakta intervallet [0, a] sa ar funktionsfoljden { f,}2,
monoton, eftersom
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T x 4
e < —=
1+ (n+1)222 = 1+ n2a? Jal@),

fn-i—l(x)

for alla x € [0, a]. Sa, enligt Dinis sats s& ar konver-
gensen likformig. Funktionsfoljden {g,}52, kan inte
vara monoton eftersom maximumet sup g) = B
z€[0,a]
antas for olika x och olika n, sa for vissa = € [0, a]
och n sé géller g,.1(x) > g,(x) och for andra sa géller
gns1(x) < gn(x). Enligt Dinis sats kan konvergensen
inte vara likformig.

Vi aterkommer till Dinis sats for funktionsserier senare.

Funktionsserier

Genom att summera elementen i en talfoljd {a,}°, far vi en serie

o)
E Qs
n=1

dvs. en summa med oédndligt manga termer. Pa samma siatt kan vi summera elementen
i en funktionsfoljd {us}32, for att bilda en funktionsserie Z ug(x).

k=1

Definition 40. For en funktionsfoljd {u}3, for funktionerna uy har definitionsmangd
A, sé definierar vi funktionsfoljden av partialsummor { f,,}52, som

fulw) = usle) (i fule) = Tim S uee) = Y wale) - (+)

Funktionsserien (*) sdgs konvergera (punktvis) mot en funktion f i A om f,(z) konver-
gerar punktvis mot f(x) i A dd n — oco. Funktionsserien (*) sigs konvergera likformigt
mot f i A om f,(x) konvergerar likformigt mot f(z) i A da n — oc.

Den differens som ar intressat for bada dessa konvergenstyper ar

f(z) = fulz) = iuk(x) - Zn:uk(:rj) = i (dvs. seriens "svans”)
k=1 k=1 k=n+1

Punktvis respektive likformig konvergens av serien motsvarar att svansen gar mot noll
punktvis respektive likformigt. For funktionsféljder avgjorde vi om en funktionsfoljd
{fn}oe, var likformig genom att forst besimma gransfunktionen f och sedan undersoka
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om sup | fn(z) — f(x)|. For funktionsserier ar gransfunktionen oftast okénd, sa ovansta-
€A
ende metod ar ej tillampbar. En mojlig utvig ar dock Weierstrass majoransats.

Sats 40. Weierstrass majorantsats. Om |uy(z)| < My, for alla x € A och > My dr en
K=1

oo
konvergent serie, sa konvergerar funktionsserien . u(x) likformigt i A.

k=1
Observera att vi inte kréaver punktvis konvergens av funktionsserien. Kérnan i beviset ar
att begransningarna M) ar oberoende av x.

Beuvis. Eftersom g M, ar en konvergent positiv serie, sa sédger jamnforelsekriteriet for
k=1
[e.e]

positiva serier att Z |ug(x)| ar en (punktvis) konvergent serie. Alltsa géller, for seriens

k=1
7svans”

oo
> k(@)
k=n+1

sup | f(z) — fu(z)| = su
€A

p
T€EA

<sup<z Jug (w >§Sup(i Mk>= i My,

z€A k=n-+1 z€A k=n-+1 k=n-+1

men hogerledet gar mot noll da n — oo, eftersom det ar en konvergent serie. Alltsa kon-
vergerar funktionsserien likformigt i A.

Exempel 91. Avgor om funktionsserien
(2% 4 2z)F
P
k=0
konvergerar punktvis och likformigt.

For stora k ar det potenstermen som dominerar. Fran p—testet inses att serien dr punktvis
konvergent for alla x som uppfylller

2
2
VI o o P42 <3 = |(@+12—1]<3
e
= (z-1?% <4 = -3<r<l
For x = —3 blir funktionsserien > k(—1)* och for # = 1 blir funktionsserien > k,

k=0 k=0
och bada dessa serier ar divergenta. Punktvis konvergens géller pd A = (—3,1). vi har

likformig konvergens pa varje slutet intervall [a, b] C (—3,1). Exempelvis géller pa [—1, 0]
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att

My,
5 9 i 1 00 1 k
‘k(x —gk ) < kﬁ och kz:% k (g) ar konvergent, ty
k+1
ak‘+1 Sk‘—i—l 1
-—<1
. R
3k

Forelasning 38: Funktionsserier

Manga egenskaper om funktionsserier kan héarledas direkt fran de satser som vi har visat
for funktionsfoljder.

o

Sats 41. Om funktionerna uy, dr kontinuerliga i A och funktionsserien Z ux konvergerar
k=1

likformigt © A, sa dr funktionsserien Z ug kontinuerlig 1 A.

k=1

Sats 42. Om funktionerna uy ar kontinuerliga i det kompakta intervallet [a,b], och funk-

tionsserien Z uy konvergerar likformigt pa |a,b], sa gdller
k=1

[ (S =3 fuera

a a

For att ge Dinis sats en mening i fallet med funktionsserier, sa noterar vi att funktions-
o

foljden av partialsummor (f,(x) = Z ug(z)) a4t monotont vixande omm. ug(z) > 0, dvs.
k=1

om serien ar positiv.

Sats 43. Om funktionerna uy dr kontinuerliga och positiva pa en kompakt mangd A och
o0
om serien Z ug(x) konvergerar punktvis mot en kontinuerlig funktion pa A, sd dar serien

k=1
likformigt konvergent pa A.
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o0
Potensserier av typen Z cx(xz — a)¥ som studerade i envariabelanalysen &r ett specialfall

k=0
av funktionsserier. Vi namnde da att en viktig egenskap hos potensserier var att de kunde

deriveras term for term. Exempelvis sa géller

- 1 - = d d 1 1
k;: h k, k—lz . k - —
;m 1-z ¢ kz:; ‘ de(m) dr \1—=x (1 —x)?

k=0

for |x| < 1.1 fallet med integration kunde vi flytta in integrationen innanfér summa-
tionstecknet om funktionsserien var likformigt konvergent. Foljande exempel visar att
likformig konvergens inte ricker for att vi ska kunna flytta in derivatan innanfér sum-
mationstecknet.

1
Exempel 92. Funktionsserien f(x) = Z—sin(12kaj) ar likformigt konvergent enligt

ok
k=1
Weierstrass majorantsats eftersom
. 1 =1 .
lug(x)| = ?sm(m z)| < o och Z ox ar konvergent
k=1

Funktionen f &r alltsa en kontinuerlig funktion. Termerna i funktionsserien ar dessutom
deriverbara overallt, men den funktionsserie som vi far om vi deriverar varje term ar

o0

12k
Z o cos(12Fx)
k=1

som &r divergent for varje varde pa x.

Det ar alltsa inte tillrackligt med likformig konvergens for att visa att

LS uela) = Y i)
k=1 k=1

(faktiskt inte nodvandigt heller, for den delen). Funktionen f ovan &r ett exempel pa en
funktion som ar kontinuerlig, med som inte gar att derivera i nagon punkt (en sa kallad
Weierstrassfunktion).

Exempel 93. Betrakta funktionsfoljden {f,}22, ,dar f,(x) = (1 + 3_:70) , v € A Vi
n

vet sedan tidigare att f,(x) — €37, sa for gransfunktionen f(z) s& géller d—e?’x = 3¢,
x

Termvis derivering ger samtidigt

32\"" '3 32\ ! 3 3z\"
! g _— —_ = _— = — _—
fn(a:)—n(1+n> - 3<1+n> 1—|—3x/n(1+n)

(.

~~
—3 —e3T

Eftersom funktionsféljden ar monoton, sa konvergerar, enligt Dinis sats, {f,}>2, likfor-
migt mot 3e3%.
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Foljande sats visar nar en funktionsserie kan deriveras termvis. En motsvarande sats finns
for funktionsfoljder, men den tas inte upp har.

Sats 44. Om funktionerna uy(x) har kontinuerliga derivator pa A, om funktionsseri-

o0
en Zuk(x) konvergerar punktvis mot en funktion s(x) pa A och om funktionsserien
k=1

Z uy.(z) konvergerar likformigt mot en funktion t(x) pd A, sd dar funktionen s deriverbar
k=1

pg A och

% (Z uk(gy)) = Zu;{:(m) (eller §'(z) = t(x)).

k=1

oo
Bevis. Lat z,, vara en godtycklig punkt i A. Eftersom Zu;(x) konvergerar likformigt
k=1
mot ¢ pad A sd konvergerar serien ocksa likformigt mot ¢ pa varje intevall [zg,x] C A.
Enligt satsen om termvis integration galler da:

/t(y) dy—/ZU%(y) dy = Z/%(y) dy
= )=, = > (un(w) — (o))
=Y w(z) = > unl(wo) = s(x) — s(xo)

o

dar det sista steget foljer eftersom Z uy(x) konvergerar punktvis mot s pa A. Eftersom
k=1

uj. ar kontinuerliga och konvergerar likformigt pa A, sa ar gransfunktionen ¢ kontinuerlig

pa A. Viénsterledet ér alltsa deriverbart med derivatan t(x). Da maste ocksa hogerledet
vara deriverbart med derivatan s'(x). Alltsa géller t(x) = §'(z). O

Det avgorande for om en funktionsserie kan deriveras termvis ar saledes om funktionsseri-
en av derivatorna ar likformigt konvergent. Detta géllde inte for exemplet dar funktions-

1 o0
flojden gavs av o sin(12*x), men det giller for alla potensserier Z cx(xz — a)® innanfor
k=1

konvergensradien. Vi avslutar med att undersoka om generaliserade integraler av samma
typ som Laplacetransformer. Med hjalp av teorin for funktionsserier kan man visa foljan-
de sats (se kap. 4.6 i Vretblads kompendium).
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Sats 45. Ldt D =[a,b] X [¢c,00) och anta att f dar en kontinuerlig funktion pa D. Antag

att F(x /f x,y) dy konvergerar for alla x € [a,b], att f. ar kontinuerlig i D och att

o0

|f2] < g(y), for nagon funktion som uppfyller /g(y) dyzoo. Da galler

c

0
F'(z) = / af(x y) dy (deriveringen kan flyttas innanfor integraltecknet).
T
Exempel 94. Berikna F'(x / _xtsm
0

Det ar svart att hitta en primitiv funktion till integranden. Villkoren i satsen ovan &r
dock uppfyllda (visa detta pa egen hand) och

F'(z) = /a2 (e mtsm ) / —te” ‘”tsm /e sin(t
T
0 0 0

'

Partiell integration tva ganger ger

. in( [
I = [—e " cos(t)], —/—te““”tsmtL dt =1 — [ze " sin(t —I—/ —z?e " sin(t) dt
~ ~ \q_/
=0+1 0 =0 9

=221

1
= JI=1-21 = I1+2H)=1 = — -~ Flz)= ———
v (1427 1+ a2 (z) 1+ a2

Det maste alltsa gilla att F'(z) = —arctan(z) + C. gransviardet da © — oo ger
lim F(z) = tim [ e 570 g~ tim (= arctan(z) + C) = © = ==
T—00 x_z—mo e\/o'/ t e arctanix - 2 2
0 —

Repetition 2

I detta avslutande kapitel ska vi ga igenom nagra uppgifter fran ett par nyare tidigare
tentor, och éven tipsa om nagra saker som kan vara bra att tdnka pa infor tentamen.
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Exempel 95. 2011-12-12: 2. Los den partiella differentialekvationen x%ijg—;—Qxy =0
i omradet = > 0, y > 0 genom variabelbytet u = zy, v = z/y.
Kedjeregeln ger nu:

0f _0fou ofou_ of  10f

dr  Oudr  ovor ’ou y Ov

0f _0fou 0fou_ 0f wof

oy  Oudy Ovdy Tou y? Ov

Inséttning i PDE:n ger:
of 10f of xof
e _— _— _—— —2 =
x(ya —l—yav)—l—y(:cau ” xy =0
= nygf 2cy =0 = 2ay —f—1>—0 = gzl

= flu,v)=u+glv) = flz,y)= y+g(y)

for nagon godtycklig funktion g.
Ova dven pa andra ordningens kedjeregel. Exempelvis géller i detta fall

a2y of xof Pfou  f o\  xdf w (f du 5 fou
“ou (7 v00) = (5 * ) *on 3 (oo * oo n)

83/ ou? 83/ oudv y E% 2 \ Qudv dy * %a_y

Exempel 96. 2012-08-21: 3. Lat f(x,y) = x + y + 4 vara definierad pé ellipsen 3z% +
y?—3 = 0. Antar f(x,y) storsta och/eller minsta virde pa ellipsen? Bestim i sd fall dessa
varden.

Eftersom f &r kontinuerlig och ellipsen dr en kompakt méngd, sa antar storsta och
minsta virde. Antingen kan problemet losas genom att ellipsen parametriseras 7(6) =
(cos(6),v/3sin(0)) eller genom att anvinda Lagrangemultiplikatorer. Enligt den sist-
nimnda metoden géller V f = AVyg, dér g(x,y) = 32* + y? — 3. Vi far:

1= M6z
1= A2 = = = y=3
322+ —-3=0

Inséttning i bivillkoret 322 + y* — 3 = 0 ger sedan
1
332+ (32)2=3=0 = 1222 -3=0 = T=t7

Extremvéirdena antas i punkterna £(1, 3) och ér f(3, ) = 6 (maximum) och f(—1,-3) =
2 (minimum).

Andra delar av forsta halvan av kursen som &r viktiga att repetera:
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» Bestdmning av kritiska punkter och karaktérisering av dessa (kvadratiska former).

+ Bestdmning av storsta och minsta virde for f(z,y) pa ett kompakt omrade i pla-
net (kritiska punkter pa det inre, parametrisering av randen, glom inte hornen pa
omraden som har dessa).

o Bestamning av tangentplan till funktioner.

o Avgorande av om variabler kan 16sas ut som en funktion av andra variabler med
hjélp av implicita funktionssatsen.

« Gréansvarden (visa existens eller motbevisa existens genom att testa ett antal olika
linjer).
Exempel 97. 2011-12-12: 7.

Beriikna flodet av vektorfiltet F = (222, 2zy, 2% + 2)
ut ur cylindern 22 +9y?> =1, 0 < 2 < 1.

—~

Den cylindriska ytan kan parametriseras av *?
7(s,t) = (cos(s),sin(s),t), 0 < s < 2w, 0 <t <1 och v 0.5

flodet ges av
0
/ / <Q X ﬁ) dsdt

Det ar dock lattare att anvinda Gauss sats pa S U Dy U Dy
//ﬁ.NdS+//ﬁ.NdS+//ﬁ.Ndsz///divﬁdv
S D, Do K

PéDlharviN:(0,0,1),séﬁ-N:z2+2:3och

//ﬁ-NdS:?)//dS:Sﬂ
Dy Dy

— A

P& D, har vi N = (0,0, —1), s& F - N = —(22+2) = —2 och

D/Q/ N d :—2//d5——

Divergensen av vektorféltet ar

J, 5 0 0
divF=V.F = 0:5( xz”) + ay(Za:y) 62’(2 +2) =22 4+22+ 22

Av symmetriskal sa dr volymintegralen av 2x 6ver kroppen K noll, sa det aterstar:

1

3
4
///dldeV // /z +22)dz dmdyzw[%quz} :?ﬁ
0
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Vi far slutligen att flodet av vektorfaltet F genom cylindern S ar:
= SR = . 4
///dideV—//F-NdS—//F-NdS:%—37r—(—27r):g
K Dl D2

Om integranden hade berott pa x eller y hade vi behévt anvianda polara/cylindriska ko-
ordinater, och om kroppen hade radiell /sfarisk symmetri hade vi beh6vt anvinda sfariska
koordinater (6va pa detta).

Exempel 98. 2013-01-14: 8. Lt v vara skirningskurvan mellan sfiren 22432+ (2 —2)? =
8 och zy—planet (moturs, dvs. positit orienterad). Lat F' = (y? cos(wz), x%e¥?, —e®™?).
Berakna / F-dr.

v

Skarningskurvan ges av ekvationerna z? + y* + (z — 2)*> = 8, z = 0, dvs. av cirkeln
2% +y* = 4 i zy—planet. Parametriseringen 7(0) = (2cos(6), 2sin(0),0), 6 € [0, 27|, ger
dr’' = (—2sin(#), 2 cos(0),0) och, efter insattning i kurvintegralen

/ Fodi = / (2sin(6))2, (2c0s(6))2, —1) - (~2sin(6), 2 cos(6), 0) db
= / (—8sin®(0) +16 cos*(0)) d = 16 / (1_+S(29)> do
0 udda 0
= 4/(1 + 2 cos(20) + cos*(0)) df = 4/(1 + 2cos(20) + 1++S(40>) df

2
=4 [%] =127
0

Andra delar av andra halvan av kursen som ér viktiga att repetera:

« Dubbelinteraler, Variabelsubstitution (poldra och andra, se inlimningsuppgifter),
bestdamning av integrationsgranser for exempelvis trianglar.

« Bestdmning av volymer av kroppar med hjalp av trippelintegraler (visualisering av
andragradsytor ar viktigt for detta).

o Beridkning av kurvintegraler i planet med hjélp av Greens formel och pa konserva-
tiva vektorfalt med hjilp av potentialen.

o Anviandning av stokes sats for att ga mellan kurvintegraler och flodesintegraler
(definition av rotationen).
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